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Remarques sur I’allure des solutions
des équations différentielles a parameétre retardé

par Z. MIxorAJSKA (Krakdw)

Les théorémes démontrés dans la présente note constituent une
généralisation des résultats de Ch. G. Cwang [1]. Nous nous occuperons
de I’équation

(1) (1) = f[t, 2 (1), 2(t—A4(2))) -

Dans le cas f(t, z, y) = —a?*t/y nos théorémes donnent comme cas parti-
culier les théorémes de Cwang.

§ 1. Envisageons les hypothéses suivantes:

HYPOTHESES A: La fonction y(t) =t—A(l) satisfail auz conditions
sutvantes:

(Ay) w(t) =t—A() >0 pour t >0, A(t) >0 pour t >0,

(Ag) ¥'(2) > 0 pour t >0 (elle peut étre infinte),

(A;) 4(0) =0, p(t) >o0 pour t—oo,

(A‘) y(t) est la fonction inverse de y(t), c'est-a-dire y(w(t)) =1,
y(E—A() =1 et p(y(t) =1 cest-a-dire y(1)~A(y (1)) =1.

HyPoTHRESES B. La fonction f(t, z,y) satisfait aux condilions sut-
vantes:

(B,) f(t, z,y) est continue pour t >0, y #0, —oo <z < + o0,

(B;) f(t,2,y) <0 pour t >0, y >0, —co <2< -} 00,

(By) f(t, %, 9) <f(t, T, 7) pour <3, §>7>0,1t>0,

(B,) f(t, @, y) satisfast & la condition de Lipschitz par rapport ¢ (z, y).

(Bs) f(3, —z, —y) = —f (¢, @, y) pour y #0, t>0.

HyproTHESE C.

ff(r,mo,yo)dr= —oo  pour chaque Y,=>Ty>0.
1]
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HyproTHESE D. (D,) Pour chaque T > 0 il existe deux fonctions Fr(y)
et Gr(y) continues pour y >0 et telles que

(Do) Gr(y) <f(t, @, y) <Fzly) pour y>0,0<t<y(y(7),
4
(Ds) 0fFT(y)dy = — 09,

(D,) Fr(y)—>—o00 pour y—0, y >0,

(Dy) pour chaque 2, > 0 tel que A’(y(2,)) = — oo, il existe une fonction
o5,(y) > 0 continue pour y > 0 telle que

W (E)r—
(D) (et (o< too Ta>0,

Y .
(D,) P est croissanle pour y >0,

2
(Ds) J Gaol00a(y)) Ay est convergente (finie).
0

THEOREME T. Sous les hypothéses A, B, C, D chaque solution de

Déquation (1) passant par le point (0, x,), €, > 0 appartient & Pune des trois
classes suivantes:

I. z(t) est définie dans wun intervalle {0, a), 2(t) > 0 pour te (0, a),
z(t)>0 pour t—>a, 2'(t)>—co pour t—a, () ne peut pas étre prolongée
a droite de a.' Dans ce cas A(a) = 0;

II. #(t)> 0 pour te<0,a), z(a)=0, x(t)<O0 pour te(a,y(a),
z(t)—>—oo pour t—>y(a). Cest le cas ol A(a) >0 et A'(y(a)) > — oo;

IIT. 2(t) > 0 pour te{0,a), w(a) =0, z(1) <0 pour a<it< y(a),

lim z(?) > — oo, w(t) peut étre prolongée & droite de y(a) (c’est le cas o
i—+y(a)

A'(y(a) = — oo

Nous partageons la démonstration du théoréme T en quelques
lemmes.

§ 2. LEMME 1. Sous les hypothéses A et B pour chaque (t,, 2,) il existe
un £, >0 tel que la solution x(t) de Véquation (1) issue du point (0, &)
est définie dans tout Dintervalle (0, 1,> et satisfait aux conditions

(2.1) z2(0) =&, x() =x,.

Démonstration. Envisageons ’ensemble w borné par les fonctions
a(t) et n(t) définies de la maniére suivante:

!
(2.2) o(t) =a+ [ f(x,m, q)dr pour 0<t<Y,
to
et

[
(2.3) n(t) =@+ [ 1(r,0(0), 0(0)dr pour 0 <i<tp.
t



Solutions des équations différentielles 61

On vérifie facilement que
(2.4) a(to) = (k) = %,
f(t, z,y) étant négative pour 2 >0, y >0 on a

(2.5) o(t) >x, pour O0<Lt<d,,
(2.6) y(t) >z, pour 0<t<H,,

par conséquent, f(¢, x,y) étant croissante et négative,

(2.7) o'(8) = f (¢, @0, @) < [(t, a(t), 0(t)) <O
d’ou
d'(t) <f(t,0(0),0(0)) =7'() pour 0<I<1,
et par suite
(2.8) a(f) >n(t) pour O0<Li<i,.

Nous avons ainsi démontré que la définition suivante de 1’ensemble o
est justifiée:

(w): 0<<t<ty, t) <z <a(l).

Dans la suite nous allons démontrer qu’il existe une solution (au moins)
z(t) de 1’équation (1) définie dans tout l'intervalle 0 <t <{, et contenue
dans o pour tout ¢ de 'intervalle <0,1,). De la définition de 1’ensemble w
il vient que chacune de ces solutions satisfait a la condition (%) = o (%)
= 7(ly) = %,.

Dans la démonstration de 1’existence d’une telle solution nous allons
utiliser la méthode topologique de T. Wazewski [3]. En supposant
que chaque solution «(t, 0, &,) de l'équation (1) telle que z(0, 0, &)
= &y e (n(0), 6(0)> sort de l’ensemble » & un instant 7,e {0,%,) et
x(t, 0, &) € (y(t), 6(t)) pour 0 <t < 7, nous allons évaluer la dérivée de
z(t, 0, &) dans Dintervalle <0, 1,).

o'(t) = 1(t, n(t), n(t)) <f(t, n(8), nt—4(2))) <@'(t, 0, &)
= f[ts @(t, 0, &), 3(t—A(1), 0, &) <ft, o (1), o t—A (1))
< f(t1 ¢(0), U(O)) =7'(t)

d’ou il vient que sur la frontiere de l’ensemble w il n’y a que des points
de sortie stricte de 1’ensemble w. On vérifie facilement que dans le cas
de ’équation (1) (& parameétre retardé) le conséquent du point (0, &)
sur ’ensemble (8) {z = 5(f) ou v =o(t) (0 <?t<{)} est continu par
rapport aux &, tels que (0,5,)eZ {t =0, 7(0) <& < 0(0)} et par con-
séquent on peut appliquer le raisonnement de T. Wazewski [3] basé sur
la notion de rétracte et sur la propriété topologique suivante d’un se-
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gment Z: 'ensemble composé de deux points {0, %(0)}, (0, c(0)) n’est
pas un rétracte du segment Z.
L’existence d'un £J ¢ (7(0), y(0)) tel que

z(t) =x(t,0,&)ew pour chaque O0<t<{,

est ainsi démontrée. On a z(f,) = 7,. L'unicité d’un tel &7 résulte de ce
que la fonction f(t, z, y) est croissante par rapport a (z,y)

(2.8) @y(t) — wa(t) = 2'(t, 0, &) —a’(t, 0, &)
= f(t, @), 21 (t—A(0))) — 1 (2, 2a0), ma(t—A (1)) ,
#1(0)—x(0) = (0, &, &)—1(0, &, &) >0 pour & >§,,
d’on

@ (1) —xy(t) >0 pour O0<<I<S
et

Z;(t)—ae(t) >0 pour chaqgue 0<t1<4d;

par conséquent &,(t)—xy(t) > 0 dans tout intervalle (0,a) dans le quel
zy(t—A(t)) > 0.

§ 3. LEMME 2. Dans les hypothéses A, B, C, & chaque point £> 0
correspond une fonction T (&) > 0 unique telle que

2(t,0,£) >0 pouwr 0<t<T(£), =(T(£),0,8 =0.

La fonction T (&) a les propriétés suivantes:

1° T'(&) est strictement croissante,

2° T{(0, + o0)) = (0, +o0), d'est-d-dire & chaque t, > 0 correspond un
& > 0 tel que t, = T(&,),

3° T(&) est continue pour & e (0, oo).

Démonstration. L’existence de 7T'(£) > 0 pour chaque &> 0 ré-
sulte immédiatement de I’hypothése C. Il sutfit d’evaluer z'(¢, 0, §)

o'(t,0,8) =1(t, (¢, 0, &), a(t—4(1), 0, &) <f(t,£, & pour 0<t
d’ou 'on obtient

¢
2(1,0,8) <&+ [ f(z, & &)dr.

En supposant que x(?, 0, &) > 0 pour 0 <t < 4 oo on arrive a con-
tradiction 0 < — oo.

L’intégrale x(t,0,£) de 1’équation (1) peut étre prolongée & droite
de chaque point 7, > 0 tel que z(r,) > 0, #(t) > 0 pour 0 < ¢ < 7, et par
conséquent il existe une fonction T'(£) > 0 telle que z(T(£),0,4) =0
et z(t, 0, §) >0 pour 0 <t < T'(§).
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Le fait que 7T'(£) est croissante résulte presque immédiatement de
ce que f(t{,z,y) est croissante par rapport & (z,y). De Dinégalité
£>§&>0 il vient _

@'(t, 0, &) >a'(t, 0, &)
pour tous les ¢ > 0 tels que
z(t—A4(2),0, >0,
d’ou on obtient
@(t, 0, >2(t,0,E) pour 0<t<T(F),

z(T(£),0,& =0
et par suite B
w(t,0,8)>0 pour O0<t<<T(E)
d’ol B _ L
T(E)>T(E) pour O<E<E.

La propriété 1° est ainsi démontrée.

Pour démontrer la propriété 2° envisageons un #,>0 quelconque
et choisissons une suite {z,} telle que

>0, X,>0, Xy>Zyy; pour ov=1,2,..
En vertu du Lemme 1 il existe des nombres £, > 0 tels que
z(l, 0,&)=2, pour »=1,2,3,..

Nous avons vu que pour _E >&>0o0na z(t, 0, &) > =z(t; 0, ?) pour toutes
les ¢ tels que z(;0,£) >0 et par conséquent comme (ly; Ty, To)
> & (to; & » Tp41), OD @

(0 >811>0 pour wv=1,2,..
d’on il vient
T(Ey) > T(&y-‘-l) > to pOllI‘ v = 1, 2’ .ve
T(Eﬂ)ai =1

z(t; 0, &) > a(t; 0, £ot1) >0

et par suite
et

d’ou
zo(t) = @(l; 0, &) >@(t) >0 pour 0<i<i.
Les fonctions z,(t) sont décroissantes et par suite @(t) est aussi décrois-

sante (au sens large).
Nous avons

Lo(to) > @ (L)

Zo(ly) = Tp—>0

(k) =0.

et

d’ou
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Nous allons démontrer que ¢(t) > 0 pour 0 <t <1,. Evaluons a,(t)
pour 0 <t <t,

wy(t) = F{t, mo(t), @ (t—A (D)) <F{t, m(t), @ (t—A()) < F (2, 2(0), 2(0)) 5

pour 0 <t <, il résulte de la continuité de f(t, #,(0), #,(0)} qu’il existe
une constante m < 0 telle que

1{t, #:,(0), 2,(0)) <m pour 0 <t<{,
d’ol on obtient
Zo(t) = @o(ty) +m (T —1,) pour 0t <ty,
0

(1) 2 @y +|m|(t,—1) = |m|({,—?) pour SE<Sh,

done
@(t) = |m|(t,—1t) pour 0 <1t<t,
et par suite

(3.1) p(t) >0 pour 0<LE<H,.

Par conséquent j(t, @ (1), (p(t—A(t))) est bien déterminée et on a

F(t @o(8), @ (t—A @) > f(t, p(8), @(t—A (1))

uniformément dans chaque intervalle fermé contenu dans <0,%,) et par
suite @(?) constitue une solution de 1’équation (1) satisfaisant & la con-
dition (3.1) et ¢(t) = 0.

Pour terminer la démonstartion il reste a poser ¢(0) = £,. La con-
tinuité de la fonction T'(£) résulte presque immédiatement de 1° et 2°.

§ 4. Démonstration du théoréme T. Envisageons un esolution
dquelconque z(t) de I’équation (1) telle que x(0) > 0. Posons (par défini-
tion) &, = 2(0) >0 et t, = T'(&,). Trois cas sont possibles:

1. A() =0,
II. A(t) >0 et |4’ (y(t))| < +oo,
III. A(t) >0 et A'(y(t)) = —oo.

Dans le cas I, en vertu de ’hypothése D, on a 2'(f) >— oo pour
t—>t, et en vertu de B, et B; la solution #(t) ne peut pas étre prolongée
4 droite de t,.

Dans le cas 4(f,) > 0 on vérifie facilement que x(¢) est définie dans
tout Vintervalle <0, y(ty)). C’est une conséquence de 'inégalité D, et B,.

gn = Gr(w(a—A(a))) < f(t, 2(1), w(a—A(a)))

<flt, @), o(t—4@W)) = &'(t) powr 0<i<a
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et par suite
—&+x(t) =@l >—c0 pour 0<<LIi<a<

d’ou il vient que x(t) reste finie dans tout intervalle ouvert & droite <0, 1,).
Envisageons le cas II. Comme y(¢) est croissante, on a

(4.1) lo—d(t) =p(t) <yp(t) =t—4() < 'I’()’(to)) =1
pour 1, <t <y(l,).
La fonction f(¢, z, y) étant continue et croisante il vient

(r) >—a pour 0<L7T<Y,
d’ou '
() < —a(t—1t;) pour O0<7T<l

et en vertu de (4.1) on obtient

zp(t—A(t) < —aft—4(t)—1t) pour 0<t<y(l),
w(t—A@) < —alp(t)—y(a) pour 0<t<yp(ty).

De I’hypothése IT on a y'(a) = ¢ > 0, ¢ fini. Pour chaque & > 0 il existe
un 6, > 0 tel que

cpestA=PE) o
a—T

e pour O<a—7<é,

posons ¢ =¢/2. On a

3ec(a—7) >yla)—p(r) > te(a—T1) pour O0<a—7<dp
d’ou
2'() < f(t, z(t), a(zp(a)—qp(t))) < f(t, (1), ac} (a—1)) < Fafac}(a—1))
pour O<a—1I< 6,_.,2,

L a—t

o(t) < @la—bp) + | Fofact(a—1))dv = w(a—dgp)— | Foau)du

a—dbers Oelg

pour a—0dp<t<a (ou @a=jac)

et par suite, en vertu de I’hypothése D,, on a

a—! Ocly
lima(t) <k—lim [ Fau)ds = k+1lim [ Fy@u)du = —oo
t—a —C 5ors t—a ,°,

(ot k = z{a—b.e)).

Passons au cas 4(f) >0, 4'(y(t))) = —oco. Comme dans le cas II,
on peut évaluer

() <x'(0) pour O0<7T<LH
Annales Polonici Mathematici XVI bt
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et par suite
z(r) >2'(0)(r—1,) pour O<r<t,

2(t—4(1) > &' (0)(t—4 (1) — 1) = &' (0) [y () —p (v (L)) = #'(0)(v'(&) (t— ¥ (1))
pour t, <t<p(ly) (o & eft,y(t)))

posons z, = y(f,). On a

(4.2) w(t—A(1) > 2'(0)p'(&)(E—2) pour byt << y(ly).

En vertu de I’hypothése D, on a

Zo—1t Zo— &
Uzo(zo_ t) > O'zo(zo— &)

d’ou 'on obtient, en vertu de (4.2),

pour 55— A(%) St< & <2y

z(t—A4() > —'(0) "”c(’:‘()z(:ﬂj‘) Oo2o—1t)  pour  zZe—A(2) <t < 2.

De la convergence D, on tire

v (&) (%— &)

ool — &1)

Iy 46>

>I,,—e>0 pour 2z,—d <t<2z,
d’olr

w(t—A(t) > —5'(0) (I, — &) 05(2,—1)  pour  z,—6, <1< 2.
Posons

o =—a'(0)(I,,—e)>0.
Par suite

z(t—A4(1) > p0a(2—1),
d’olr

2'(t) = f(t, x(t), z(t—A (t))) > f{t, @(t), gon(2%—1)) pour z,—d, <t < 2
et en vertu de D, on a

T'(1) > Gplao,(50—1))  pour  z,—d, <1 <3z
et par suite
L‘u—t

[/
0> () > 85— 8)+ [ Golaoy(ze—7))dv = 2(09—8,)— [ Gooface(u) du
z,,—o‘ a,

t

> @(tg—08,) — | Grfao(u))du > —oo.

z(t) étant décroissante, nous avons ainsi démontré que z(f) possede une
limite finie pour {—y(t) = 2z,.
De I’hypothése D, et D, il résulte que x'(t) tend vers l'infini pour

t—+z°.
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Pour terminer la démonstration du théoréme T il reste & prouver
qu'il existe une solution y(¢) de 1’équation (1) définie & droite de #z, et
telle que

y'@® =1t y@), 2(t—4@)) = —f{t, —y, —a(t—4®)
pour 2, <t <y(z),
Y (z) = lim z(t).

{—2zp—0

Envisageons 1’équation différentielle

(4.3) v =1{t, g, a(t—40)) .
On a
(1) < 2'(L)(r—1t,) pour I, <7t <2z,

—a(t—d4(1)) > —a'(L) () — v (@) = afy()—v(=)),
@' (ty) = ,(toy () a’(to—A (to))) =—0, <0,

PO —p(e) =¥ (E)(E—20) = p'(B) ——_ 5(t—2,)

o(t—zp)
e ‘Et—‘zo
———0c(t—
>1P(§t)a(5t__zo)°'( %),
t—2 _ (%=1 t—2 Ei——zu
o (¢ —2) a(lze—tl)’  o(l—z)  o(E—2)
—a(1—A(0) > 0y’ (B) S o(t—2)  pour 2 <1<y(a),
o(&—2p)
[—e <y'(&) E_'_E"— <Ig+e pour z<t<zy+96,
o (&—2)

posons

a = (I,,—¢)a, dans le cas ou y(t{—2,) > 0 pour 3z, <t <z +4,,
et

@ = (I, +¢€)a, dans le cas ou y(t—2) <0 pour 2z, << 2,49,
on a

—z(t—d(t)) >ac(t—z) pour 2, <t<z+34,
f(t’ "‘y(t)y —X (t_A (t))) >f(t) —y(t)i a":"(t_zo)) > G(‘_w(t—zo))
d’ou pour chaque solution %(¢) de 1’équation (4.3) on a
Y'(t) < —G(@o(t—2,)) pour 2z,<t<z+34,,

4 i—
(4.4) y(t) > y(z+8.)— fG(Ea(-r-—zo))dr=y(zo+6,)—~ fz.G(ﬁo(u))du
al

Zgt+d,
63 oc
= y(2+6,)+ f G(aa(u))du>y(zo+a,)+f G (@o(u)) du
i—go 0

b*
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y'(t) étant positive pour 2, <t < y(3) on a
é

(4.5) y(z+0)+ | Glac(w)du <y(t) <y(z+8,) powr z<i<z+d.
0

Envisageons deux solutions de (4.3) telles que 7(z,) > %(7,)

75 @) = 1{t, §(1), o(t—A@)) =1 (t, F(1), a{t—A (1))
En vertu de I’hypothése B, on a

(4.6) 7' (t)—y'(t) =20 pour chaque ¢ pour lequel 7(t)—y(t) > 0.

De ’hypothése B, et 7(z,) > ¥y (1,) en vertu de I'inégalité (4.5) il vient
que 7(t) > y(t) pour 2z, <t < y(z). Posons X, = lim z({) ct
t—>z°—0
d

(4.7) Jr) = Xo— [ Glac(u)du, F(n) = Xo.

De linégalité (4.5) il résulte que chaque solution y(¢,7,,%, de 1’équa-
tion (4.3) posséde une limite finie pour ¢{—>z,+ 0. Posons

lim y (2, 7o, ¥a) = Y (5,) -
t—zo

En vertu de (4.6) ¥ (y,) est continue et par suite I'image du segment
(y,y) par Vintermédiaire de la transformation ¥ = Y (y,) est le segment
(Y (), Y(y))>. De (4.3) il vient que le point X, appartient a (Y (y), ¥ (¥)>,
d’ou résulte immédiatement ’existence d’un y, e (¥, 7) tel que

Lm y(¢, 74, ¥) = X = lim x(1).

. t—>2y+0 t—zg~0
La fonction
) { z(t) pour 0 <1<z,
(p =
Y (ty 7oy Yo) pour Zp <1< y(2)

constitue une solution continue de 1’équation (1) dans tout ’ensemble
<0, 2,) + (zoy 7’(‘30))-
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