ANNALES q f‘-’;' .
POLONICI MATHEMATICI ’
XV (1964)

Sur I’existence d’une solution d’une équation différentielle
a argument avance

par J. Braz (Katowice)

Dans ce travail j’établis des conditions suffisantes pour que 1’équa-
tion intégro-différentielle, que j’appellerai équation a argument avancé,
de la forme

(1) e'(t) = [ flt, 9(®), p(t+8)]dr(t, s)
0

admette exactement une solution, définie dans l’intervalle 4 = <0, + oo)
et satisfaisant & la condition initiale ¢(0) = 5. Je généralise ainsi des
résultats de S. Doss et K. Nasr [6], relatifs aux solutions bornées de 1’équa-
tion dz/dt = f[t, (t), (t + )], h = const > 0, et aussi celui du travail [4],
obtenu pour I'équation dz/dt = f[t, x(t+ a(?))], dans laquelle 'avance de
P’argument est variable, et pour des systemes d’équations de ce type.
Le probléme de l’existence d’une solution de 1’équation différentielle
4 argument avancé plus simple dz/dt = f[t, 2(t), z(t+ a(?))] a été étudié
récemment par A. Bielecki [1] et T. Diotko [5]; ils ont établi les condi-
tions suffissantes pour I’existence d’une solution de cette équation dans
certaines classes de fonctions, plus étendues que celle des fonctions bornées.

L’équation (1) correspond au cas ou la vitesse d’un processus & un
instant donné dépend de 1’état de ce processus dans un intervalle de
temps antérieur a I’instant donné.

Au §1 jétudie le cas ou cet intervalle est infini; )’y étalbis un
théoréeme sur ’existence et 'unicité de la solution de ’équation (1) dans
la classe des fonctions bornées.

Au § 2 je m’occupe du cas ol 'intervalle de temps considéré est borné.
. En utilisant la métrique proposée par A. Bielecki [2] j’obtiens un
théoreme d’existence dans une classe de fonctions plus étendue que
celle des fonctions bornées.

Je tiens & exprimer ma vive Treconnaissance a M. A. Bielecki et
" M. T. Dlotko, qui ont bien voulu me communiquer les resultats con-
tenus dans les notes [1] et [5].
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§ 1. Sur l’équation (1) nous ferons les hypothéses suivantes:

HyroTHBSES (H). 1° La fonction f(t, x, y) est définte et continue dans
le domaine D = {(,z,y): 0 <1, — co <@,y < +00}.

2° Tout couple de points (t, X, Y) et (t, x,y) du domaine D satisfait
a Dinégalité
If(t, X, Y)—f(t, 2, )| < B(t) | X —o| +B:(1) | Y —y,

ot les coefficients B,(1) el By(t) sont des fonctions continues et non négatives
dans Vintervalle A.

3°f[51 1)+ Bu(t)]dt = g < + oo.

4° 11 existe un couple de nombres x4, vy, tel que

f|f(tymm?/o)|dt =0< + oo.
0

5° La fonction r(t,s), que j’appellerai noyau, est définie pour t >0
et 8 > 0.
00
6° Pour tout ted on a les relations r(t,0) = 0, variation V' r(t, s)

80
< V = const.

7° Quel que soit ¢ > 0 il existe un nombre K > 0 telque V' r(t,s) < e
=K
pour tout teAd. ’

8° Quels que soient k> 0 et u e A, il existe la limite

llmf |r(t, 8) —r(u,s8)|ds =0.

{—u 0
Admettant les hypothéses (H) nous établirons un lemme sur la con-
tinuité de l’intégrale de Stieltjes:

LEMME. Si la fonction ¢(t) est continue et bornée dans Vintervalle A,
la fonction

(2) Oty = [ ft, (1), p(t +8)]dr(t, )

est continue dans Uintervalle A (}).
Démonstration. Nous allons démontrer que la fonction @(?) est
continue en tout point # de l’intervalle 4. On voit aisément que
10(t) —O(w)]
4

Uf[t,sv (1), p(t+s))dr(t, s) ff[u,«p (w), plu+s)]dr(u, )| < D) Ass

=1

(t) Vide [3].
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ol

K
A, =|[ ylt, et ) p(t-+8)]—flu, p(u), plu+8)idr(t, s)| ,

0

oo

A, = ff (1), plt+9)dr(t, s)| ,

A, = f FLow, p(w), @ (u+8)1dr(x, 5)| ,

K
A= ff[u,w w), ¢ (u+8)dr(t, s)— [ flu, o), ¢(u+s)dr(u, ),

0

K étant un nombre positif quelconque fixé (pour l’instant). Comme
A; < max |ft, o), p(t+8)]—f[u, p(u), p(u+8)]|V,

<s<K

la fonction A, est, en vertu de I’hypothése 1°, arbitrairemen petite dés
que les ¢ sont assez proches de «. De I’hypothese du lemme et de 1° ré-

sulte que la fonetion f[t, ¢(t), ¢ (¢ +8)] est bornée pour les ¢ assez proches
de u, done

A1) < MV r(t, ),
s=K
ol M est un nombre positif convenable. Il suit de 15 et de 7° que la con-
stante K peut étre choisie de maniére que la fonction A, devienne aussi
petite que ’on veut. Un raisonnement analogue s’applique a la fonction 4,.
La fonction A, admet une limitation qui ne différe pas essentiellement
de celle qui a été donnée par A. D. Myszkis (v. [7], p. 22) pour le cas d’un
argument retardé. La démonstration du lemme se trouve ainsi achevée.

En appliquant la méthode du point fixe nous établirons maintenant
un théoreme d’existence.

TREOREME I. Si les hypothéses (H) et Uinégalité qV < 1 sont vérifiées,
il existe dans la classe des fonctions bornées exactement une solution de I'équa-
tion (1) définie dans Dintervalle A et vérifiant la condition initiale ¢ (0) = .

Démonstration. Remarquons d’abord que, en vertu du lemme,
I’équation (1) est équivalente & 1’équation intégrale

t o
(3) oty = [{[ 1tre(@), plr+9)ldr(r, s))dz + 1.

Désignons par F I’ensemble des fonctions ¢(t) continues et bornées dans
Pintervalle 4, c’est-a-dire vérifiant la condition |jp|| = sup [@(t)| < + oo,
1=0

la métrique étant définie par
(4) elp,y) = Sup lp(t) —p ()| = llp—vll .
l‘
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L’ensemble E est évidemment un espace métrique complet. Considérons
dans ’espace E la transformation F':

1
L]

(5) 5 =F(g) = [{[ ile, (), ple+9)dr(z, 5)}dr+7 .

Nous allons prouver que
6) F(E)YCE et o[F(p),F(p)l<ag(p,y), o1l 0O<a<l.

En effet, il résulte de I’hypothése 2° qu’on a les inégalités

[flt, (1), @(t +8)]]
< IfLE, (), @ (¢ +8)]—1(2, 2o, Yo)| + 1/ (2, 2oy Ya)l
< Ba(2) @ () — @l + Bo(?) lp (¢ -+ 8) — Yol + 1 (¢, 20, Yo)]
< (@ + el [Ba(2) + Bo()] + I (25 @0y o)

ou a = max(|zyl, |¥,|) -

D’ou, en vertu de (3) et des hypothéses 3° 4° et 6° on tire les inégalités

¢ i
W(t)K(a+H‘PH)f[ﬂ1(1)_+ﬁz(r)];\_/;7‘(fy s)dr+flf(r,wo,yo)];\:c‘)r(r,s)dr+ln]

< [(a +lgll)g+ C1V + 5] = const .

D’autre part, comme

8=0

FO—FWO < el@rv) [ [Blt) +BMIV 7t )0 < Vao(, v)
0

et 0 < Vg <1, les relations (6) sont vérifiées. Par conséquent, en vertu
du théoréme de Banach, la démonstration du théoréme est achevée.
Remarque 1. En particulier si ’on pose »(f,s) = e(s—af(t)), on

0 pour —oo<u<O0,
¢(%) —ll pour O0<u< + co,
’équation (1) prend la forme ¢'(t) = f[t, (1), ¢(t+ a(?))], dans laquelle
Pavance de Yargument (discrete) est variable; lorsque a(f) = h = const
on obtient 1’équation considérée par S. Doss et K. Nasr, dans laquelle
I’avance est constante.
Remarque 2. Les hypothéses (H) n’assurent pas l'unicité de la
solution de 1’équation [1] dans la classe des fonctions continues; outre
la solution bornée unique il peut exister une seconde solution non bornée
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de cette équation satisfaisant & la méme condition initiale, comme le
montre ’exemple de 1’équation

gv’(t):———, t>1, ¢(1) =e,

pour laquelle on a, outre la solution ¢(¢) = ¢, la solution non bornée
(1) = e

Remarque 3. Si ¢(t) est une solution bornée de ’équation (1), la
fonction ¢(t) admet une limite lorsque { -+ oco. En effet, en vertu des
hypotheéses (H) il vient

{ oo
J(t) = ﬂf f[r,¢(r),¢(r+8)]dr(r,8)!dr<[(a+llrpll)q+c]V = const.
0 0o

D’autre part, comme la fonction J(?) est non décroissante, 1’'intégrale

o]

T4 11, o), o+ s0dr(t, 8) at
0o o
est convergente.

§ 2. Considérons maintenant le cas ou la vitesse du processus décrit
par ’équation (1) & un instant donné dépend de 1’état de ce processus
dans un intervalle de temps fini, antérieur & ’'instant donné. Au lieu des
hypothéses (H) admettons les hypothéses (H*):

HyproTHESES (H*). 1° On suppose vérifiées les conditions 1°, 2°, 4°
et 5° des hypotheéses (H) (§ 1) et de plus:

2° I1 existe ume fonction o(t) continue et non négative dans Uintervalle A

o(t)
telle que r(t,0) =0, V' r(t,8) <V = const et que r(t,s) = r{t, o(t)) pour

8=0

o(f) <8< + oo; ted.
3° Quel que soit u e A la condition

o(f)+1
lim f ir(t, 8)—r(u, s)|ds =0
t—u 0
est vérifiée.
t+a(l)
42 sup A(t) = A < + oo, 0 (W) = [ [Bufx) +Bu(r)]dr.
t

De méme qu’au § 1 nous établirons d’abord un lemme sur la conti-
nuité de l’intégrale de Stieltjes (2).

LEMME. 8¢ la fonction ¢(t) est continue dans Uintervalle A et si les
hypothéses (H*) sont vérifiées, la fonction O(t), définie par la formule (2)
est continue dans Uintervalle 4.
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Démonstration. Soit ¥ un nombre arbitrairement fixé de l'in-
tervalle 4; choisissons un nombre é > 0 assez petit pour qu’on ait o(f)
< o(u)+1 pour |t—u| < 4. 11 est fa,cile de vérifier que ’on a alors 1’iné-
galité |O(1)—0O(u)| < Al +4Z, o

o(u)+1

ar=| f U[t,¢(t),qo<t+s>]—f[u,qa(u),qz(u+s)]}dr<t,s>l,
1]

o(u)+1 o(u) +1 _
A:=|f flu, g(u), plu+s)ldr(t,s)— [ flu, (), p(u+s)ldr(u,s)| .
0 (1]
Comme

If[t, @(t), @ (8 +8)]1—f[u, p(u), p(u+8)]|

ﬂ1(t @ (1) —@(u)| + Ba(t) lp(t +8) —p(uts),
on a

AT <V max {(1)le(t) —g(u)| +B) lp(t+8) —p(u+s)],

0<<s<<o(u)+1

d’ol1 on déduit aisément que la fonction A? tend vers zéro lorsque t—u.
La fonction 47 ne différe pas de la fonction A4, (§ 1); la conclusion du
Jemme en résulte immédiatement.

Considérons maintenant, suivant ’exemple de A. Bielecki [2], ’en-

semble Ej des fonctions ¢(¢) définies et continues dans l’intervalle 4
et satisfaisant & la condition

sup {|p(t)|e~**D} = |lg|l < + oo,
>0
Ja métrique étant définie par

olg,y) = sup {lp(t) —p(t)| e *®®} = Jlg —vy]| ,
ou -

t
1) = [ [Bu(x) + Bulx)1de
0

et k est un nombre positif.
L’ensemble E, est un espace métrique complet; nous allons prouver

que la transformation (5) définie dans ’espace E) satisfait aux condi-
tions (6). En effet, soit ¢(t) ¢ Ey; alors

lp(?)| < llpljeke®,
done

PO — @ ST ot lp(t+s)—yol < Tet+e®),

ou I' = max(|zo|, [¥e]) +|l@l- En vertu des hypothéses (H*) on en con-
clut que

IFLt, @(2), @(t+8)]) < T[By(t) €% + By(t) &8+ 1 |£(2, @y, ¥o)]
< T[By(t) + Balt) €101 52D 1 |f (2, @, ¥o)] -
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Done

¢ t
O] < TVeralk [ k[By(x) + folr)]&°0dr +V [ |f(z, @y, o)l dz+ I1]
0 0

[4
< I'Veékalk f kd' (1) ek dz +V 0 + 5] < QeFo®
0

ou ¢ est un nombre positif convenablement choisi. Par conséquent
g () <@ < + oo, ce qui signifie que ¢(t) ¢ E,. Comme, d’autre part,

t
%P1 < llp—llV [ [Bufz) - Bulz) e40] ko dr
0

< llp—wl|Vekjk ft kD' (1) ekodr = (|| —||Vekafk) eko®)
il vient ’
g =9Il < llg —pllVer/k .
Si on suppose enfin vérifiée ’inégalité
(") Verak <1,

on peut énoncer le théoréme suivant:

TaEOREME II. Si les hypothéses (H*) et Uinégalité (7) sont vérifices,
il existe dans la classe E), exactement une solution de équation (1) satisfaisant
a la condition initiale ¢(0) = ».

Remarque. Comme la fonction 2z(k) = é*/k est minimum pour
k =1/ A, Yinégalité (7) peut étre remplacée, pour la classe E,,, par la
condition AVe < 1, c’est-a-dire par l'inégalité

t+o(l)

sup [ [Bulx) + Bulr)1dr < 1/feV .

=0 o
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