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It we now have a set X such that 1'(X) = X, we can, in view of the
Lemmas 5 and 6, apply Lemma 1 to get the finitenesy of X. The theorem
is thus proved.
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Grenzkreisgruppen und kettenbruchartige Algorithmen
von

M. ErcurEr (Basel)

§ 1. Einleitung. Eine reelle Zahl p 148t sich auf mannigfache Weise
in einen Kettenbruch

(1) 0 = mp+1/myt... 1 miy + o7t

mit ganzen rationalen m,; entwickeln. U. a. gibt es genau einen regel-
mdéfigen Kettenbruch mit

(2) 0 < gg—my < 1.

Will man speziell einen gekiirzten Bruch o = afc in einen Kettenbruch
entwickeln, so kann man auch wie folgt verfahren. Man bestimmt ganze
rationale b, d so, daBl ad—be =1 ist und stellt die Matrix

o b
a=(ca)
ein Element der elliptischen Modulgruppe I, durch die beiden Erzeugenden

r=foip 7=

in der Weise

(3) A = TJTJ ... T

dar. Dann ist

. a  (Ro—1/n+...+(=1)}|ny fir  my #£0,
) ¢ |mg—1jng...k(—=1)"2n, i omp = 0.

Die Kettenbriiche (1) und (4) stimmen tiberein, wenn
(5) - (—1)'n,

ist. Durch (5) ist die Darstellung (3) von A eindeutig festgelegt.
Sei 7 ein Fundamentalbereich von I". Dann ist unter der Voraussetzung
(3) und n, < 0

F, TY(F), ..., T(F), TJ(F),..., A(F)

=y Mgy ey (“1)1_1”1—1 >0, =0
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eine Kette benachbarter Bereiche. Jede mit I' beginnende und mit 4 (F)
endende Kette von Nachbarbereichen liefert eine Zerlegung (3), und diese
hiingt von der Regel ab, nach welcher die jeweiligen Nachbarbereiche
ausgewahlt werden. Wir werden in § 5 zeigen, daB die Regel (5) im Prinzip
so formuliert werden kann, dal man der kiirzesten Verbindung zwischen 7
und A(F) folgt.

Bs stellt sich nun die Frage nach der Linge 1 der Zerlegung (3)
bzw. des Kettenbruchs (4). Sie wird in den beiden Sitzen 3 und 4 heant-
wortet. Das Resultat gestattet eine Anwendung auf die Liinge der Periode
fiir eine reelle quadratische Irrationalitit. ‘

Das Problem 148t sich in naheliegender Weise auf eine beliehige
Grenzkreisgruppe I' von 1. Art iibertragen (§3). Man stelle ein Wlement
Ael' durch ein Erzengendensystem der Gruppe ddr und schiitze die Anzahl
der dabei auftretenden Faktoren ab. Wie im Spezialfall der Modulgruppe
muB man dabei auf einander folgende iibereinstimmende parabolische
Syhstitutionen zusammentagsen (Satz 1). Das Resultat ist niitzlich, um
die Existenz von (verallgemeinerten) Abelschen Integralen mit vorge-
schriebenen Perioden zu beweisen (§ 4).

Ubr.igens durfte man hier fiir I" eine diskontinuierliche Gruppe von
.Isomemen eines Riemannschen Raumes beliebiger Dimension nehmen
in welchem die Dreiecksungleichung fiir geoditische Abstiinde globai
giiltig ist, sofern man noch voraussetzt, daB I' einen “normalen” Funda-
mentalbereich (§2) mit hochstens nulldimensionalen Spitzen besitzb.
Gruppen dieser Art sind z. B. die Hilbertsche und die Picardsche Modul-
gruppe. Wir haben den Satz 1 in dieser allgemeinen Formulierung aus-
gesprochen.

b) der De-
d

§ 2. Vorbereitungen. Zu einer reellen Matrix A = (a
. 2 - c
terminante 1 gibt es zwei orthogonale Matrizen @,, Q, 80, daf

(6) A = QIAQ2 = (g g"l)
ist. Dann ist
(" (i) 4(3) = (z %}i—g) = [log |

der hyperbolische Abstand zwischen den Punkten ¢ und 4 (4), wenn man

die obere Halbebene als das Poincardsch i
¢ sche Modell der h rbolise
Ebene nimmt. (6) zieht die Ungleichungen yperbofisehen

(8)
Ha' 4.+ @) = Hd+ o) < Max(o®, a™%) < a*+ a2 = o® ...+ &
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nach sich. Verzichtet man auf |4] =1, so gilt mit der Abkiirzung

a2+b2—|—02+12_

(® | pld) =

wegen (7) und (8)
(10) $u(d) <40 < p(4).

T" bezeichne fortan bis zum SchluB von §3 eine Gruppe gebrochen
linearer Substitutionen

a b at-+b
A‘“(c d)’ Ay =7

der oberen Halbebene. Die Koeffizienten werden als reell und die Deter-
minante als 1 vorausgesetzt. I' moge einen Fundamentalbereich besitzen,
dessen hyperbolischer Flicheninhalt endlich ist. Unter diesen Voraussetzon-
gen existiert stets zu einem Punkt { der oberen Halbebene ein normaler
Fundamentalbereich F, welcher folgendermafen definiert ist: F' besteht
ans allen Punkten 7, fiir welche die hyperbolischen Abstéinde sdmtlichen
Ungleichungen

(7, ) < (T, A(L’)), Ael’

geniigen. Man kann in bekannten Weise einen Teil der Randpunkte
ausschlieBen, sodaf jeder Punkt der Halbebene mit genau einem Punkt
von F 4quivalent ist. F ist ein konvexes Polygon mit endlich vielen
Yeiten. Wiir einen Fxistenzbeweis unter diesen allgemeinen Bedingungen
8. [4].

T hat endlich viele Nachbarn 4;(F), und die 4; bilden ein normales
Brzeugendensystem von I'. (Man beachte, daB unter den A; auch die in-
versen Elemente vorkommen.) Unter den A; werden die parabolischen
Tlemente eine besondere Rolle spielen; sie lassen jewils eine Spitze von F
fest.

§ 3. Die Erzeugung der Gruppe. BEin Element AeI' werde in der
Weise
(11) A = B\B,...

dargestellt, wobei die B; (selbstverstandlieh bis auf die Reihenfolge)
mit den A; eines normalen Erzeugendensystems iibereinstimmen. Eine
solche Darstellung soll normal heiBen, wenn die B; auf folgende Weise
ausgewihlt werden: Man zeichne auBer ¢ noch einen weiteren Punkt .
SeF aus. Sind By, ..., B;_, schon bestimmst, so verbinde man

Bl"'Bi-—l(C) = {1
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mit A (9) durch die hyperbolische Gerade. Diese trete nach Verlassen
des Bereichs B,...B;_;(¥) in den Nachbarbercich B,...5;(F) cin. Dann
bezeichnet B; den nichsten Faktor in (11). (Bei der Definition von B,
hat man B, = F = Einheitsmatrix zu nehmen.)

iny 1 4 T T/ A(B)

Fig. 1

Fy 1= l?l...Bi_l(F) ist der normale Fundamentalbereich Dzgl.
QT]' Es bezeichne 5 den Grenzpunkt, wo die genannte Gerade den Be-
reich F,;_, verlaBt. Dann ist nach der Definition

(Gicrsm) = (iym)

und wegen der Dreiecksungleichung
(12) (86 4(9) < Gty m)H{ny AD) = €y A (9)).
. Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn ; == {;_, ist, aber das
ist nicht méglich.

HrvpssaTz 1. Bs gibt eine von A und ¢ unabhdingige positive Konstante
o, derart, dafi anstelle von (12) sogar
(13) (G A(9) < Gty A(9) =0,
gilt, sofern micht B; eime Spitze von F fest lift.

Der folgende Beweis enthilt einen SchluB, der spiter noch mehr-

mals wiederholt wird. Wir markieren auf der Geraden dureh &;., und

xt (ﬁgzunéichst den Punkt x auf den anderen Seite von n, wobei der Ab-
stan

(14) (s 4) = (Liery 1)

ist. Bin variabler Punkt laufe ferner auf dieser Geraden von u bis A(d9);

und = bezel.chnen in der Figur zwei verschiedene Positionen. Dann ist
nach der Dreiecksungleichung

(é‘i} T’) < (Ciy T)+(1; T/)'

iom®
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Das 14Bt sich so gchreiben:

(TR AR (TR ') L&y 1) —(Gioyy 7).
Hiernach gilt
(15) (Cior, AD)— (&, AB) = (Cimry 1) — (G154

Die rechte Seite von (15) ist nach (14) und der Dreiecksungleichung > 0,
und das Gleichheitszeichen trifft nur dann zu, wenn [;, %, u anf einer
Geraden und % zweischen den beiden anderen Punkten liegt. Aber das
ist nicht der Fall.

Die Ungleichung (13) ergibt sich aus (15) und

(16) (Cimay )= (Liy p) = 2(n, ) —(Lsy ) 2 01

s ist also eine positive Konstante ¢, dieser Art zu finden, sofern B,
nicht eine Spitze von F fest 14Bt. Zur Vereinfachung der Schreibweise
darf man &;_; = {und B,...B;_, = E annehmen. Der links in (16) stehende
Ausdruck dndert sich mit A (#). Aber man kann ihn ebensogut als eine
Funktion des Punktes 5 ansehen, und zwar handelt es sich um eine stetige
Funktion. Der Punkt % variiert auf der Grenze zwischen den Bereichen
F und B;(F), und diese ist nach der Voraussetzung fiber B; eine endliche
Streclke, also eine kompakte Punktmenge. Folglich nimmt diese Funktion
hier ein von 0 verschiedenes Minimum an. Bezeichnet man es mit ¢,
50 sind hiermit (16) und (13) bewiesen.

HILFssaTz 2. BEs gibt eine von A und & unabhingige positive Konstante
¢y s0, daf
(a7 (C’H—H A(”})) < (Ci—u A4 (79))—02

gilt, sofern B; und Bi., nicht dieselbe Spitze von F fest lassen. (Dann sind
B; wnd B, identisch.)

Beweis. Lassen B; oder B, keine Spitze fest, so folgb (17) aus (12)
und (13) mit ¢, = ¢;. Dieser Fall wird fortan ausgeschlossen.

Wir behaupten zunichst: fiir jede positive Konstante ¢ gibt es
unter der Voraussetzung

(Cimrym) <O

eine Konstante ¢,(C) derart, daB (13) mit ¢,(C) anstelle von ¢, gilb. In
der Tat bilden dann die Richtungen der Geraden durch ;_,, welche
den Rand von F;_, in einer Entfernung ({;_,, ) < C treffen, ein Kom-
paktum und ebenso die von ihnen getroffenen Grenzpunkte ». Man kann
auf dieses Kompaktum die SchluBweise des Hilfssatzes 1 anwenden.
Aus dem Grunde geniigt es, den Beweis unter der Voraussetzung

(18) (Cimym >0

zu fithren, wobei man iiber die Konstante (' noch verfiigen kann.
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Man definiert die Punkte 7" und x' auf der Geraden durch {; und
A () analog zu 5 und g (Figur 1). Bs folgt dann durch zweimalige Anwend-
ung von (15)

(Ci—u A(ﬁ)}" (Ci-ﬂ: A('ﬁ)) = (Lio1s ) — 8y ) - (Gos ') — (.Ci-|-17 u.
Hiermit 148t sich (17) aus der Ungleichung
(19) F@') = (G )= Lagay ') 2 ¢

herleiten, die es nun mit einer positiven Konstanten ¢, zu beweisen gilt.
Nach der Voraussetzung haben F und B;(F), sowie I und Bq.,(F) je
eine Spitze s bzw. §' % s gemeinsam, und die Grenzen laufen in die Spitzen
hinein.

Zum Beweis von (19) betrachten wir die Mannigfaltigkeit & der
Richtungen durch den Punkt {;_; = {. In R zeichnen wir zwei offene
Teilmengen U, und U, aus, welche die Richtungen der Geraden durch s
und s’ enthalten; dabei sei

(20) Us ~ Uy = die leere Menge.

Wenn man A (#) derart variiert, daf der Grenzpunkt » auf der Grenze
von F;_, = F und B;(F) liegt, und daB der Abstand (18) gegen oo strebt,
s0 strebt # gegen s. Fir hinreichend grofies C liegt also die Richtung
dieser Geraden in U,. '

Aus (18) folgt ferner

(Ci—ls A(ﬁ)) > (L) > C

und aus der Dreiecksungleichung
(@1) (Gis A(9) > (Gemry A(B) = (L) Lima) > O— (&5 L),

und (¢, £;—,) ist unabhiingig von A und & beschrénkt. Wiirde man nun
bei jeder Variation von A4 (#), welche die Gruppenelemente B; und B;,,
nicht &ndert, der Grenzpunkt #' einer kompakten Punktmenge angehoren,
30 konnte man wie bei dem Hilfssatz 1 schlieBen, daf (19) mit einer po-
sitiven Konstanten gilt. Wir miissen also noch den Fall behandeln, wo
7' bel Variation von A(#) in die Spitze B;(s’) von F; wandern kann,
wihrend die Ungleichung (21) gilt.

Da die Punkte £, , und ; in Vergleich zu dem gegen co strebenden
Abstand nach A (4) relativ benachbart sind, ist die Richtung durch &,
und A(&) bei hinreichend grofiem Abstand (21) beliebig wenig von der-
jenigen durch f;_, und s’ verschieden und dann in U, enthalten. Anderer-
seits hatten wir oben gesehen, daB sie in U, legt. Das widerspricht der
Tatsache (20), und der Beweis ist fertig.

. Sarz 1. Man fasse die Faktoren B; in der normalen Darstellung (11)
wie folgt zusammen: (a) Bin B;, welches keine Spitee fest 1ift, bildet einen

hn..@
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Abschwitt fiir sich, (b) alle B;, welche jeweils dieselbe Spitee fest lassen (sie
sind dann einander gleich), bilden einen Abschnitt. Dann ist die Anzahl
der Abschwilte

(22) I < glogu(d)+e
mit swe. von A unabhdngigen Konstanien ¢, ¢,.

Beweis. Man nenne die Abschnitte O; und schreibe (11) so
(23) .A. = 01...01.
Aus den Hilfssétzen 1 und 2 folgt dann
(- Cema(D)y A(D) 2 (-+-Cipn(0), A(B) + sy

was

czl Cyl

(¢, AW) = +( (0), 4(8)) = o +(&, )

nach sich zieht. Die linke Seite ist nach der Dreiecksungleichung
(€, A(8) < (5, A6)) +(5, O+(4(0), A) = (i, A(@)+ (3, O)+ (4, ).
Mithin gilt

L< (i A6) +06, D+, 9, 9).

Dag kann man wegen (10) in der Weise (22) schreiben.

SArz 2. Piir die in Satz 1 definierten Abschnitte C; des Pr odukis (11)
bew. (23) gilt mit von A unabhingigen Konstanten

(24) p(0) SGp(d)  (t=1,..,1)
und
(25) #(C...0) < o5p(4).
Beweis. Nach ( 12) gilt fiir r >
(By...Bu(3), A(5)) — (&, 8)— (8, 4)
( - B (8), A( )) —~(By.. . By(0), By.-. Be(i)) — (4(0), 4(9))

< (B B(é‘),A( ) < (31 +Bs(£), (19))
< (Br... By(d), A(8) (&, 9)+ (9, 9)-
Dag ist
(i, B .BUA®) < (i, Byl BTA(D) ¢,
wo ¢; von A nicht abhingt. Hieraus folgt weiter nach (10)
(26) w(Br ... Br'4) < ospu(B7'...Br4).
Fiir s = 0 ist das (2B).


Pem


176 M. Eichler
Andererseits verifiziert man leicht fiir zwei Matrizen 4, B der Deter-
minanten 1:

(27) u(AB) < u(d)p(B).

Die Ungleichung bleibt richtig, wenn man die Koeffizienten von A
und B mit je einem reellen Faktor multipliziert. Daher gilt (27) allige-
mein fiir reelle Matrizen. s sei C;, = B, ;... B, ein Abschnitt in (11).
Dann rechnet man unter Benutzung von (26) und (27)

u(0y) = M((B7‘+1"')(Bs |<1~~-)_1) L u(Bryy-..) By |-1---) = ”gﬂ(/l»)zv
wie zu beweisen war.

§ 4. Abelsche Integrale mit vorgeschriebenen Perioden. Zu einer
meromorphen Modulform ¢(z) vom Grad —2n werden die Abelschen
Integrale

B(z) = [p() (v~ 0"

gebildet [2]. Bs wird hier vorausgesetzt, daf sie von 1. oder 2. Gattung
selen, d. h. daB auch stets @(r) meromorph sei. Hs gilt dann mit der
Abkiirzung

-2 “T'i— b 202
P)ATF =D (ov:—l—ol) (or+d)
fiir alle Ael™
(28) P()[AT" = D(x)+ wy(7),

wobei w4 (7) ein Polynom vom Grad 2n—2 in v ist. Man nennt es die zu A

gehorige Periode von &(z). Das System der Perioden geniigt den Funk-
tionalgleichungen

(29) @4(D)[BF*? = w45(t)— wp(r).
Durch Abzéhlung der Anzahlen der linear unabhiingigen Modulformen
(1) von 1. oder 2. Gattung auf der einen Seite und der linear unabhingi-
gen. Losungen von (29) auf der anderen lift sich zeigen, daf zu jedem
Periodensystem ein Abelsches Integral von 1. oder 2. Gattung gehdrt.
Fiir den Fall der elliptischen Modulgruppe oder einer Untergruppe von
endlichem Index konnen wir jetzt dasselbe aucn aus den Sitzen 1 und
2 schlieBen. Die Méglichkeit wurde iibrigens schon friiher kurz angedeu-
tet [3], allerdings unter Auslassung des Konvergenzbeweises.

Wie in [2] gezeigt wurde, geniigh es den Nachweis unter der Voraus-
setzung wy(r) = 0 fiir alle diejenigen A zu fithren, welche ecine Spitze
des Fundamentalbereichs F' fest lagsen. Ist mit minimalem ioositivem m

iom®
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(é T’) el’, so ist speziell 0aun(t) = 0. Zwei Elemente A4,, 4, mit ‘der

gleichen zweiten Zeile (¢, d) unterscheiden sich um eine Potenz von T™
auf der rechten Seite. Aus (29) folgt nun wy (v) = wy, (7). Die w,(7)
hiingen also unter diesen Umstdnden nur von der zweiten Zeile von 4 ab.

Wir behaupten nun die Existenz einer nur von 7, aber nicht von 4
abhingigen positiven Konstanten O(r) derart, daB

(30) g ()] < O(2)(c"+ )" (log (¢"+ ") + o)
ist. Zum Beweis stellen wir zunichst fest: zu A’ = (: Z)e]’ gibt es

eine Potenz von I™, sodaB fiir 4 = 4'T™ = (z fc)l)

(31) p(d) < 0'(F+d%)
mit einer passenden nur von I" abhéngigen Konstanten ¢’ gilt. Ein solches 4

sel nun gegeben und in der Weise (23) zerlegt. Entsprechend findet man
nach (29)

wa(7) = we, (v) [0 O w0, (1) [Cs . O 4 gy (7).
Das fiithrt auf eine Abschitzung
log ()] < Co(2) [ (Cae . O (O O 0 (0)™ ]
und weiter nach (22) und (25)
lwa(7)] < Oa(7) p(4)" 'logu(4),

endlich mnach (27) die behauptete Ungleichung (30).
Wegen (30) konvergiert die Reihe, wo A jeweils ein (beliebiges)
Element aus I' mit der 2. Zeile (¢, d) ist:

w4(7)

¥(r) = — %; ot
absolut und gleichmiBig in jedem Kompaktum der oberen Halbebene.
Aus (29) 148t sich die Funktionalgleichung

B = P+ op(p), o) = Y
= B ’ = proex)
) (ev4ay™+
fiir ein Bel” herleiten. Mit
_ ¥
HATE)

gilt dann, da ¢(z) eine Modulform vom Grad —2n-—2 ist,
&(7)[BT"* = O(1)+ wp(7).
Damit ist das Ziel erreicht. '

Acta Arithmetica XI.2 12
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§ 5. Die elliptische Modulgruppe. Von jetzt ab bedeutet I” die ellip-
tische Modulgruppe. Das bekannte Moduldreieck

—i<Re(r) <t It =1

ist ein normaler Fundamentalbereich bzgl. jedes Punktes ¢, der auf der
imaginéren Achse zwischen ¢ und ¢ oo liegh. Um die Zerlegung (3) mit den
Bedingungen (5) zu erhalten, mul manindessen { gegen 7 und ¥ gegen joco
streben lassen; ferner mufB man n, so wihlen, daf

a
0L——n <1
e
ist. In der Tat, schreibt man 4 anstelle von (1™0)"14, so trité die Gerade

durch { = ¢ und A(9) = aje—mn, in das Gebiet J(F) iiber. Man hat also
nach der Regel von §3 B, =J zu nehmen. Hierauf liegt der Punkt

Fig.32

B4 (#) zwischen —oco und —1, und die ihn mit ¢ = ¢ verbindende Gerade
gibt JT-}(F) als nichsten Nachbarn an; d.h. es ish B, = 7. Hrsicht-
lich erhilt man so fiir a/ec den Kettenbruch mit pogitiven Teilnennern.
) Es ist fiir das Folgende entscheidend, daB bei der Wahl von ¢ = 4
th? yage von ¢ = it mit 1 < ¢ < oo willkiirhich ist. Wenn sich nimlich
bel Anderung von ¢ in diesem Intervall die Bestimmung von B, fnderen
wiirde, go wiirde das Bild 4 (9) dieser Strecke den Winheitskreis schneiden.
Abel: dieser ist eine Grenze eines mit ¥ #quivalenten Tundamental-
beremhg und dringt daher niemals ing Innere ecines anderen A (B ein.
) B§1 der Wahl von { = ¢ und 9 = 4oo versagen die Hilfsnitze 1 und 2,
weil diese Punkte nicht im Inneren von F liegen. Man kann sie aber
ersetzen durch

Hivrssarz 3. Ist in der Zerlegung (11) B, = T (oder auch T~) und
Beyy = J, so ist
(Cr—-lf A('ﬂ)) "‘(Er+1; A(ﬂ)) = 0.

Beweis. Man darf sich auf den Fall r =1, d. h 0

B . = Lhe Gy = ¢ =1 und
31 =T bes:chranken." Dann tritt die Gerade du;eh ¢ 11;1(1l A () von I
in das Gebiet T(F) iiber, und die Gerade von {y =441 nach A(9) in
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das Gebiet 7'J (F'). Das bedeutet, die Gerade von ¢ nach 4 () liegt in dem
(rechten) Winkelbereich zwischen dem Rinheitskreis durch ¢ und dem
Orthogonalkreis durch ¢ und 1(3-+V —3). Der Schnittpunkt 7 der Geraden
durch ¢ und A4 (9) und der rechten Grenze von F gehort also einer kom-
pakten Punktmenge an, und man kann wie bei Hilfssatz 1 schlieBen:

(Cr—u A(ﬁ)) - (é-rv A(ﬁ)) 2 (Groys @)= Gy ) = 206, )~ (4+1, p) Z 6

wo ¢; das Minimum der Funktion 2(¢, ) — (i-+1, p) fiir alle moéglichen # iste

Benutzt man, was nach einer fritheren Bemerkung erlaubt ist, ¢ = ¢,
50 ergibt dieser Hilfssatz:

SATZ 3. Bei der Darstellung (3) eines A eI" mit aliernierenden Vorzeichen
der n; gilt eine Abschéitzung

1< clogu(d), ¢ =1]e.

Da man zu einem teilerfremden Paar a, ¢ ganzer Zahlen zwei weitere

b, d mit ad—be =1 und
. & 1 a*é
Prd s ——+ o373

finden kann, folgt aus Satz 3 und dem oben festgestellten Zusammenhang
zwischen (1) und (3):

SAtz 4. Die Linge 1 des Eettenbruchs fiir eine rationale Zahl afc mit
positiven Teilnennern 1Gft sich durch

1< eslogg(ag—l—cg)

abschdtzen. .
Der Satz sttimt im Prinzip mit einem von Lambert iiberein [5]:
log [e] . .
enn |¢| = Min(|al, [¢]) ist.
s 10g10’ W el (lal, lol)

Die Berechnung der Konstanten ¢, in Hilfssatz 3 ist nicht schwierig.
Ich habe fiir sie den ungefihren Wert
¢, ~ 1.9
erhalten. Das liefert
¢ = 67" ~ 0.69.

Der Satz 3 erlaubt eine Anwendung auf die ganzzahligen indefiniten
bindren quadratischen Formen f= aw®+bay ¢y’ der Diskriminante
d = b®— dac. Die reduzierten Formen dieser Art ordnen sich bekanntlich
in Ketten an, deren jede Form aus der vorhergehenden durch eine Sub-
stitution der Form T"J entsteht (vgl. dazn [1]). Die Vorzeichen der Ex-
ponenten # alternieren. Nach endlich vielen Schritte gelangt man zu der
urspriinglichen Form zuriick, und

™J.. . I" = A
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ist ein erzeugendes Element der Automorphismengruppe von f. HEs igt

_ [Hu—bv) —ov
4= av -}(u»&—bv))’

wenn & = %—(u{-m@) die Grundeinheit (positiver Norm) des Ringes
[1,.;.(1+]/E)] bzw. [1, %ﬁl] ist. Daraus ergibt sich (unter Benutzung
der Reduktionsbedingungen)

w(d) = 3w +2(0*— 20" — 26°) %) < §&".
Folglich ist die Periodenkinge nach Satz 3
(32) 1 < glogds® ~ 0.691og§e”.

Ubrigens ist die Periodenlinge ! von der Klasse der Norm unab-
hiingig und daher ihr Produkt mit der Klassenzahl gleich der Anzahl
der reduzierten Formen.
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Irrational power series IT*
by
L. J. MorDELL (Cambridge)

§ 1. Let « be a real irrational number and denote by {a} = ¢—[a] the
fractional part of « and 80 0 < {a} < 1. Some forty years ago, Hecke
diseussed the behaviour of the funetion

o0
() g(@) = D {na}a™
fn=1
on its circle of convergence |z| = 1. He showed that this is a line of es-
sential singularities of g(x).

Similar questions have been discussed by Salem ([1]), M. Newman ([2])
and myself ([3], [4])-

In a very recent paper ([5]), Wolfgang Schwarz discusses, inter
alia, a similar question for the function

@) ha) = D'p({na})a",

where p(y) is a function of y.
The proof is based on Hecke’s method and uses the theory of uniform
distribution. Some of his results are included in my subsequent ([6])
THEOREM. Let

3) f@) = Y ol{on+pha", ol <1,
N=0
where ‘o is irrational and B is real, and (y) is continuous for 0 <y < 1.

Then f(x) is a rational function of % if and only if (y) is a finite Fourier
L
7T

series ¢(y) = a, "™, and so
av) r

r=—0
2rmio *

(4) f@) = > ——m
r=_L1—— we

L
a, 6"
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