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Sur un théoréme de Rényi
par

H. DerLANGE (Paris)

1. Introduction. Désignons par (n) le nombre des diviseurs premiers
de lentier positif » et par £(n) le nombre total des facteurs dans la dé-
composition de‘n en facteurs premiers. Autrement dit, soient w et Q2 les
fonctions de l'entier positif # définies de la fagon suivante:

w(l) = Q1) =0

et, si n = pilp2...p%%, ou Py, Py,...,Pr Sont des nombres premiers
distinets et a;, agy ..., a; des entiers >0,

w(n) =%k et L(n)=a+a+t...4a.

11 est clair que 1’on a toujours Q(n) = w(n), 'égalité ayant lieu pour
les entiers “quadratfrei”.

Rényi a montré ([4]) que, pour chaque entier g > 0, I’ensemble
des » pour lesquels on a Q(n)— w(n) = g posséde une densité dy, la suite
des nombres d, étant détermineé par le fait que, pour [2| < 2,

S [T-2)fe 2 - 511522,

ot p parcourt la suite des nombres premiers(!).

Pour ¢ = 0, on retrouve le fait bien connu que I'ensemble des entiers
positif “quadratfrei” posséde une densité égale & 6/m2

En ce qui concerne leg entiers “quadratfrei”, Landau a montré ([3])
que le théoréme des nombres premiers, sous la forme o(z) ~ zfloga,
entraine le résultat suivant:

8i @ (@) est le nombre de ces entiers au plus égaux & &, on a pour z
infini:

Q@) = otole].

() Tout au long de cet article, dans toute somme ou tout produit portant
sur une expression ol figure p, il est entendu que p parcourt la suite des nombres
premiers.
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Nous nous proposons ici de montrer que le fait que la fonetion f(s)
de Riemann n’a aueun zéro de partie réelle égale & 1 entraine le résultat
suivant, qui précise celui de Rényi et géndralise celui de Landau:

PfoRBME. Soit v,(w) le nombres des n < @ pour lesquels on a

Qmy—om =q¢ @ entier = 0).

On o pour « infini: .

vy(®) = dgw+0 [#*2 (loglog@)?].

Le cas particulier de ce théoréme correspondant & ¢ = 1 a 666 établi
récemment par B. Cohen ([1]).

2. Préliminaires.

2.1. Nous aurons besoin de deux lemmes.

911, LumE 1, 800t Gy, Gyy vevy Gy oee WNE SUTLE de nombres réels ou
complexes.

Supposons que, lorsque @ tend vers + o0,

M) = 0[0(@)] et D an = o[@(@)];
<z n&x

ot @ est une fonction réelle définie pour & positif assez grand, croissants
pour m positif assex grand, tendamt vers oo avec @, et telle que

o | 209 o

Ay -0 Byt 00 QD(W)

Alors, 86 @ est une fonstion réelle ou complexe définde pour + = 1, bornée
pour t =1 et & variation bornde sur towt intervalle fini, on o lorsque @ tend
vers -+oo

- »
D aw (—) = o[®(a)].
n
ngw
Nous supposerons que P est croissante pour » >, et D (xp) > 0,
avec @y > 0.
Nous supposerons par ailleurs que
lp®) <M pour tout =1,

et nous désignerons par V(1) la variation de la fonction ¢ sur Vintervalle
1,1
Nous poserons, pour @ > 1,

CA@) = Y, A@) = Dl

n<xw nex

et

o (1) = S [4()].

hn..@
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Ainsi, il existe une constante positive K telle que
A*(x) < EO(m) powr = =y,
o est positive ou nulle et croissante pour > 1, et, quand « tend vers + oo,
o (x) = o[D(m)].
Ceci dit, fixons un 2 >0 et <1 et supposons
@ 2
® > Max [—110" —1__—/1]
On peut écrire

g @ (—z—) = ng; [ (%) + u;%x U (%) .

On a évidemment

D) aw(%)' < MA* (i) < ME® (ia).

n< i

Par ailleurs, en désignant par n, et n, les parties entiéres de iz et =,
on a ny, =>n+2 et on peut écrire

D) molZ) = f:[A(n)—A(n—l)]w(%)

Az<nge ny+1

ng—1

- A(n2)<p(£—) —A(n1)<p(;bﬁ—l—)+ Z A(n)[«p (%) ~¢(nil)],

| Dol <o) bl « Shle)-oleiall]

]

_ Le 3 du second membre étant au plus égal & la variation de la fone-
tion ¢ sur Pintervalle [z/n,, @/(n,+1)], contenu dans lintervalle [1,1/4],

3l <l

<ngx

Finalement, on voit que, si 0 < 4 < 1, on a pour # > Max [%1’—, —1—2—1]

Z a,,ep(%) ‘ < MK(D(M)—}—[2M+V (%)]w’(w),
n<w
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ot par suite on a On voit ensuite que les hypothéses du théordme cité sont satisfaites ’
m 2 anqz(f) < MK Hm Q;((M)) . en prenant .
- Dz - " L—st00 @ 1
e D0} p=0, Bl)=— kb0,
On obtient le résultat annoncé en faisant tendre 1 vers zéro. 7=t
oo . "
219 Lo 9. Soit la série de Dirichlel 3t [n®), 0w les u, sont réels ol les fonctions f;; sont celles définies dans le lemme 5,
1

@ 1\~
>0 4 =1, y(u)m—l——log— et p(t)=1.
" %

Supposons qu'elle soit convergente pour Rs > a, 0% ¢ >0, avec pour
somme h(s).

Supposons en outre que la fonction b soit holomorphe en tous les points
de la droite Rs = a autres que a et que, lorsque s tend vers a dans la demi-plan

En effet, d’abord a(t) est > 0 et croissante pour ¢ > 0.
Ensuite, on a d’aprés le lemme 5

Rs > a, = 1 A 1\
. [ 1V 1\¢ G(s) = f e~ SB(t)dt = —8’12).,- (10g——) --fonction entiére de s.
h(s) = (s—a)™* Z A (log ;_j&) +0[(10g 7) ] ) 0 ¢ 1= §
7=0

. . De plus, quand ¢ tend vers --oo,

avec r = |s—al, 4, famt # 0 e log(1/(s—a)) étamt pris avec sa valeur .

principale. B(t) ~ A (logt)?
Alors on a pour z infini P

et, d’aprés le lemme 3
2 o~ 2% (logloga)®. P e e
@ 00
n<® . f e~y (u) du ~ it“l(log;t)“’.
Ce lemme se déduit immédiatement du théoréme 1 de notre mémoire : H A

Généralisation du théoréme de Ikehara ([2]) compte-tenu des lemmes 3

ob 5 de ce mémoire. On peut done conclure que, quand ¢ tend vers oo

Remarquons d’abord que A, > 0 car h(s) > 0 pour § réel > a, et, u Yo
guand s tend vers a par valeur supérieures, a(t)~ e"p(t)~ e (log?)?,
1 Q2
h(s)~}.ﬂ(s——a)“(log P a) . ce qui est évidemment équivalent au résultat annoncé.

. 2.2, Considérons maintenant le produit infini
Par ailleurs, on a pour Rs>a

+o0 u )

14

h{s) =¢ f e~Fa(t)dt, ob a(t)= 2 Uiy « H( +p (»*—o) !’
0 logn<t

ol 8, % et v gont trois variables complexes.

e 1 2.2.1. Tout d’abord, on voit aisément que, pour Rs > } et o] < oRe
f(8) = f e a(t)dt = 's"h(t‘?)a ce produit est absolument convergent et sa valeur, que nous désignerons
0 par G(s, u,v), est égale & la somme de la série absolument convergente

Si on pose

on voit que f est holomorphe en tous les points‘de 1a droite Rs = a autres

que a, et que 'on a quand s tend vers a dans le demi-plan Ns > a g In (%, 0)
f()1 lqgl 1V 1\¢ =

8) = —(8—a)” b .

so—a 3 flog 2 40 [1oe7) ]

=0 ol g,(u,v) est defini de la fagon suivante:
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1. go(u,0) =1
9. Sin est > 1 et est un produit de puissances de nombres premiers

d’exposants > 2,

gn(uy ’D) — uw(n)vn(n)~2w(n);

3. Si m est >1 et n’est pas de cette forme
gn (1, ) = 0.
9.9.2. On voit que g,(¢—1,2) et g,(2+1, 2) sont toujours des poly-

nomes en z A coefficients réels, de degré < Q(n)— w(n).
On peut éerire

00
In(e—1,2) = Zan.qzq,
a=0

olt les a,, sont réels et a,, =0 pour g > 2(n)— o(n).
On voit alors que
+00

gnl#+1, 2) = 2‘“n,q|zq'
q=0

9.2.3. Soit maintenant 4 un domaine simplement connexe contenant
le demi-plan fermé Rs > %, contenu dans le demi-plan ouvert Rs >3,
ot tel que £(2s) # 0 pour sed.

T’existence d’un tel domaine est assurée par le seul fait que £(s) # 0
pour Rs > 1.

Nous allons voir qu'il existe une fonction ¢ (s, w,v) holomorphe
en s, u et v pour sed et [o] < 2™ telle que, pour Rs > } et [o] < 2™,

) G(s,u,v) = ¥(s, u, v)exp [ulog;—_}_—;],

olt log(1/(s— %)) est pris avec sa valeur principale.
En effet, pour Rs >} et |v] < 2%,

w0 = {”[1 * p“(p?—v)]exp[_ p"(pq:—w)]‘ ”
X exp [uv Z m]exp [u 2 %]

On voit que le produit infini

[1 [1+p‘(p1j—v)]"xp[”p“<p?—v)]

est absolument convergent sur I'ensemble des points (s, u, v) tels que
Rs>1 et o] < 2™ Ia convergence étant uniforme sur tout ensemble

hn..@

compact contenu dans celui-ci, done représente une fonction de s, w et v
holomorphe pour Rs > 1 et |v| < 2%

De méme, la série > (1/p*(p°—v)) représente une fonetion de s et v
holomorphe pour Rs > } et |v] < 2%,

Enfin, la fonction égale & (s— 4){(2s) étant holomorphe et non nulle
dans 4, et réelle > 0 pour s réel > 4, il existe une fonetion I holomorphe
dans 4, réelle pour s réel > et telle que, pour se4,

(s—%)£(28) = exp[l(s)].
Comme, pour Rs > 4,
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@) = [ 7= = eXP{; (21%)}

on voit que, pour Rs > 4,
d’ol

Ta série double X'(1/jp*") représente une fonction holomorphe
7>1

pour Rs > .
On a donc pour Rs >}

1 1
Ziﬁ:logs—_;w(s),

oL & est une fonction holomorphe dans 4.

3. Démonstration du théoréme.
31. On voit immédiatement que, pour Rs >1 et [o| <1,

oo 22 —o(n)

ey

=1

la série et le produit infini étant absolument convergents.
Par suite, pour Rs > 1 et 2] <1,

1 I e0-om

W n(l"l%) (1““?1—7) = ”[“’E’z@%l—?]’

SRS
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d’ol
+
kg ) ~w(n)

— = Z(8)G(s,2—1, 2)(*),

n’
=1

c’est & dire

T0 a(n)-m) +00 1 +oo (z—l z)
\? - = @_N__z__].
D P (P
n=1 =] Ne=1
Il résulte de 14 que, si 2] <1, on a pour tout w > 1
@
R In (z“ 1! Z)E[—]:

o E[u] désigne le plus grand entier < u.
En égalant les coefficients de 27 dans les deux membres, on obtient

¥
(2) n(@) = ) aneB [;]
ngr
3.2. 8i Rs >} et o] < 2%, ley séries doubles
Y Oy, 8"
—

n
21,020 721,420

Y | gl "
Al

et

sont absolument convergentes puisque, d’une part, pour chaque n, la série

oo
|a'n,q| [z[q

n
q=0

est convergente et a pour somme g, (|2} +1, |¢])/n?®, d’autre part, la série

400
gn([2] 41, [e])
B
M=
est convergente.

On a done
P 400 4oo 4
q + oo
E{ZM_}_ 2{2%’#} Egm—l,z)
] = =3 A ———————
n 8 3 )
2=0 ‘n=1 n=1 ‘g=0 » Ne=l w

o i Sl fzma;%uons en passant que cefte formule permet d’établir immédiatement
resultat de Rényi en égalant les coefficients de 22 dans les d t appli-
quant le théordme de Ikehara. 8 T S e e
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ou
400 oo a
(8) Z{ ——:Tr'} = G(s,2—1,2),
@0~ Mesl
et
+ i +oo oo +o0
% |@n,q #* v__ y [ g 2* _ gn(2+1,2)
S(S)- 5| Sede) - Saernn
=0 ‘el Hml gm0 n=1
ou
+oo +t:: [a [
() D) et 66,041, 9),
Q=0 Tee=l

toutes les séries qui interviennent étant absolument convergentes.
3.2.1. (3) donne en particulier pour s =1 et |2| <2

+00 ~+ 00

g{g‘—%@}z“ = @(1l,2—1,2) = ”[1—}—]7(%——_1—2)]
- [Th-3)f+35)

+00
a
@0t il résulte que 2L — 4.
(2) séerit alors

@& @
(®) (@) = da—a 3 5‘-;?"2 “"-4{;; - H}
n>E n<E

3.2.2. En tenant compte de (1), (3) et (4) s’écrivent

too o
= BN
(6) % {g#} = (3—-§)¥(s,2—1, z)exp[zlogs_i]
et
00 +°°|a, l 1
7,0 -1 1
(7) g{g_‘”" }z‘l = (8—$)"'¥(s, 2+ 1, 2)exp [zlogs_%].

Les fonetions égales & %(s,2—1,#) et ¥(s,2+1,2) étant holomor-
Phes en s et # pour sed et |¢] < 2™, il existe des fonetions A(s),
A1(8)y .00y Ag(s), ... ot By(s), By(8), ..oy Byl(8)y e holomorphes dans 4,
telles que, pour sed et |o| < 2™,

400
G(s,2—1,2) = ZAa('?)zq

=0
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ot Comme B,(}) # 0, le lemme 2 permet de conclure que, quand =

o0

tend vers —-oco
@(s,0+1,2) = ) By(s)#. ’ Bo(d) 1
= unNZTm’ (loglog ).
On a d’ailleurs B,(s) = %(s, 1, 0) et, en tenant compte de (1), on n<E )
3.3.1. Ceci étant vrai pour ¢ = 41 et ¢ = —1, on voit que, quand =

tend vers oo,

voit que, pour Rs > 4,
B,
D langl ~2 ———‘;(,%) 2" (loglog )"

Bys) = (= H6(s,1,0) = s [ | (1|§1~)
ne®

2 1
=~ pr = g e (20), et
£(4s) ( $) Z“n,a — o[m1/2(10g10gm)“].
nEs
Le lemme 1 permet alors de conclure que

En faisant tendre s vers 4, on obtient

(1) 1 3 £0
) =zm —= 7"
(@ ) S {2 5[ 2]} = ot aogtogar.
En égalant les coefficients de 27 dans ley deux membres de (6) et (7), nse "
on voit que, pour Rs > 3, 3.3.2. S8i maintenant on pose A(f) = Y dyg, on a pour 0 <o <y
. Lo P n<t
Vg A,_i(8) 1y y v
1=0 t Y @ 13
eb ' zan<y z z
N | g 1 c B,_;(s) 1V En faisant tendre y vers --oco, on obtient & la limite
L= (o= ) T (log— .
- it s—% a
oy = Zn}ﬁ_g _ A(z) +f A(t) it
3.3 Fixons donc un ¢ > 0 et posons P v z ¢
Quand # tend vers oo, A(z)/z = o[a~"(loglogz)’].

Un = |Gy gl -+ e0ng, avee &= +1.
. ‘ oo On a aussi
On voit que la série de Dirichlet Y (u,/n’) est convergente pour Rs > 3, v
f 7529 dt = o2~ (loglogz)’]

fi==]
car la dérivée de o~ Y2(loglogw)® est équivalente & — 3o (loglogz)”
= o[z~ (loglogx)"].

tandis que A4 (w)/x® =
On voit done que, quand x tend vers +oo,

avec pour somme
L\ B 1y £
h(s) = (s—%) E Ti(—s) (log s_——%) +e(s—3%) E i‘l:%ﬁ)_ (log w—-la—)f.

' =0 J: s—3%

7=0

Les Uy, SONY réels > 0, la fonction % est holomorphe en tous les points
dela droite Rs = } autres que } et;, lorsque s tend vers 3 dans le demi-plan Ong 12 4
Rs >4, on a (9) 2—7—[ = oo™ (logloga)].
VOB @ [, 1 1\¢ "
hla) = (5“5) > T (mgsTJ;) +0 [(h)g 7) ]’ 3.4. Finalement, compte tenu de (8) et (9), (5) donne
=0
74(@) = dgw+0 [t (logloga)“]-

avee r = [s—}|.
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A theorem on generalized Dedekind sums*
by
L. Oarrirz (Durham, North Carolina)

1. Put
w—[w]—% (@ = integer),
0 (2 integer).

(@) = '

The Dedekind sum s(h, k) is defined by

= (2 (%)

#(mod k)

where the summation is extended over a complete residue system (mod k).
It is well known that s(h, %) satisfies

(1.2) 12hk{s (h, k)-8 (K, B)} = B*— kK 1,

where h and % are relatively prime.
Rademacher, at the 1963 Number Theory Institute in Boulder, proved
the following generalization of (1.2). Define

(0255 ) (7))

(1.3) s(k, h; 2, y) = k

#(mod k)

where @, y are arbitrary real numbers. Then

(1.4)  s(h, ks o, y)+8(k, h; y, 0)
— —Z5(@) )+5{ﬁﬁ( - By R+ By,
=-7 (@) 8(y)+ (@) (W) + 5 (3 BT 37 2 W

where (h, k) =1,
1 (o integral),
o) = [0 (otherwise)

* Supported in part by NSF grant GP-1593.
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