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Ordnungsfihigkeit zusammenhingender Riume

H. Herrlich (Berlin)

Ziel der Arbeit ist eine topologische Kennzeichnung der zusammen-
hiingenden (Satz 1) und der lokal-zusammenhéingenden (Batz 2, 23) ord-
nungsfihigen Réume.

DEFINITIONEN.

1) Ein topologischer Raum 7' heiSt ordnungsfihig, wenn er einem
geordneten Raum homéomorph ist, d.h. wenn es eine lineare Ordnung R

auf T’ so gibt, daB die offenen Intervalle eine Bagis der Topologie von .T
bilden.

2) Ein Punkt # einer zusammenhéingenden Menge M heiBt Rand-
punkt von M, wenn M— {x} zusammenhingend ist, sonst Schnittpunkt
von M. - :

3) Ein topologischer Raum heiBt randendlich, wenn jede seiner
zusammenhingenden Teilmengen héchstens zwei Randpunkte enthilt.

HILFSRATZE.

1) Sind @, y zwei verschiedene Hlemente des zusammenhingenden,
lokal-zusammenhdngenden T'y-Raumes T, so gibi es eine Komponente K
von I = T— {w, y}, die x und y als Hiufungspunkte besitzt. K, = K w {», ¥}
ist als Unterraum lokal-zusammenhingend. )

Beweis: a) M sel die Menge aller Komponenten von 7”. Jedes K
aus M ist offen-abgeschlossen in I'. Gébe es ein K in M, das weder z
noch y als Haufungspunkt besiBe, so wire dieses K offen-abgeschlossen
in T, im Widerspruch zum Zusammenhang von 7. Jedes K aus I besitzt
also @ oder y aly Hiunfungspunkt. Ist U eine zu y disjunkte, zugammen-

" hingende Umgebung von « und enthilt ein K aus M Elemente vbn U,

so ist & Hiufungspunkt von K; denn sonst wire K ~ U offen-abgeschlossen
in U. Also umfaBt X = | J{K|K<M,seK} o {#} die Menge U, ist
somit Umgebung von @, alsa offen in 7. Analog ist ¥ = |J{K|K <M,
Y€K} U {y} offen in T, Hitte keine Komponente & und y aly Hinfungs-

punkte, so wiren X, Y disjunkt, im Widerspruch zum Zusammenhang
von T.
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b) K ist offen in T, also lokal-zusammenhéngend. Ist Z eine zu y.

disjunkte, offene, zusammenhéingende Umgebung von @, so ist Z~ K,
zusammenhéingend; denn wire letzteres nicht der Fall, so gibe es eine
Komponente L von Z ~ K,, die 2 nicht enthielte, also in Z offen-abge-
schlossen wiire, im Widerspruch zum Zusammenhang von Z. Somit besitat
auch « eine Bagis aus zusammenhingenden Umgebungen in K;. Ebenso y.
K, ist lokalzusammenhéngend.

2) Ist o Schnitipunkt des zusammenhdingenden, lokal-zusammenhdin-
genden, randendlichen Ti-Raumes T, so bestehi T— {®} aus gemau 2wes
Komponenten.

Beweis. Wiren Ky, K,, K; verschiedene Komponenten von T— {u},
¢ Elemente von K; fiir ¢ =1, 2,3, so gibe es nach H. 8. 1 Komponenten M,
von T—{w,xs, mit {o,2)C M;‘n . Also wiren w2y, %, #; Randpunkte
der zusammenhingenden Menge U1 M v {@, @, B, 23}, im Widerspruch
zur Randendlichkeit von T '

3) Besitet der zusammenhdingende, lokal-zusammenhingende, rand-
endliche Ts-Raum T die Randpunkte a, b und ist » Schnitipunict von T,
30 besteht T— {x} aus genaw zwei Komponenten, von denen eine a, die andere b
enthdlt.

Beweis. T" = T— {a} ist ein zusammenhingender, lokal-zusammen-
hiingender, randendlicher 7;-Raum, T'— {2} besteht also nach H. S. 2 aus
genau zwei Komponenten I, L, mit a ¢ L7. Folglich sind K, = L, v {a},
K, = I, zusammenhiingend, also die Komponenten von T— {x}. Da L,
zusammenhéngend ist, muB a Randpunkt von K, sein. Wiré b ebenfalls
in K, enthalten, so kénnte man analog zeigen, daf auch b Randpunkt
von K, wire. Dann wiren @, b, s Randpunkte von K; v {#}, im Wider-
spruch zur Randendlichkeit von T. Also ist b Element von K,.

4) Besitst der cusammenhingende T,-Roum T genau zwei Rand-
punkie a, b und besteht T— {x} fiir jeden Schwittpunlt x aus zwei separierien
Mengen A (x), B{x) mit a € A(x), b e B(), so gibt es eine lineare Ordnung B
auf T derart, dap die Ordnungstopologie grober ist als die gegebene Topologie
von T. .

Beweis. Man setze A(¢) =B(b) =0, A(b) = B(a) = T. Dann ist
R = {(z; y) |z e A(y)} eine lineare Ordnung auf 7'; denn:

1a) Ist @ Element von A(y), so ist B(y).w {y} zusammenhingend
in T—{wx}, also in B(x) enthalten.

1b) Ist # Blement von B(y), so ist A(y) v {y} zusammenhingend
in T—{z}, also in 4(x) enthalten. R

2) Bs gelt Ry, yRe. Dann folgt aus 1a) B(y) v {3} C B(w), B(#) J{?}
CB(y), also 2 ¢ B(x), hieraus mit Hilfe von 1b) 2 4 (2), also wRe R st
transitiv.
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3) Sel .mqé ¥, ®¢ A(y). Dann gilt < B(y), also nach 1b
Es gilt wenigstens eine der drei Relationen xRy, yRw, & = y.

4) Bg . gilt hochstens eine dieser drei Relationen, weil 2Rz fiir
kein 2 gilt. i

Also is R eine lineare Ordnung auf T. Die Mengen A(z), B(x) bilden
eine Subbasis der zugehérigen Ordnungstopologie. Da sie sémtlich in 7
offen sind, ist die Ordnungstopologie griber als die Topologie von T

5) (T, T) sei ein topologischer Raum und R eine lineare Ordnung auf T
so dap die Ordnungsiopologie Tr grober als die Topologie T ist. . '

a) Ist (T, X) kompalkt, so gilt T = Typ.

b) Ist (T,X) zusammenhingend und lokal-zusammmhdngend. §0°
gilt T = Tn. '

Beweis. a) Die Identitit auf T ist eine bijektive, stetige Abbildung
des kompakten Raumes (7', %) auf den T,-Raum (T, Tg) und somit

) ¥ed(x).

- ein Homdéomorphismus.

b) Die Menge B aller beziiglich ¥ zusammenhingenden, offenen
Mengen bildet eine Basis von I. Jedes B aus B ist notwendig ein Intervall:
beziiglich R. Wire ein derartiges B beziiglich Tx nicht offen, so gibe es
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ein # in B derart, daf die Menge
M(x) = {y | #Ry} nicht leer und zu B disjunkt, also beziiglich T offen-
abgeschlossen wire, im Widerspruch zum Zusammenhang von (7, ).
Also ist jedes B aus B offen beziiglich Tp und somit TC Tr, also
T =Tp. v :

6) (Bindeuntigkeit der Ordnung): Ist der zusammenhingende
Rowm T durch R und durch S zuldssig geordnet, so gilt R =8 oder R=S8"".

Beweis. Fir A CT sei R/A bzw. S/A die Einschrinkung von R
bzw. 8 auf A. Die Menge M= {4| AC T, R/4 = S/A} wird durch In-
klusion induktiv geordnet, besitzt also maximale Elemente. Sind alle
maximalen Elemente von 9t hochstens einpunktig, so gilt B =8"" An-
dernfalls gibt es ein maximales A in M, welches wenigstens zwei Punkte
enthilt. Gibe es ein # in T— 4, so gibe es ohne Beschrankung der Allge-
meinheit ein ¥ in 4 mit zRy, ySx. Sei 2 ein Element von A— {y}.

‘1. Fall: yRe. Dann liegen x und # beziiglich R in verschiedenen,
beziiglich § in derselben Komponente von T— {y}. Widerspruch.

2. Fall: 2Ry. Dann liegen » und # beziiglich R in derselben, beziig-
lich § in verschiedenen Komponenten von 7'— {y}. Widerspruch.

Folglich gilt 4 == 7', also R = 8.

7) Sind A, B zwei durch R beziehungsweise S zuldssig geordnete, 2u-
sammenhdngende Teilriume des randendlichen Rowmes T und besitzen A

und B beziiglich R bezichungsweise S denselben Anfangspunkt a und den-
selben Endpunkt b, so gilt A = B und R = 8.
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Beweis. Wire 'z Element von A—B, so wiren a, b, © Randpunkte
von A u B, im Widerspruch zur Randendlichkeit von T. Also 4 CB.
Analog B C 4, somit A = B. Nach H. 8. 6 mu8 dann auch B = § gelten.

8) Sind A und B zwei cusammenhingende, durch B beziehungsweise §

2ulissig geordnete Teilridume des randendlichen Rawmes T uwd ist thr Durch-

sohmitt D wicht leer, so ist auch ihre Vereinigung V ordnungsfihig.

Beweis. Sind # und y Blemente von D, so gehoren nach H. 8. 7 auch
die von #, ¥ aufgespannten Teilintervalle von 4 beziehungsweise B zu D.
Also ist D ein Intervall beziiglich A und beziiglich B, somit zusammen-
hiingend und nach H. 8. 6 kann man ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit annehmen, daf die Binschrinkungen von R auf D und von § auf D
identisch sind.

Also:

A=A, vDU4, mit 4,xDCR, Dx4,CR.
B=B,uvDuB, mit B xDCS8, DxBCS..
Sind @y, @y, by, b, Elemente von A,, 4, By, By, so sind sie Rand-
punkte von [ay, ag]r U [by, bs)s. Wegen der Randendlichkeit von T' miissen
algo zwei der vier Mengen A;, Ay, By, B, leer sein. Enthdlt D nur einen

Punkt, go folgt hierans sofort die Ordnungsfihigkeit von 4 v B. Enthilt D
mehr. als einen Punkt, so schlieBt man zunfichst wie oben, daB eine der

Mengen 4;, B, und eine der-Mengen 4,, B; leer sein muB, woraus eben-

falls die Ordnungsféhigkeit von 4 o B folgt.

SAarz 1. Bin zusammenhingender Raum ist genau dann ordnungsféhig,

wenn er ein lokal-zusammenhingender, randendlicher Ty-Raum ist.
Beweis. a) Die Bedingungen sind offenbar notwendig.

b) T erfiille die Bedingungen. Die Menge It aller zusammenhin-

genden, ordnungsfihigen Teilrdume von 7 wird durch Inklusion teilweise

geordnet. Ist I eine wohlgeordnete Indexmenge mit dem Anfangsele- -
ment 1 und 7 eine monoton steigende Abbildung von I in I, so ist.

F =1 {f(i)] ¢ eI} wieder zusammenhingend. Sei /(1) ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit mehr als einpunktig, R, eine zuléssige Ordnung von
f(1). Dann gibt es wegen H. 8. 6 zu jedem ¢ aus I genau eine zulissige
Ordnung B¢ von f(t), deren Einschrinkung auf f(1) gleich R, ist. Wegen
der Randendlichkeit von T' ist R = {J {R:| t€¢I} eine zuldssige Ordnung
von F. F igt somit Element von I, M also induktiv geordnet und be-
sitzt folglich ein maximales Element M. Ware M von T verschieden, 30
kénnte man ein # in M und ein ¥ in T— M und nach H.S. 1 eine
Komponente K von T'— {x,y} so wihlen, da x, y Hiufungspunkte
von K wiren. Nach H.S. 1, 2,3, 4,5b wire L =K u {z, y} ordnungs-
fahig, somit nach H.S8.8 auch Lu M , im Widerspruch zur Maximal-
eigenschaft von M. Also M = T. T ist ordnungstihig.

- ©
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Sarz la (Kowalsky). Bin susammenhingender Raum T ist genaw
dann ordnungsfdhig, wenn er ein lo7ml-zusawmenhdngender Ti-Rawm ist
und wenn es wnier je drei echien, zusammenhingenden, _’l’eil'menlqen. von T
stets wwei gibt, die T wicht diberdecken. ’

‘Beweis. a) Die Bedingungen sind offenbar notwendig.

b) Sind die Bedingungen erfiills, so ist 7' randendlich; denn wiren
@, %, @, verschiedene Randpunkte einer zusammenhéingenden Menge Z
von T und wire fir ¢ =1, 2,3 K; diejenige Komponente von T— {ome}
die Z— {@¢} nmfaldt, so wiiren die Ky offen in 7T, die K; v {ws} abgeschlossexi
in T, also fir i %k K;w Ky = Ko {m} o Ky o {a;} offen-abgeschlossen
in T und somit gleich 7', im Widerspruch zu den Voranssetzungen. T igt
randendlich, also nach Satz 1 ordnungsféhig.

Bemerkung. Bine andersartige Kennzeichnung der zusammen-
hangenden, ordnungsfihigen Réume stammt von Eilenberg.

BrispiEre. 1) Der dureh T' = {(#; y}| 4> 0, ¥ = sin(z)} v {(0; 0)}
bestimmte TUnterraum des 2-dimensionalen Euklidischen Raumes R?
ist ein randendlicher, zusammenhéngender metrischer Raum, der nicht
lokal-zusammenhingend also nicht ordnungsfhig ist.

2) T, sei die natiirliche Topologie des 3-dimensionalen Buklidischen
Raumes R3. T sei die Menge aller Punkte (%; 4; 2) des B® mit ¢ > 0. Be-
zeichnet man fir reelle », y mit g(x, y) die Menge {(2; y;2)| 2> 0}, s0 -
bildet & = {g(w,y)] zeR,yeR} v {B~T| Be¥,) cine Subbasis einer
Topologie T auf 7. Der so konstruierte Raum (7',%) hat folgende
Eigenschaften:

1. (7, ) ist metrigierbar. Bezeichnet man mit ¢ die FEuklidische
Metrik des R3, so wird z.B. durch

el
Qo=

=

el(z; y;2), (7 7; 8)+ 12 —2|, wenn (x;y) =
e((@; ¥; 2), (%5 75 )+ o+ 2, wenn (&3 9) # (F;

eine mit T vertriagliche Metrik auf 7' definiert.

(w593 2), (% 7;2) =

2. (I, X) is zusammenhingend und lokal-znsammenhingend.

3. Fir jedes # ans 7' zerfdllt 7'— {x} in genau zwei Komponenten.

4. (T',X) ist nicht randendlich, also nicht ordnungsfahig. Durch
dieses Beispiel wird eine bei Bourbaki (8. 195, BEx. 15b) aufgestellte Be-
hauptung widerlegt.

Die topologische Swmme ordnungsfdhiger Réume ist offenbar unter-
ordnungsihig, d.h. einem TUnterranm eines ordnungsfidhigen Raumes
homgomorph. Jeder lokal-zusammenhingende Raum ist topologische
Summe zusaminenhingender Riume. Also gilt:

SaTz 2. Bin lokal-zusammenhingender Rawm ist genau dann unter-
ordnungsfihig, wenn er ein randendlicher T,-Raum ist.
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Andererseits ist ein derartiger Raum im allgemeinen nicht ordnungs-

fihig, wie der durch T = (0,1) v {2} erzeugte Unterraum des 1-dimen-

sionalen Euklidischen Raumes R' zeigt.

Hrrssarz 9. I, I, I, seien drei paarweise disjunkte Indemmengen
und jedem 1 aus I =1, I; v I, sei ein topologischer Raum T; und eine
wuldssige Ordnung Ri auf T so zugeordnet, dap jedes Ty beziiglich Ry fiir
i€, weder einem Anfangs- noch einen Endpunkt, fir iel, entweder einen
Anfangs- oder einen Endpunkt, fir i eI, einen Anfmgs- und einen End-
punkt besitzt. Ist eine der vier folgenden Bedingungen erfiillt, so ist die topo-
logische Summe T der Ty, 4 el ordnungsfihig:

(a) I, =9,

() L,=9,

() L #9,

(@) Ll = .

Beweis. Man nenne eine lineare Ordnung R auf einer Menge M
diskret, wenn M beziiglich der durch R induzierten Topologie ein diskreter
Raum ist. Dann gibt es zu jeder Menge M diskrete Ordnungen (Ist z.B.
| M| =8, und p = (w5 -+, der Ordnungstyp der ganzen Zahlen, so
kann man eine Ordnung auf M z.B. so wihlen, daf der zugehérige Ord-
nungstyp gleich einem der folgenden Ordnungstypen ist: p- wg, wo+ 4 - wq,
@yt p- wg+ap ). Fiir v = 0,1,2 sei 17 die topologische Summe aller 7T,
iel,. Ist 8, eine diskrete Ordnung auf I,, so ist Q, = |J {R] 7 e I,} v
v U {Tsx Ty| 48} eine zuliissige Ordnung auf 7° Analog zeigt man,
daf es fiir v =1, 2 zuldssige Orduungen @, auf 7” gibt, wobei man nur
bei » =1 sufpassen muB. Insbesondere kann man die Q; stets so wihlen,
dafl folgendes gilt:

1. Ist (c) erfiillt, so besitze TT beziiglich ¢, einen End- aber keinen
Anfangspunkt. Ist auBerderh I, @, s0 besitze T® einen Anfangspunkt
beziiglich Q,.

2. Ist (d) erfiillt, (c) nicht erfiillt, so besitze T* keinen Anfangspunkt
beziiglich Q,. ’

Dann ist

E= QQ,U (TP T w (T° X I% v (1" X T%)

eine zuliissige Ordnung auf 7.
 Bezeichnet man die Vereinigungsmenge aller derjenigen Kompo-
nenten eines topologischen Raumes 7T, die wenigstens einen Randpunkt
besitzen, mit V (T, so gilt:
SaTz 2a. Bin lokal-susammenhingender Roum T ist genau dann

ordnungsfahig, wenn er randendlicher T,- Raum ist wnd eine der folgenden
Bedigungen erfiilli:

®
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(oc) V(T) = T5
8 v(I)=9,
(y) V(T) ist nicht kompakt.

Beweis. a) Ist der lokal-zusammenhingende Raum T durch R
gulissig geordnet, so ist er randendlicher T,-Raum, Angenommen, es
sei keine der Bedingungen («)-(y) erfiillt. Dann gibt es ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit Elemente #¢V(I), y ¢ T—V(T) mit xRy. Da v(T)
kompakt ist, hat die Menge M = {2] 2 ¢ V(T), 2Ry} ein Maximum a.

BesiiBe a keinen direkten Nachfolger in T, so wiire Hiufungspunkt
von T—V (T') im Widerspruch zum lokalen Zusammenhang von 7. BesiBe
a einen direkten Nachfolger b, so wiire b Randpunkt der b enthaltenden
Komponente von 7', also Blement von V' (7') im Widerspruch zur Maximal-

’ eigenschaft von a. Also ist obige Annahme falsch.

b) I sel ein lokal-zusammenhiingender, randendlicher T,-Raum.
Dann besitzt jede seiner Komponenten X; nach Satz 1 eine zuliissige
Ordnung R; und T ist die topologische Summe der K;. Briiillt 7 die
Bedingung (), so erfiillt er die Bedingung (a) von H.S. 9 ist also ordnungs-
fahig. Analog folgt aus (B), daB die Bedingung (b) und aus (y), daB eine
der Bedingungen (c), (d) von H.S. 9 erfiilllt ist.

Literaturverzeichnis

[1] N. Bourbaki, Topologie générale, Ch. III, 1V, 3e éd., Paris 1960.

[2] 8. Eilenberg, Ordered topological spaces, Am. J. Math. 63 (1041). S. 39-45.

[3] B. Knaster und C. Kuratowski, Sur les ensembles connexes, Fund, Math. 2
(1921), S. 206-255.

[4] H.J. Kowalsky, Kennzeichnung von Bogen, Fund. Math. 46 (1958), S. 103-107.

Regu par la Rédaction le 27. 11. 1964


GUEST




