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O6 m3omopduaMe HEKOTOPHIX KoJen ONePATopoB

II. AHTOCUK (Haropume)

Anaorm4Ho TOMY, Kak Ohuia nocrpoera B paGore [1] Teopma KobpLA
0IepaTopoB Ha IPABOCTOPOHHE OTKPHTOM WHHTepBaie [0, T), MomeM
TOCTPOUTH TEOPWI0 KOJIbLA ONEPaTOpPOB B 3aMKHYTOM HuTepsame [0, T].
Yro6rl 3TO CHelaTh HOCTATOYHO B TEOPMH KOJMBIA ONEPATOPOB B MHTED-
same [0, ') BMeCTo HempepHBROCTH yHKIME p 1 ¢ B [0, T) B3ATH ycnoBue
HeIPEPHBHOCTH BTWX (YHENME B uaTepBane [0,7], a Bee ocraagbHOE
ocTaBUTh Ge3 maMeHeHMA. IIoKameM, YTO THM KoONbIA H30MOPQHEL

B aroit pabore cumGomamu P[0,T) u P[0, T] Gymem o6osHauaTh
KONbIA HENPEPHIBHEIX (YHKIMM COOTBETCTBEHHO B HETepBame [0, T)
wm B [0, T].

Tlom omeparmeil cIoeHHA B BTHX KONbIAX OymeM NOHEMATh OOHIY-
HOe clo:keHMe QyHKUMI, a YMHOMeHHe GepeM B CMEICIEe CBEPTKH, 3TO
SHAYMT, YTO IpOU3BeNeHMeM (YHKIME p w ¢ Oymer QYHRINA OIpeNelen-
Hag QopMyanoii

i
(1) a(t) = [p(t—v)g(x)dr.

CormacHo ompemeneHnio, KaHHOMY B [1], ¢yHKIMA ¢ He ABIAETCA
menureNeM HYIA TOrAA M TOIBKO TOTAA, KOTJA B KAMKIOM IPOMEKYTHE
[0, ), £ >0, ora pyHKOMA He paBHA TOMKMIECTBEHHO HYIO.

VYnopamoueHnsle naps (p, g) ¥ (P;, ¢,) HA3HIBAIOTCA KEUEAIEHMIHbIMU
TOIBKO B TOM CiIyd4ae, KOIJa Pg, = Pig B CMEICIE CBEPTHH, B IpPEJMO-
IOMeHNN, 9To YHRUMA P, ¢, P, ¥ ¢, TPUHAJIIEKAT OHOBPEMEHHO K O-
Homy w3 Koxen P[0, 7') unn P[0, T] u KpoMe Toro GyHKNHUA ¢ He ABIAETCA
HeTuTeNeM HYIIA.

Hmaccer sKBUWBANEHTHOCTH YHODPAROUEHHBIX IIaDp HABHIBAKTCA One-
pamopamu.

Oneparopsl, MHaYe HKIACCH YKBHBATIEHTHOCTH YIOPAROYEHHBIX Hap,
KOTODHE SBIAITCA HKBMBANEHTHHIMH ¢ mapamu (a,b), (e, d), (p,9), ...
COOTBEICTBEHHO GymeM 0603HAuaTh 3HAKAME
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228 II. Aurocuk
Dopmynn
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ONIpefelfIoT CIOMKEHNe M YMHOMKEHHE OIepATOPOB.

B zaBucmmoctm or TOro, K KOTOpOMy KONBLY P[0, T), mun P[0, ]
IpHHANIe:RAT QYHKIUN BXONAIEE B COCTAB YIOPATOYEHHHIX Tap, MH
ToNyYaeM KONIBIO ONEePaTOpPOB ONpENeNeHHHX B uHTepsBame [0, 7), uin
B murepsaye [0, 7] 3t womena Mmer Gymem oGosmadaThb cumﬁona]vm
210, T), wam [0, T].

Teorzma 1. Ecau %591’[0,1‘), mo cyujecmeyiom maxue @$ynkyuu p,

U g, wmo p,,q, <P[0,T), napet (p, q) u (1, ¢,) f64%0MCA SKEUSANHM-
HBLMU, KDOMe IMO20 CYujecmeyiom neeoCMOpPOHHUe npedeast )
(2)

lm pi(t) u  lim g ().
T_ T

N ] P
HelicTBHTENBHO, TyCTh —E Gyner IpomsBOILHEIM OIEPATOPOM B3STEIM

u3 kombua #£[0,T).

Bosuem dynrumo h(t) onpenemennyio popmymos
(3) h(t) = sup (max(|p(x)|, lg(=)))),
) z<T—1
npepmosaras, 4ro fe (0, T).

WUs gopmymsr (3) cmemyer, aro dymnms (%) HENpPEpPLIBHA, HEYOH-
BAIOWIAA M MPHHUMAET TIOTOMATEIILHEIE 3HAYCHHUA ; KPOME TOTO 5T QYHRIHA

He ABIACTCA AeNuTeNeM HyAsA B Koubue P[0, T Us storo cmexyer, uto
GyERIUA 7 ( t), onpenenesnas GopMymamu

1 1
4) 'r(t)z—h(—t), ecin  te(0,T) u 7(0) =¢]_j,loli7;(_t‘)4’

HeMpepsBHA H HeyOwBaomas B mpoMmemyrre [0, T) n KpOMe TOro He
ABIACTCA JemureneM Hyus B wombue P[0, T). IlosToMy, eciu HpRHATS,
Py =DPr 4@ ¢, = qr, ToUHee

i
®) t)—fr(t—r @z, 6l = [ri—r)q)ds,

TO ynopﬂnoqennme 0ape (p,q) u (p,, ¢;) ABIAITCA HHBUBATCHTHHIM.

Hoxamem, uro $ynriun pl u ql UMEIOT JIEBOCTODOHHE IPETeNH
B TOURe t = T
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Ilpexpe BCero B3aMeTHM, 9TO MWIA Kampmoro te(0, T) m  wammoro
7¢[0,t] AMEIOT MeCTO HepaBeHCTBA
‘ sup |p ()]
T
sup  (max (|p(x)], lg(2)]))
z<l—(t~7)

|2 ()]

(6) t—-‘r) i <

(=) =

sup|p(a)|
NI

<
sup (ma,x ( lp

s sroro nepasenctsa u Qopmyn (5) cuemyer, uro QymHKIME P, (f)
u ¢,(t) ABIAIOTCA OCPAHMYEHHHIMU B NpomesyTre [0, T) umeaom T. Bse-
neM 0003HAYEHHA
i
fi(t) = folt) = [r@t—1)p~—(v)dx,
o

f'r (t—1)p
rge pt(t) = max(p (#),0) wu p~(t) = max(—p(t), 0). Taxum obpasom

(7) P1(8) = fu(t)—fa(t)

IIyers t,,1,€¢[0, T) m 1, < i,; TOrma JerKo BUAETH, YTO

(v)dv,

iy ta
filt)—fi(t) = [ (rla—n)—r(t—7)p* (Ddr+ [ r(ta—7)p* (2)dz >0,
] £
Tak Kak pt(7) =0, r(tp—1) = 0 U r(t,— 1) —7(t,— 1) > 0. DTEM I0KasaHo,
uro ¢yHrnuA f,(f) He yOmBaer B mHTepBade [0, T). ITomoGasiM oGpasoM
TorassBaeTcd, 4To He yOuBaer B [0, T) dyuruns f,(t). I3 HepaBencrsa (6)
cuemyer, 9To ¢yHKUUK f; (1) 1 f,(t) orpannmdenHsle B mpomemyTke [0, T)
gucmom T. Bee 3T0 BMecTe 00ycClIOBIHBaeT CYIIeCTBOBAHNE KOHEUHBIX
JIEBOCTOPOHHUX TIpENENI0B
Lim f,(t), lim f, ().
PN T~
OTcionia, Ha OCHOBAHWH paBeHCTBA (7) CYINeCTBYeT NepBEHIA M3 IIpe-
HexoB (2) W ABNAETCA KOHEYHBIM YHCIOM.
TlomoGuem ofpasoM HoKasHBaeTcA, YTO CYIIECTBYeT BTOpOit 3 mpe-

menoB (2). Tem cambim Teopema 1 moxasaHa.
Troeema 2. Koawya %[0, T) u #£[0, T] usomopgrsr

" ?
,HEHCTBI/ITBJILHO, o TeopeMme 1 mgaAa Kamporo omeparopa —q— B3ATOTO

u3 romsna £[0,T) cymwecrByior QyHKOME p; H ¢, obmagaomme npene-
namu (2) ¥ Takme, MIA KOTOPBIX MMEET MECTO PAREHCTBO

2_P
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230 II. AETOCHUEK
Ha ocHOBAaHME ONpeneNeHns BO3bMeM (YHRIMH
a(t) =p,(t), ecma te[0,T) n a(T)=1lim p,(2),
T~

b(t) = ¢,(t), ecum te[0,T) m b(T)=£21ql(t).

Cpasy BugHO, 4T0 @, beP[0,T] 1 %e%[O,T].

IIycrs f Gymer oroGpasenmem rombua £[0, T) Ha ®omsmo £[0, T]
onmpeneJeHHoe TakuM oGpasoM, 9TOOHI

\_@
7 (?) 7
HCHO, YTo npeoﬁpaaoBaHHe f B3aIMHO OJXHO3HA4YHO M HpOMe TOT'0Q
P v _ g) (_u_) (3.1)_ (3) (1)
f(q+v) f(q+fv, o) =15 5)

9T0 3HAYAT, 4TO f 3oMOp{HOE 0TOOpAsKEHHE U TAKUM 06PA3OM KOTbLA
2[0,T) u Z[0,T] nzomop@HE, 4T0 ¥ TPe6OBATOCH HOKA3ATE.

JIurepatypa

[11 J. Mikusinski, Le caleul opérationnel d’intervalle fini, Studia Mathematica
15 (1956), p. 225-251.
[2] — Operational caleulus, Warszawa 1959.

Regu par lo Rédaction le 15. 4. 1964

Zu einigen Konvergenzeigenschaften von Folgen zufilliger Elemente
von

W. RICHTER (Dresden)

In der vorliegenden Note soll auf eine neue Konvergenzeigenschaft
von Folgen zufilliger Elemente Y, eingegangen werden, deren Werte
in einem vollstéindigen separablen metrischen Raum M liegen. Die Be-
griffe eine Folge {¥,} konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen ein zufil-
liges Element Y und eine Folge {Y,} ist mischend mit dem Limes u erweisen
sich in ihren Eigenschaften in gewissem Sinne als einander entgegenge-
getzt. Ist {¥,} mischend mit dem Limes x und ist u ein eigentliches Wahr-
scheinlichkeitsmaB, so gibt es kein zufillizges Flement Y mit der Eigen-
schaft, daB {Y,} in Wahrscheinlichkeit gegen Y Xkonvergiert und daf
von Y in M induzierte MaBl uy gleich u ist.

Dennoch haben beide Begriffe auch gemeinsames. In beiden Fillen
konvergiert die Folge {uy,} der WahrscheinlichkeitsmaBe von {¥,} schwach
gegen einen Limes u. Es stellt sich heraus, daf es daneben noch eine
stirkere Konvergenzeigenschaft gibt, die sowohl die in Wahrscheinlich-
keit konvergenten als auch die mischenden Folgen besitzen. Wir nennen
diese die stabile (P)-Konvergenz einer Folge { ¥} (Definition 4). Fiir stabil
(P)-konvergente Folgen {¥,} zufilliger Elemente mit Werten aus einem
metrischen Raum M gelten Ubertragungssiitze, welche die in [13] ab-
geleiteten Resultate verallgemeinern und in gewisser Weise abrunden
([14]-[16]).

§ 1. Zufillige Elemente und MaBe in metrischen Réumen. Aus-
gangspunkt unserer Uberlegungen ist ein Wahrscheinlichkeitsraum
[2,B,, P], bestechend aus einer abstrakten Menge 2, einer ¢-Algebra
B, von Teilmengen von 2 und einer auf B, definierten Wahrscheinlich-
keit P. Daneben sei ein meBbarer metrischer Raum [M, ¢, Bar] vorgegeben,
bestehend aus einer abstrakten Menge M, einer auf M X M definierten
Metrik o und der von den abgeschlossenen Mengen des metrischen Raumes
[M, ¢] erzeugten o-Algebra By von Teilmengen von M. M sei in der Me-
trik o vollstindig und separabel. Die Annahme der Separabilitit von M
ist nicht iiberall erforderlich und wird hier nur der Bequemlichkeit halber
generell getroffen (siche aber z. B. [6], Satz 3, und demgegeniiber [9]).
CA bezeichne die abgeschlossene Hiille einer Menge A € M.
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