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DEFORMACJA ELEMENTOW POWIERZCHNIOWYCH
I LINIOWYCH W MECHANICE KONTINUUM

U podstaw mechaniki kontinuum lezy podziat deformacji na dwa
etapy: deformacje¢ ze Srednim obrotem réwnym zeru i sztywny obrét.
W zwyklym niebiegunowym przypadku konieczne jest przeprowadzenie
tego podziatu jedynie dla elementéw objetoSciowych. Zagadnienie to jest
calkowicie opracowane zaréwno dla deformacji duzych, jak i matych
(por. np. [1]). W przypadku biegunowym, tzn. wtedy gdy na elementy
kontinuum opréez sit dziataja réwniez momenty, zachodzi potrzeba
przeprowadzenia tego podzialu réwniez dla elementéw powierzchniowych
i liniowyeh [2]. Zagadnienie to nie jest dotychczas opracowane; czes-
ciowe rozwigzanie podane jest w niniejszej pracy.

Wszystkie zwigzki podane s3 w notacji macierzowej. Duze koficowe
litery alfabetu §,T,... oznaczaja macierze symetryczne. Oznaczenia
P, Q, R zarezerwowane dla macierzy ortogonalnych, a I dla macierzy
Jednostkowej. Male litery alfabetu lacifiskiego a, b, ... oznaczaja wek-
tory, a male litery alfabetu greckiego a, 8, ... skalary.

1. Skoficzona deformacja.

1.1. Skoiniczona deformacja elementu objetosciowego. W celu uzys-
kania podstawy do dalszych rozwazanh podamy najpierw w skrécie zwigzki
dotyczace deformacji elementu objetosciowego. W kartezjariskim prosto-
katnym ukladzie wspétrzednych macierz gradientéw deformacji F (z za-
tozenia det F = 0) podporzadkowuje kazdemu wektorowi x wektor Fx
i okrefla catkowicie odksztalcenie i obrét otoczenia rozpatrywanego punktu.

Rozklad deformacji na kolejno nalozone na siebie deformacje ze
Srednim obrotem réwnym zeru i obr6t uzyskuje si¢ poprzez przedsta-
wienie F jako iloczynu macierzy ortogonalnej R i dodatnio okredlonej
macierzy symetrycznej S

F=RS, R’ =R §7=s5,
§* — FTF, R = F(F'F)-'2,

Takie przedstawienie jest zawsze mozliwe [1].

(1.1)
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Poniewaz S jest macierza symetryczng, zawsze istnieja przynajmniej
trzy wzajemnie ortogonalne wektory x;, ktére pod wptywem deformacji
S nie zmieniajg kierunkéw. Plaszczyzny wyznaczone przez wektory Xg)
sg plaszezyznami symetrii deformacji S, a §redni obrét wektoré6w x jest
réwny zeru. Poszezegélne wektory doznaja jednak pewnych obrotéw.

Podczas deformacji R kazdy wektor Sx doznaje tylko skonczonego
obrotu, a pek wektoréw Sx obraca si¢ jak cialo sztywne.

1.2. Skoficzona deformacja elementu powierzchniowego. Rozpatru-
jemy element powierzchniowy do lezacy na plaszezyinie IT. Jednostkowy
wektor normalny do II oznaczymy przez mn, a typowy wektor styczny
do II przez t. Zagadnienie rozkladu deformacji na deformacje ze érednim
obrotem réwnym zeru i obrdét sprowadza si¢ teraz do znalezienia ma-
cierzy symetrycznej T i macierzy ortogonalnej Q takich, ze

(1.2) Ft =QTt, T"=T, Q=07
przy dodatkowym ograniczeniu na T
(1.3) Tt | n.
Dostatecznym i koniecznym warunkiem spelnienia (1.2) jest, by
(1.4) F—QT = dn”,

gdzie d jest dowolnym wektorem. Dostatecznym i koniecznym warunkiem
spelienia (1.3) jest natomiast, by n bylo wektorem wlasnym macierzy
symetrycznej T(?)

(1.5) Tn = z,n.

Na plaszezyZnie IT lezg teraz dwa wzajemnie ortogonalne wektory
t, i ty, ktére podczas deformacji T nie zmieniaja swoich kierunkdéw:

(1.6) . Ttl - Tltl.’ th = thza

Kazdy wektor t | m mozna przedstawi¢ w postaci t = »t,r,t,,
skad wynika
(1.7) Tt = 79t +7v5t,, Ttlm.

Poniewaz deformacja T ma na II dwie osie symetrii (pokrywajace sie
z t; i t;), fredni obrét elementéw liniowych lezacych na IT jest réwny
zeru. Wartodé wlasna 7, odpowiadajaca wektorowi m moze byé wybrana
w sposéb dowolny.

(1) Dowody podanych tutaj twierdzenr sg bardzo proste i dlatego je pomijamy.
Réwniez w dalszyeh czefciach pracy nie bedziemy przytaczali prostych dowodéw
z rachunku macierzowego. ,
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Oznaczmy przez r, i r, dwa dowolne niekolinearne wektory lezgce
na II. Najogdlniejszg postacia macierzy symetrycznej T spelniajacej
(1.5) jest ‘

(1.8) T = ‘P1r1rf'+992r2r2T+‘Ps(nnT—‘I)+TaI,

gdzie @, @, @; 83 dowolnymi parametrami(®).
W celu znalezienia rozkladu (1.2) nalezy wiee rozwigzaé¢ réwnanie
macierzowe

(1.9) F“'Q[‘Plﬁrir‘l“)%rzl'g“i'%(nnT_I) +1,I] = dnT’

przy czym przyjmuje sie, Ze m, ry, r,, Oraz 1, 83 dane.
Oznaczajac

(1.10) h = —Q7d,

zgodnie z (1.9) mamy
(1.11)  [prsr] +ofaty +¢5(nn” —T) 47,0 +-nh"] x
X [pirsr] +@arary g (an? —I)+ 70 +hn?] = F7F,
z ktérego mozina wyznaczy¢ bezpofrednio ¢,, ¢, @, oraz wektor h. Po

okrefleniu tych wielkoSci macierz Q zgodnie z (1.9) i (1.10) dana jest
zwigzkiem '

(1.12) Q = Flpurary +porary +os (nn” —I)+ 7.l +hn"]-".

Peine rozwigzanie réwnania (1.9) dla przypadku, kiedy deformacja jest
mala, zostanie podane w rozdziale 3.

Przejdziemy obecnie do wyznaczenia niezmiennikéw odksztalecenia T.
Symetryczna macierz T ma w ogélnym przypadku trzy niezmienniki.
Zal6zmy, ze sy to wartoSci wiasne macierzy T. W oméwionym przypadku
sens fizykalny maja jedynie te wartoSei wlasne, ktérym odpowiadaja
wektory wlasne lezace na II. Sposréd niezmiennikéw nalezy wige wyklu-

czy¢ wielko§é 7, odpowiadajaca wektorowi wlasnemu n.
Wartosei wlasne 7, (K = 1, 2, 3) spelniaja réwnanie

(1.13) 3 —2r T+ 17 (tr2T —trT2) —detT = 0.

Réwnanie to mozna podzielié przez v—7; (7, jest rozwiazaniem), co pro-
wadzi do

(1-14) 2=yt +x. = 0,

(%) Mozna w szczegélnofei przyjaé np.
NgTg (g —ng) Nghg (Mg — 1)
I = | gt (g—my) |, 1y = | mgny (g —my) |,

g (M) — M) My My (Mg — M)
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gdzie

(i.18) g1 =trT—7; = trT—n"Tn,
T e = T —6T?) —rgtr T2 = (62T —trT?) —n? T trT+-0"Tn.

Wspébtezynniki y, oraz y, okreSlaja calkowicie warto§ci wlasne v, oraz
7, macierzy T, 83 wiec poszukiwanymi niezmiennikami odksztatcenia T.
Z (1.15) wynika, ze niezmiennikami sg réwniez

(1.16) x =1 =trT—n"Tn, ¥, = y*—2y, = trT2—n"T%n.

1.3. Skonczona deformacja elementu liniowego. Rozpatrujemy ele-
ment liniowy dl, ktéry przed deformacja pokrywa sie¢ z wektorem n.
Zagadnienie rozkladu deformacji na odksztalcenie i obrét sprowadza sie
do znalezienia macierzy ortogonalnej P i macierzy symetrycznej U takich,
Ze

(1.17) Fn = PUn
przy dodatkowym ograniczeniu
(1.18) Un = /n,

przy czym zgodnie z (1.1) A2 = n"F’Fn. Nie zwezajac ogélnosei, przyj-
miemy A > 0. Skalar 1 jest jedynym niezmiennikiem odksztatcenia ele-
mentu liniowego.

Koniecznym i dostatecznym warunkiem spelnienia (1.17) jest, by

(1.19) F—PU = d;rf +dx7,

gdzie d; oraz d, s dowolnymi wektorami, a r; oraz r, niekolinearnymi
wektorami ortogonalnymi do n. Wektory te traktujemy jako dane. Wa-
runkiem spelnienia (1.18) jest natomiast mozliwo§é przedstawienia ma-
cierzy U w nastepujacej postaci:

(1.20) U = piry1] +tar; +oy(nm” —T)+ A1
Oznaczajac
(1.21) h, = P%d,, h,=P74,,

zgodnie z (1.19) i (1.20) mamy réwnanie
(1.22) FF = [pirax] +urar] +oq(nn” —I) 4+ AI4rhf +rhi] x
X [4}911'1'-'%1"|'95'21'21'g1 +‘P3(mT—I) +AI +h11'!1p‘|‘h21';£]-

Po okrefleniu stad wektoré6w h, oraz h, ortogonalna macierz P dana jest
zwigzkiem

(1.23) P = F[(plrlrf' +<p2r2rf+993(nnT—-I) + A +h,r! —|—hzr§']“1 .
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~ Jest natychmiast widoczne, ze ani P, ani U nie 383 okreslone jedno-
znacznie. Blizsza dyskusja, jak réwniez pelne rozwigzanie w jawnej for-
mie dla przypadku, kiedy deformacja jest mala, zostang podane w roz-
dziale 3.

2. Przypadki szczegolne.

Bez rozwigzania réwnan (1.11) i.(1.22) mozna przeprowadzié pewns
analize wzajemnych zaleznofci miedzy macierzami P, Q, R oraz S, T.
Tej analizie poswiecony jest niniejszy rozdzial. Rozwazania oprzemy na
twierdzenin odwrotnym do twierdzenia o ortogonalno$ci wektoré6w wias-
nych macierzy symetrycznej. Jegli :

(2.1) ' _ hl’_Lhz'_Lha Lh,
oraz | .
(2.2) Kh, | Kh, | Kh, | Kh,,

a macierz K jest symetryczna i dodatnio okre§lona, to wektory h,, h,,
h, sa wektorami wlasnymi macierzy K(3)

(2'3) Khl = xlhl’ Kh2 = %2h2, . Kh3 + %shsn

2.1. Przypadek s; | n. Rozpatrzymy najpierw przypadek, kiedy je-
den z wektoré6w wlasnych s,, s, 8; macierzy S lezy w plaszezyZnie I1.

Bez ograniczenia ogélnoci za,lozymy l51| = |52| = 84} = 1. Mamy
(2.4) 8,8in¥t83c089 = n,
(2.5) 8; | 8,080 —838ind | m | s,

gdzie ¥ jest kgtem miedzy wektorami s; oraz n. Wobec (1.2)

(2.6) | ' RSs, = Ros, = QTs,, 7

RS (s;co88 —858in ¥) = R (08,0080 —0,8;8in9) = QT (8,co84—s,5in9),
skad wynika
(2.7) . Ts, | T(s,cos9—s,8ind).

Wobee (1.3), (1.5) i (2.5) mamy réwniez
(2.8) Ts; | Tn, T(s,cos®—s,ys8ind) n.

(®) Z réwnokei (Kh,, Khy) = (Khy, Khy) = (Khg, Kh)) = 0 dla symetrycznego
K wynika (K%h, h;) = (K?h;, h;) = 0, co wobec (h;, hy) = (h;, h;) = 0 prowadzi do
K2?h, = x?h,. Dla dodatnio okreslonej macierzy K ostatnia réwnoéé réwnowazna
jest Kh;, = 5 h,.

Zastosowania Matematyki, VIII, 4 4
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Zgodnie z wypowiedzianym wyzej twierdzeniem, wektory (2.5) sg
wieec wektorami wlasnymi maecierzy T

(2.9) Ts, = 1,8;,, T(s8,c0889—gy8ind) = 7y(8; 083 —8,8ind),

T (8,8in? +85c083) = 74(8,8In8 +8;c089).
Podstawiajac teraz (2.9) do (2.6), wobec tozsamodei |Rx| = |x|, Qx| = |x|
mamy
(2.10) 7, =0y, Ty = (0}c0s%$}olsin2d)?,
Macierze T i S maja wigc jeden wspdlny wektor wiasny i jednakowe odpo-
wiadajace mu wartosci wlasne. Wobec (2.10) z (2.6) wynika, ze 0§ obrotu

skonezonego R7Q jest ortogonalna do m i pokrywa sie z wektorem s,.
Kat obrotu skonczonego ¢ okreflony jest zwigzkiem

(2.11) cosp = (0,C08% +048in2d) (0f cos2d + a¥sin2d)' /2.
Przechodzac do rozwazania elementu liniowego, zgodnie z (1.1),
(1.17) i (2.4) mamy
(2.12) PTR (0,8, 58in 9 +0,85008%) = A(8,8ind+85c089),
(2.13) 2 = (o2sin2® o} cos2d)' 2,

JeSli przyjaé, ze of obrotu skoriczonego jest ortogonalna do m (zwigzek
(2.12) nie okrefla jednoznacznie kierunku osi obrotu, lecz tylko plaszczy-
zng, na ktorej ta of lezy), to pokrywa si¢ ona z wektorem s,, a dla kata
obrotu y mamy

(2.14) cosy = (0,8in%P 40y co8%P) (0 8in2P +a3 cos29)~ 12,

2.2, Przypadek s; = n. Dwa wektory wlasne macierzy $ lezg te-
raz na plaszezyZnie IT. W celu otrzymania zwigzkéw dla rozwazanego
przypadku nalezy wiec do podanych wyzej zwigzkéw podstawié & = 0.
W szezegdélno§ci mamy

(2.15) Ts, = 7,8;,, T8y, =18, , Tsy = 148,
(2.16) Tl = 0'1, Tg - 0'2, A == 0'3,
(2.17) Cosp = cos¢= 1.

Wektory wilasne macierzy S sa wige jednoczes§nie wektorami wlasnymi
macierzy T. Wartodci wlasne odpowiadajace wektorom wilasnym lezg-
cym na IT sg przy tym jednakowe. Wynika stad, ze zachodzi réwnosé

(2.19) T = S+ (r;3—oy)nn’,

przy czym z; jest dowolnym parametrem.



Deformacja w mechanice kontinuum 341

Wobee (2.6) i (2.16) mamy

(2.19) Rs; =Qs8;, Rs, =Qs,, 8,18,
skad wynika
(2.20) R =9,

Dla elementu liniowego wobec (2.13) zachodzi
(2-21) A - Gs’ RS3 = P83-

Macierz P okreflona jest wige z dokladnocia do ortogonalnej macierzy
P*, spelniajacej zwigzek P*n = n, tzn. do macierzy (patrz [1], sect. 37)

(2.22) P* = Icosf+nn”(1-—cosp)-+dualnsing,

gdzie f jest dowolnym parametrem, a dualm antysymetryczng macierzs
okreslong zwigzkami (.)ys = %, itd. Jednym z rozwigzan jest P = R
(B = 0). Nalezy podkreli¢, ze w ogllnym przypadku, kiedy n nie jest
wektorem wlasnym macierzy S, P = R nie jest rozwigzaniem. Rezul-
taty te mozna stre§cié w nastepujacy sposéb: Jesli n jest wektorem wlas-
nym macierzy S, to obroty skohczone elementu powierzchniowego i obje-
tosciowego sg jednakowe, Q = R. Obr6t skonczony elementu liniowego
okref§lony jest niejednoznacznie, ale jednym z rozwigzan jest P = R.
Macierz odksztalcenia elementu powierzchniowego okreflona jest z do-
kladnoécig do jednego parametru zy, a jednym z rozwigzan jest T = S.

3. Mala deformacja.

3.1. Mala deformacja elementu obje¢tosciowego. Zalézmy, ze macierze
R oraz S mozna przedstawié w postaci
(3.1) R =I4+¢R', S =I+£5,

gdzie & jest malym parametrem. Tak obrét, jak i odksztalcenie sg wiec
mate(4).
Wobec (1.1) mamy

(3.2) F =1I+e81eR', &8 = }(F+F)—1I, &R = }(F—F9).

Symetryczna macierz S’ jest macierza malego odksztalcenia elementu
objetodciowego. Antysymetryczna macierz R’ jest macierza matego obrotu
elementu objetosciowego.

(9) Tozsamosé QQ7 =1I pociaga za sobag R’ = —RT, natomiast tozsamoé
8 = 8T pociaga za sobg 8’ = §'T,
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3.2. Mala deformacja elementu powierzchniowego. Zakladajgc, ze
macierze Q i T oraz v, mozna przedstawié w postaci

33) Q=I+¢Q", T=I4+T, QT = —Q, TT =T, 73=14er,
na mocy (1.9) i (3.2) otrzymujemy réwnanie

(3.4) SR —Q —[rl+g.r,r] +pgra; +g;(mm” —I)] = dn”,
ktérego ogélne rozwigzanie jest nastepujace:

(3.5) T = §'—mn"S' —S$'nn” 4 (0"8'n4-75)nn”,

(3.6) ‘ Q' = R’ +4+nn’S’'—S'nn”.
Pomocniczy wektor d jest przy tym okreflony zwigzkiem
(3.7) d = 28n—(n’S$'n+47;)n.

Podczas gdy macierz malego obrotu Q' okreélona jest jednoznacznie,
macierz T’ okre§lona jest z dokladnoScia do jednego parametru 7;. Po-
niewaz 7, nie ma wplywu na odksztalcenie elementu powierzchniowego,
wige dla wygody, nie zwezajac ogélnodcei, bedziemy przyjmowali

(3.8) 73 = —n'Sm.

3.3. Mala deformacja elementu liniowego. Zakladajac, Ze macierze
P oraz U mozna przedstawié w postaci

(3.9) P=I4+eP, U=I+4+U,

zgodnie z (1.19) otrzymujemy réwnanie

(3.10) 8 +R —P —[prirl +puraf +s(on” —D)+AI] = dir +drf,
ktérego ogbélnym rozwigzaniem jest

(3.11) U = —8 +4on"S +8'nn” +-g.r;r] +grar; +g(nn” —T),
(3.12) P = R —umn?S'+8'nn? +ydualn,

Parametry ¢,, @, ¢; oraz » moga byé wybrane dowolnie. Niejedno-
znacznodé¢ okreflenia U wynika stad, Ze sens fizyezny ma tylko opera-
cja U na n. Nie ma takiego sensu operacja U na t. Niejednoznacznosé
okre§lenia P wynika stad, ze dwa polozenia elementu liniowego okreflaja
tylko plaszezyzne, w ktérej lezy of obrotu, nie okreflajg natomiast samej
osi obrotu. Dla wygody bedziemy dalej przyjmowali ¢y = ¢, = @3 = v = 0.
W tym przypadku o§ obrotu wzglednego elementu liniowego wzgledem
elementu objetosciowego jest prostopadia do rozpatrywanego elementu
liniowego.
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3.4. Podstawowe tozsamosci. Dla macierzy P',Q’,R’, S, T/, U’ za-
chodzi wiele waznych dla zastosowan tozsamosei (por. np. [2]). W ogdl-
nym przypadku P’ s£ Q' 5~ R'. Jak wynika z (3.6) i (3.12), na to, zeby P'=
= Q' = R/, potrzeba i wystarczy, by m bylo wektorem wlasnym macie-
rzy §' A o
(3.13) P'=Q'=R' < Sn|n.

Mnozge skalarowo wektor dual Q' — dual R’ przez wektor n, otrzy-
mujemy
(3.14) (dualQ’'—dualR’')-n = 0.
Zgodnie z (3.13) i (3.14) wektor obrotu wzglednego dualQ’—dual R’

(elemenftu powierzchniowego wzgledem elementu objetosciowego) jest
wige albo réwny zeru, albo lezy w plaszezyznie rozpatrywanego elementu

powierzchniowego.
Podobnie mnozagc wektor dual P’ —dual R’ przez wektor n, mamy
(3.15) (dual P’ —dual R’)'n = 0.

Wektor obrotu wzglednego dual P’—dual R’ (elementun liniowego wazgle-
dem elementu objetosciowego) jest wige albo réwny zeru, albo ortogo-
nalny do rozpatrywanego elementu liniowego. Odejmujac strona,ml (3.14)
(3.15), otrzymujemy réwniez

(3.16) (dual Q' —dual P’)-n = 0,

Wektor obrotu wzglednego dualQ’—dualP’ (elementu objetosciowego
wzgledem elementu liniowego) jest wiee albo réwny zeru, albo lezy w plasz-
czyZnie rozpatrywanego elementu powierzchniowego. -

Wyznaczymy teraz §rednie warto§ci obrotu elementu powierzchnio-
wego i liniowego, usredniajac P’ oraz Q' na kierunki w przestrzeni. Oprzemy
gie przy tym o latwe do sprawdzenia zwigzki

(3.17) . [nay =0, [mn"ds =ixl,
L4 L

gdzie & oznacza jednostkows kule. Catkujae (3.5) i (3.11) na & i wyko-
rzystujge (3.17), otrzymujemy
(3.18) (Te = 48", (U)e = —14¥,

gdzie przez ( ), oznaczono wartodé frednig. Calkujac natomiast (3.6)
oraz (3.12), otrzymujemy
(3.19) (P)e = (Q)e =R

Ostatnia z waznych tozsamosci powstaje przez dodanie stronami
(3.6) i (3.12) »
(3.20) i 2R’ = P'4-Q)'.
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‘Obrét elementu objetoSciowego jest wiee frednig arytmetyczng
obrotéw elementu powierzchniowego i prostopadlego do niego elementu
liniowego, niezaleznie od tego, czy n jest wektorem wlasnym macierzy
S’, czy tez nie. Podobng tozsamo§é mozna zbudowaé dla §’, T', U’, nie
miataby ona jednak geometrycznego znaczenia.
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8. BECOJIOBCHKH (Bapmass)

BPAIEHHE #H JEOOPMAIIHA IHOBEPXHOCTHEIX H JTHHEHHBIX
OIAEMEHTOB B MEXAHHKE CIIVIOIIHBIX CPELR

PESIOME

PaccMarpuBaercs Bompoc 0 pasiomeHMH AeQopManuME NOBEPXHOCTHHX ¥ JH-
HelHHX 3JIeMEHTOB CIVIOMIHONA cpeas Ha leOPMANNIO CO CPeHUM BPAIEHEHEM PaBHHM
HYIO ¥ Ha BpameHue. CTPONTCA ypaBHeRHe KOHeYHOH RedopMamuM M amaamsmpyercs
YaCTHHE CIYYaW MOJOMEHHA DIEMeHTOB. B caywae mannx nedopmanmit maercs obmee
pellleHNe BONPOCA, ROKABHBAGTCA MEMIY NPOYMM, 9YTO: a) BEKTOD BPAMEHHMA IIO-
BePXHOCTHOr'0 DJIEMEHTA OTHOCHTENbHO OGBEMHOr0 9JeMEHTAa PAaBeH HYJI0, MIH JIEHKHT
B NJIOCKOCTH LOBEPXHOCTHOTO dJIeMeHTA; 6) BpameHme HMOBEPXHOCTHOTO, JIMHOUHOrO
1 006bEMHOTrO 3JIEMEHTOB ONWHAKOBH TOIJA M TONBKO TOTAA, KOIJAa HOPMAJh K IO-
BePXHOCTHOMY 3JIGMEHTY M KACATEeNbHAA K JHMHEHHOMY SJeMEHTY RBIAeTcA COGC-
TBeHHHM BOKTODOM MATpunn Majoit mefopmanmm oGpEMHOTO DiIeMeHTA,

Z,. WESOLOWSKI (Warszawa)

DEFORMATION OF SURFACE AND LINEAR ELEMENTS IN
’ CONTINUUM MEOHANIOS

SUMMARY

The deformation of surface and linear elements of a continuum is decomposed
into & rotation and a deformation with mean rotation equal zero. After constructing
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equations for finite deformation an analysis of some special cases of element position
is given. For infinitesimal deformations the complete solution is given. It is proved
that a) the vector of rotation of the surface element with respect to the volume ele-
ment is either equal to zero or lies in the plane of the surface element, b) the rotations
of the surface, linear, and volume elements are equal if and only if the normal vector
to the surface element and the tangent vector to the linear element are eigenvectors
of the matrix of small deformation of the volume element.



