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Zur Lage null- und eindimensionaler Punktmengen
im 8
yon

H. G. Bothe (Berlin)

1. Einleitung. Sind M und N zwei Teilmengen eines euklidischen
Raumes E", 50 heilt M im E* lagetreu in N einbettbar, falls es einen
Homg6omorphismus von E" auf sich gibt, der M auf eine Teilmenge
von N abbildet. Eine Menge U aus einem System S von Teilmengen
eines festen euklidischen Raumes E" heift Universalmenge von & bzgl
der Lage im E® falls sich jede Menge M aus G im E" lagetreu in U
einbetten 146t. In [7] wurden fiir gewisse Systeme © Universalmengen
bzgl. der Lage angegeben. Hier soll fiir einige Systeme von Teilmengen
des E® bewiesen werden, daB sie keine Universalmengen bzgl. der Lage
im E® besitzen. Die beiden Hauptresultate sind:

(a) Zur jeder abgeschlossenen nulldimensionalen Teilmenge A® des B®
gibt es eine Canlorsche Teilmenge des E® (d.h. eine zum Cantorschen Dis-
kontinuum hombomorphe Teilmenge des E®), die sich im E® nichi lagetreu
in A einbetten lapt.

(b) Zu jeder abgeschlossenen eindimensionalen Teilmenge A' des E?
gibt es eine zur Sierpinskischen Universalkurve (siehe z.B. [3]) homdomorphe
Teilmenge des E®, die sich im E3 wicht lagetreu in A einbetien lipt.

Es sei noch erwihnt, daf beim Beweis von (b) ein in gewissem Sinne
iiberschaubares System U von eindimensionalen kompakten Teilmengen
. des E? konstruiert wird, so da8 sich jedes eindimensionale Teilkompaktum
von E® im E3 lagetreu in eine Menge aus U einbetten l486. Das System [
ist von der Michtigkeit des Kontinuums. Aus (a) folgt sofort, daB ein
System von nulldimensionalen abgeschlossenen Teilmengen des %3, in
dem alle Cantorschen Teilmengen von E3 vorkommen, niemals eine
Universalmenge bzgl. der Lage im E® besitzen kann. Ebenso kann we-
gen (b) ein System von eindimensionalen abgeschlossenen Teilmengen
des 3, in dem alle zur Sierpiriskischen Universalkurve homéomorphe Teil-
mengen des E* vorkommen, keine Universalmenge bzgl. der Lage im K3
‘besitzen. Ingbesondere enthalten die Systeme aller Cantorschen Teil-
mengen des E3, aller nulldimensionalen kompakten Teilmengen des E3,
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aller nulldimensionalen abgeschlossenen Teilmengen des E2, aller ein-
dimensionalen kompakten Teilmengen des E* oder aller eindimensionalen
abgeschlossenen Teilmengen des B* keine Universalmengen bzgl. fler
Lage im F#. Durch das erste dieser Beispiele wird eine Frage von R. H. Bing
beantwortet ([5], Seite 441).

Die vorliegende Arbeit besteht abgesehen von den vorbereitenden
Abschnitten 1 bis 4 aus zwei Teilen. Im ersten Teil wird die Behaup-
tung (a) im zweiten die Behauptung (b) bewiesen. Der zweite Teil ist
unabhingig vom ersten Teil lesbar. Bzgl. der verwendeten: Bezeichnun-
gen seien die folgenden Verabredungen getroffen: Alle auftretenden Punkt-
mengen und topologischen Réume gind — falls nicht ausdriicklich das
Gegenteil gesagt wird — Teilmengen des T2 Wird von lagetreuer Ein-
bettung gesprochen, so ist dementsprechend immer die lagetreue Rin-
bettung im E? gemeint. Wenn von Mannigfaltigkeiten die Rede ist und
‘nichts gegenteiliges gesagt wird, so sind zweidimensionale zusammen-
hingende geschlossene Mannigfaltigkeiten gemeint. (Da diese nach der
soeben getroffenen Verabredung zudem im EP liegen, sind sie orientierbar.)
Den B* denken wir auf ein festes Cartesisches Koordinatensystem be-
zogen, so daB wir seine Punkte als Tripel (£, &, &) von reellen Zahlen
ansehen konnen. Bin Polyeder ist die Vereinigung aller zu einem (endli-
chen) simplizialen Komplex gehérenden Simplexe.

. 2. Homologietheoretische Vorbemerkungen. In diesem. Ab-
sehnitt soll der Klarheit und Bequemlichkeit wegen auf einige spiter
verwendete Tatsachen aus der Homologietheorie hingewiesen werden.
Dabei werden wir so einfach und anschaulich wie moglich verfahren
und die Definitionen und Sétze nicht allgemeiner aussprechen als es fir
die Anwendungen in dieser Arbeit nétig ist. Es interessieren uns nur
die eindimensionalen Homologieklassen modulo 2 von Polyedern und
offenen Mengen (im E?). Es sei also in diesem Abschnitt mit A stets ein
Polyeder oder eine offene Menge bezeichnet.

‘Unter einer eindimensionalen Kette von A verstehen wir die Vereini-
gung von endlich vielen in A enthaltenen Strecken. Der Rand einer
solchen Kette ist die Menge der Punkte, von denen eine ungerade Anzahl
von. Strecken ausgeht. Bine Kette heiBt (eindimensionaler) Zyklus, falls
ihr Rand leer ist. 'Um die Summe zweier Zyklen 2, und 2, zu bilden, stelle
man 2, und 2, so als Vereinigung von Strecken dar, daB je zwei aller
dabei auftretenden Strecken hochstens Endpunkte gemeinsam haben.
Die Summe # -2, ist dann die Vereinigung aller der Strecken, die in
genau einem der beiden Zyklen enthalten sind. Bs gilt stets 24z =0
(Nullzyklus = leere Menge), und die Menge aller Zyklen von A bildet
eine Gruppe Z(4). Eine zweidimensionale Kette @ von A ist eine endliche
Menge von in 4 enthaltenen Dreiecken, die paarweise disjunkt sind oder
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hochstens einen Eckpunkt oder eine Kante gemeinsam haben. Der Rand
von @ ist die Vereinigung aller Kanten, die zu einer ungeraden Anzahl
wvon Dreiecken aus # gehoren. Der Rand einer zweidimensionalen Kette
ist stets ein Zyklus. Ein Zyklus heit in A homolog null, falls er Rand
einer in A enthaltenen zweidimensionalen Kette ist. Zwei Zyklen heiBlen
in A homolog, falls ihre Summe in 4 homolog null ist. Die nuillhomologen
Zyklen bilden in Z(A4) eine Untergruppe N(4) und die Faktorgruppe
H(A)=Z(A)/N(A) heiBt (eindimensionale) Homologiegruppe von A.
Da das doppelte einer Homologieklasse (d.h. eines Elementes aus H(4))
stets null ist, kann man H(4) als Vektorraum iiber dem Primkérper
der Charakteristik 2 aunffassen. Hat H (4) endliche Dimension (was z.B. bei
Polyedern stets der Fall ist), so nennen wir diese die (eindimensionale)
Bettische Zahl von A. Gehoren die Zyklen 2, ..., 2 lauter verschiedenen
Homologieklassen von 4 an und bilden diese Homologieklassen eine
Basis von H(A), so nennen wir 2y, ..., 2r eine Homologicbasis von A.

Insbesondere ist jedes einfach geschlossene Polygon in 4 ein Zyklus,
wobei zwel in 4 homotope einfach geschlossene Polygone zur gleichen
Homologieklasse gehéren. Da jede einfach geschlossene Kurve in 4 zu
einem einfach geschlossenen Polygon homotop ist, bestimmt eine solche
Kurve auf .naheliegende Weise eine Homologieklasse, und wir kiénnen
diese Kurven ebenfalls als Zyklen ansehen.

Jeder Zyklus ist in E® homolog null. Sind 2, und 2, zwei disjunkte
Zyklen, so kann man in E? eine zweidimensionale Kette # so wéhlen,
daB 2z, der Rand von # ist und 2, mit der Vereinigung % aller in x ent-
haltenen Dreiecke nur endlich viele Punkte gemeinsam hat, die alle im
Innern von zu & gehérenden Dreiecken liegen und die bei einer passen-
den Zerlegung von #, in Strecken nicht Endpunkte von solchen Strecken
sind. Wir setzen die Verschlingungszahl v(2,, 2;) von 2, und #, gleich null
oder eins je nachdem die Anzahl der gemeinsamen Punkte von 2, und %
gerade oder ungerade ist. Im ersten Fall heillen #, und 2, unverschlungen,
im zweiten verschlungen. (Man kann zeigen, daB v(2,#,) von der Aus-
wahl der Kette 2 unabhingig ist.) Fiir die Verschlingungszahlen gelten
folgende Regeln:

(21, 23) = 0(23, 21);
ist 2; zu #; in E®\gz, homolog, so gilt v(21, %) = 8(2;, %). Nach der oben
gemachten Bemerkung ist es auch sinnvoll von der Verschlingungszahl
v(C,, 0;) zweier disjunkter einfach geschlossener Kurven ¢, und 0, zu
sprechen. Ist h ein Homdomorphismus von E® auf sich, so gilt {0y, Cs)
= (1(C), h(0y))-

Ist 2y, ..., % eine Homologiebasis eines Polyeders P, so gibt es in
FA\P Zyklen #i, ..., z» mit v(2, 2j) = 8y (Kroneckersymbol). Die Zyklen
21, ..., 2 bilden dann eine Homologiebagis von E*\P, und man nennt

1*

(721, %) = (8, %)+ (21, 25) (mod 2);
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die Basen 2y .., 2 und 2i, ..., % zueinander dual. Hieraus folgt ins?oe-
sondere, daB die Homologiegruppen von. P und ES\P isomorph sm.d
(Dualitétssatz). (Wegen der dualen Basen siche [2] XI, insbesondere die
Seiten 437 und 443. Dort werden die Sitze allgemeiner fiir krumme
Polyeder P und daher fiir krumme Zyklen von P formuliert.) Als weitere
Folgerung aus der Existenz dualer Basen vermerken wir: Ist 2y, ..., 2r
eine Homologiebasis von P, so sind zwel Zyklen z und ¢ von EA\P genau
dann in FA\P homolog, falls fir ¢ =1, ...,7 gilt v(2, 21) = v (%', #;). Hier-
aus ergibt sich leicht die folgende spéter bendtigte Bemerkung:

Ts seien P' C P zwei Polyeder und 2, ...,2r eine Homologiebasis
von P', deren k erste Zyklem 2y, ..., (B <<7) eine Homologiebasis von P
bilden. Dann ist jeder Zyklus = aus ENP', der mit keinem der Zyklen
b1y -y o VETSChlungen ist, in E\P' 2u einem Zylilus aus EN\P homolog.

3, Einbettung in kompakte und abgeschlossene Mengen.
Wir formulieren den folgenden einfachen Satz nur fiir den E3, obwohl
er — wie der Beweis zeighb — fiir beliebige euklidische Réume gilt.

Sarz. Ist A eine abgeschlossene m-dimensionale Menge, so gibt es eine
kompalkte m- dimensionale Menge A’ mit der Eigenschaft, dap jede kom-
pakte lagetrew in A einbettbare Menge auch lagetrew in A’ eingebetiet wer-
den kanm.

Beweis. s sei fir #> 0 mit K(r) die durch &-+&+& <r® defi-
nierte Vollkugel bezeichnet. Fiir n =1, 2,3, ... betrachten wir je einen
Homéomorphismus h, von E? auf sich, der K(n) auf K (n—1) abbildet
und setzen

A ;ﬂgl ha{E (n) ~ 4) w {(0, 0, 0)} .

A’ ist sicher kompakt und — wie aus dem dimensionstheoretischen Sum-
mensatz folgt — auch m-dimensional. Ist M ein lagetren in 4 einbett-
bares Kompaktum und kb ein Homoomorphismug von E3 auf sich mit
(M) A, so liegt h(M) als kompakte Menge fiir geniigend grofes n
in E(n) ~ 4. Der Hombomorphismus . bettet M lagetren in A’ ein.

4, Komplexe. Ist » eine positive ganze Zahl und sind Ty, &y, ¥s
beliebige ganze Zahlen, so ist die durch
ke k41

';é&é——‘

" (t=1,2,3)

definierte Menge aller Punkte (&, &, &) ein achsenparalleler Wiirfel der
Kantenlinge »=1. Durchliuft (k,, k., k) bei festem » alle' Tripel von gan-
zen Zahlen, so erhilt man ein System von Wiirfeln, das den ganzen
Raum iberdeckt und das in Zukunft mit T bezeichnet werden soll.
Ein »-EKomplex ist eine beliebige endliche Teilmenge von ”. Unter
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einem Kompler verstehen wir hier stets eine Menge von Wiirfeln, die
fiir ein gewisses » einen »-Komplex bildet. (Simpliziale Komplexe wer-
den wir stets als solche bezeichnen.) XIst & ein Komplex, so sei [R] das
Polyeder von &, d.h. die Vereinigung aller zu & gehorenden Wiirfel. Unter
den u-Unierteilung 8% (u > 1 ganz) eines »-Komplexes & verstehen wir
den pv-Komplex bestehend aus allen in [R] enthaltenen Wiirfeln aus
W, Ist u>1, so heibt ] echte Unierteilung von K. Offenbar gilt
[]] =[R“]. Zwei Wiirfel eines Komplexes sollen benachbart genannt
werden, falls sie eine gemeinsame Seite haben (eine Seite eines Wiirfels
ist eines der 6 diesen Wiirfel begrenzenden Quadrate).

I. DER NULLDIMENSIONALE FALL

5. Darstellungsfolgen. Wir nennen einen Komplex K einen
M-Komplex, falls alle Komponenten von [R] (berandete) dreidimensio-
nale Mannigfaltigkeiten sind oder (was damit gleichbedeutend ist) falls
alle Komponenten des Randes von [R] Mannigfaltigkeiten sind (vgl. die
Verabredungen iiber Bezeichnungen in Abschnitt 1). Damit ein Kom-
plex & ein M-Komplex ist, sind die folgenden Bedingungen notwendig
und hinreichend:

(a) G@ehort eine Kante zu genau z2wei Wiirfeln aus K, so haben diese Wiirfel
eine gemeinsame Seite.

Gehort ein Eckpunkt 2w genaw zwei Wiirfeln aus K, so haben diese
beiden Wiirfel eine gemeinsame Seite.

Verstehen wir unter der Umgebung eines v-Komplexes & die Menge
der Wiirfel aus I8, die mit [R] einen nicht leeren Durchsehnitt haben,
g0 folgt hieraus leicht, daB fir jeden Komplex & die Umgebung von
&% ein M-Komplex ist, wenn nur g mindestens gleich 3 ist. Bei einem
M-Komplex & wollen wir mit y(R) das Maximium der Geschlechter
aller Randkomponenten von [R] bezeichnen. Je zwei Komponenten
von [R] lassen sich dann durch eine in EP\[R] gelegene Mannigfaltigkeit
trennen, deren Geschlecht y(R) nicht iibersteigt.

Es sei A eine kompakte Menge. Ist &, R,, s, ... eine Folge von
M-Komplexen mit den Bigenschaften

(a) R ist Teilkomplex einer echten Unterteilung von K;— (¢ =1,2,3,...),
(b) 4 = ﬂl [&],

80 soll 8, K, K, ... Darstellungsfolge von A genannt werden.

Es 188t sich leicht zeigen, daB jedes Kompaktum A eine Darstel-
lungsfolge besitzt. Wir konstruieren nimlich eine Folge K, Kz, Ry -..»
die neben (a) und (b) noch die folgende Bedingung erfiillt:

(¢) A ist im Inmern von [Ri] enthalten (£ =1,2,3,..).

(b)
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R, sei ein beliebiger M-Komplex, dessen Polyeder 4 im Innern ent-
hilt. Wir nehmen nun an, K, ..., & seien bereits so definiert, daf8 (a)
und (c) fiir ¢ < gelten. Ist A eine positive ganze Zahl, so sei £(4) die
Menge aller Wiirfel aus /P, die Punkte aus A enthalten. Wiahlen wir
1 geniigend groB, so ist [2(A)] im Innern von [R4] enthalten. Die Um-
gebung von £(1)® ist dann ein M -Komplex, dessen Polyeder 4 im
Tnnern enthéilt und der Teilmenge von K ist. Bezeichnen wir ihn mit
Ry41, 5o erfilllt er also die Bedingungen (a) und (c). DaB die so kon-
struierte Folge Ry, K, ... den Durchschnitt A hat, folgt sofort daraus,
daB die Durchmesser der in §: enthaltenen Wiirfel bei wachsendem i
gegen 0 streben.

Tst A nulldimensional, so streben die Durchmesser der Komponen-
ten von [R¢] bei wachsendem ¢ gegen 0. Beriicksichtigh man, daB sich
je zwei Komponenten von [R] durch eine in EP\[R;] gelegene Mannig-
faltigkeit trennen lassen (K ist ja ein M -Komplex), so ergibt sich, daB
je zwei Punkte eines nulldimensionalen Kompaktums 4 durch eine in
BN\ A gelegene Mannigfaltigkeit getrennt werden kénnen. Fir Anwen-
dungen im folgenden Abschnitt bezeichnen wir dag Minimum der Ge-
schlechter aller Mannigfaltigheiten, die in E®\A enthalten sind und 4
zerlegen, mit 7(A4) (hierbei setzen wir voraus, dal A mindestens zwei
Punkte enthilt). Zur Veranschaulichung sei bemerkt, daf bei dex Antoine-
gchen Menge A die Zahl 7(4) gleich 1 ist.

6. Bewels modulo Hilfssatz 1. Wir haben zu jeder nulldimen-
gionalen abgeschlossenen Menge A eine Cantorsche Menge O anzugeben,
die sich nicht lagetren in A einbetten 146t Wegen des Satzes aus Ab-
schnitt 3 diirfen wir dabei voraussetzen, daB A kompakt ist. Zum Be-
weis zichen wir folgenden spiter zu beweisenden Hilfssatz 1 heran.

HrrssATz 1. Ist o, 0y 0z, ... 6906 gegen --oo strebende Folge vom
reellen Zahlen und By, s, Pay - eine Folge gamzer Zahlen, so gibt es eine
Folge G, Cy, Gy, ... von Komplewen, deren Polyeder Ci=[Ci] folgende
Eigenschaften haben:

(a) O:C 0iy (4 =2,38,..).
(b) O, ist zusammenhingend.

(e} 0 = F\ O st nulldimensional.
=1

(d) Ist K eine Komponente von Oi, so enthélt 0 ~ K mindestens zwei
Punkte (1 =1,2,38,..).
(8) Zu jedem Indew i gibt es einen Indem j, so dap

#(0)<ja wnd <(E~0)>p

icm

Zur Lage null- und eindimensionaler Punktmengen 7

gilt, wobei x(Cs) die Anzahl der Komponenten von C; bedeutet und K alle
Komponenten von Ci durchliuft. (v(K ~ O) wurde am Ende des vorigen
Abschwittes definiert.)

Zunidchst sei als Folgerung aus (a), (¢) und (d) vermerkt, daB O ein
perfektes nulldimensionales Kompaktum also eine Cantorsche Menge ist
(vgl. [9], Seite 58).

Es sel nun 4 ein nulldimensionales Kompaktum und K, &, &, ..-
eine fest gewdhlte Darstellungsfolge von 4. Wir setzen in Hilfssatz 1
Br=7y(R) (¥(RK) wurde im letzten Absehnitt definiert) und o =d77,
wobei d; das Maximum der Durchmesser aller Xomponenten von []
ist (j =1,2,3,..) und zeigen, daB sich die Menge C dann nicht lage-
treu in A einbetten 14B8t. :

Zu diesemn Zwecke nebmen wir an, es gibe einen Homdomorphis-
mus & von E?® auf sich mit h(C) C A. Es seien dann p und ¢ zwei ver-
schiedene Punkte aus € und g der Abstand zwischen h(p) und h(g).
Mit 4 bezeichnen wir nun einen beliebigen Index und wéhlen einen wei-
teren Index j so, daB die Bedingung (e) efiillt ist. Fiir jede Komponente
K von C; muB dann h(K ~ C) in einer Komponente von [f;] enthalten
gein, denn je zwei Komponenten von [R;] lassen sich durch eine in E¥\[R;]
gelegene Mannigfaltigkeit tremnen, deren Geschlecht hochstens gleich
v(Ry) = By ist, wihrend jede in E®\C gelegene Mannigfaltigkeit, die zwei
zur gleichen Komponente K von C; gehérende Punkte aus C trennt,
mindestens das Geschlecht (K ~ C) > ; hat. Es gibt also hdchstens
%(C;) Komponenten von [8;], die Punkte aus h(C) enthalten. Nun hat
jede Komponente von [R;] hochstens den Durchmesser &;. Da sich die
Punkte k(p) und k(g) nicht durch eine in E*\}(C) gelegene Mannigfaltig-
keit vom Geschlecht 0 trennen lassen (O ist ja zusammenhingend und
daher 7(0; ~ C) =1(0) > p, > 0), folgt hieraus

0 <x(0;)a}1<%.

Da das fiir alle ¢ gilt, folgt o = 0, was wegen h(p) + h(g) unméglich ist.
7. Verkettete Wiirfel. Es seien V' und V'’ die durch

o<&<T (i=1,2,3)

bzw. durch

0<<E<T, 0<&<T,

definierten Wiirfel und V =V’ v V”. In V betrachten wir die Punkte
BT (31 i@,
Pi=1525:9)s Pa-(‘z‘:is'z_)a P=\g5: 5! Pa=\g5 159
7 11 11 711
g5 = ) QA=(

7T 3 7 3 11
111=§:’2‘7147 92=§7§;'2f)7 PRI 915

T<&H<14

n)
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und die Streckenziige

J’ =[?1’P2]U[P271’a]u[1’37174];
J" =gy, 2] [¢as GBIV [gsy Gu]

SchlieBlich seien H’ bzw. H' die Vereinigungen aller in V gelegenen
Witrfel aus Y, die J’ bzw. J” schneiden (Abb. 1). o

Fs geien 6 und » ganze positive Zahlen. Wir setzen = (542}
und betrachten die Mengen ‘B und W®. Ist W ein beliebiger Wiirfel
aus 8%, so bezeichnen wir die Vereinigung aller
im Innern von W gelegenen Wiirfel aus 3% mit
W=, W* ist also ein mit W konzentrischer Wiirfel
der Kantenlinge »—1—2u-1 = éu~* Sind W, und
W, zwei benachbarte Wiirfel aus W, go gibt
es in M® genau & Paare von benachbarten Wiir-
feln W5, W¢ (i =1, ..., 6%, die zwischen W{ und

\ W liegen, bei denen also W} eine auf der Ober-

fliche von W# und Wi eine auf der Oberfliche

von W3 gelegene Seite hat (siehe Abb. 2). Zu
AN =N jedem i wihlen wir eine Ahnlichkeitsabbildung
2 s von E® auf sich, die V' in Wiund V" in WY

iiberfithrt. Die Menge hiH') bezeichnen wir dann _
als einen an W¥ angebrachten Henkel. Tbenso ist
he(H") ein an W¥ angebrachter Henkel. Auf diese
Weise selen fiir alle Paare Wy, W, von benach-
barten Wiirfeln aus 28” sowohl an Wi als auch
an Wi Henkel angebracht. Da es zu jedem Wiirfel 6 benachbarte Wiirfel
gibt, wird also jeder Wiirfel W* mit 66 Henkeln versehen, und zwar sind
an jeder Seite von W* genau 6 dieser Henkel angebracht.

Abb. 1

“Abb. 2

Ist W ein Wiirfel aus 3®, 5o sei die Vereinigung von W* mit den 66
angebrachten Henkeln mit W(6) bezeichnet. W (6) ist dann das Polyeder
eines’ 7u-Kompleges (Tp = Tv(642)). Ist & = {Wy, ..., Wa} ein »-Kom-
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plex, so sei R(5) der 7v(d--2)-Komplex, dessen Polyeder gleich Wy(é) v
U . v Wy(8) ist. [R(6)] zerfillt in die Komponenten W;(d), ..., Wa(d).

Wir betrachten nun einen Wiirfel W aus ®, den zugehérigen
Wiirfel W* und einen in W () an W* angebrachten Henkel H. Die Ver-
einigung H v W* ist im topologischen Sinne ein Volltorus. Ein einfach
geschlossenes Polygon, das in diesem Volltorus genau einmal umléuft,
wollen wir eine Seele des Henkels H nennen (siehe Abb. 3).

Nun seien W, und W, zwei benachbarte Wiirfel aus. ¥8%. Mit H} be-
zeichnen wir die an der W# zugekehrten Seite von W{ angebrachten
Henkel und mit k; eine Ahnlichkeitsabbiliung, die H' in H} iiberfihrt
(¢ =1, ..., 6. Die Mengen hi(H') = H{ sind dann die Henkel der Wi
zugewandten Seite von Wj. Wir nennen H; mit H;' verschlungen; spre-
chen wir von den Henkeln, durch die Wy(6) nnd W(d) miteinander ver-
kettet sind, so meinen wir damit diese Henkel Hi und Hi' (i =1, ..., 6*).
Diese Bezeichnungen sind anschaulich klar und werden durch folgende
Relationen zwischen den Verschlingungszahlen von Seelen gerechtfertigt:
Sind C% Seelen von H} und O Seelen von Hi (4 =1, ..., %), so gilt fiir
die Verschlingungszahlen (siehe Abschnitt 2)

0(C3, 07) = 8y

Zum Beweis betrachte man zuerst die Seelen €7 = hi(J’ v [Py, p.]) und
O = ha({J"" v [qa, ¢1]), Tlir die die Relationen sofort einzusehen sind und
beachte dann, daB je zwei Seelen des gleichen Henkels in Wy(d) bzw.
W,(8) homolog sind.

Es soll jetzt eine wichtige Eigenschaft der Komplexe R(4) bewiesen
werden. Dazu fithren wir folgende Bezeichnung ein: Sind W, und W,
zwei benachbarte Wiirfel aus irgendeinem Xomplex mit den Zentren
2, bzw. 2, und ist M eine Mannigfaltigkeit, die weder 2, noch z, enthils,
50 sagen wir, daB M zwischen 2 und 2, hindurchgehi, falls die Punkte
2, und 2, in verschiedenen Komponenten von (W, v W,)\M legen.

(Kroneckersymbol).
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HiLrssatz 2. Ist & ein Komplex, & eine positive Zahl und M eine
polyederartige Manmigfaliigheit, die zwischen den Zentren z und 2, zweier
benachbarter Wiirfel Wy, W, aus & h'mdwchgeht, die aber miemals zwischen
den Zentren zweier benachbarter Wiirfel aus K(8) n 8™ hindurchgeht
und keines dieser Zemtren enthilt, so hat M mindestens das Geschlechi 6.

Beweis. M ist ein endliches Polyeder, und wir diirfen voraussetzen,
daB M eine Triangulation 7' mit folgenden Bigenschaften besitzt: (a) Kein
Eckpunkt von T' liegt in einer Ebene, die eine Seite von Wy oder W,
enthilt., (b) Keine Kante von 7T schneidet eine Gerade, die eine Kante
von W, oder W, enthilt. (¢) Kein Dreieck von I’ enthilt einen Fekpunkt
von W, oder W,. (Das 148t gich durch eine beliebig kleine Verriickung
von M erreichen, bei der M alle vorausgesetzten Bigenschaften beibe-
hilt.) Die Komponenten von M ~ (Wy v W,) sind dann berandete zwei-
dimensionale Mannigfaltigkeiten, deren Randkurven auf der Oberfliche
von Wyw W, liegen.

Bs seien H; und HY (i =1, ..., 6%) die Henkel, durch die Wy(é) und
Wy(8) miteinander verkettet sind, wobei die Numerierung wieder so ge-
wihlt igt, daB jeweils Hi mit H}' verschlungen ist. Da M niemals zwi-
schen den Zentren zweier Wiirfel aus K(8) A R7“*® hindurchgeht, gibt
es Seelen 03 von Hj, die M nicht schneiden und mit 2, in derselben Kompo-
nente von (W, v W)\ M liegen. Ebenso gibt es Seelen €} von HY, diezu
M fremd sind und mit 2, in derselben Komponente von (WywW,)\ M liegen.

Es sei nun N eine Komponente von M ~ (W, v W,), die in W, v W,
die Punkte 2; und 2, voneinander trennt. Sind R,, ..., B, die Randkurven
von N, so kann man paarweise disjunkte zweidimensionale polyeder-
artige Zellen Dy} ..., Dy finden, so dal D; ~n (Wi v W,) = R; wird, und
die Menge M’ =N v D, v ... v D, ist eine zweidimensionale geschlossene
Mannigfaltigkeit, deren Geschlecht nicht grofer als das von M ist. Die
Seelen C7 und 0 liegen in verschiedenen Komponenten von F*\ M’, und
aus den Relationen

v(0%, 0F) = by
zwischen den Verschlingungszahlen folgt, daB die durch die Polygone
t und Cj représentierten Homologieklassen der Menge B\M unab-

héingig sind. Wire némlich etwa ¢f in F\M’' zu Z a0+ Z Bi0Y

homolog, 80 miilite 0f zu 2 o;0; homolog sein, da ja die Of in der

a,nder(.m Komponente von E“\M liegen. Diese Homologie gilte dann
auch in der (i enthaltenden Komponente von B\ M’ und erst recht in
F\07. Es wire also

Fi

52
(04, 0) = X acC%, 0%) = X asn(C4, 04) =0,

f=2 {2

icm
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Die Bettische Zahl von E¥\ M' kann also nicht kleiner als 26 sein. Nach
dem Alexanderschen Dualitéitssatz (siehe Abschnitt 2) ist die Bettische
Zahl von M’ ebenfalls nicht kleiner als 26%. Das Geschlecht von M’ und
damit auch das von M muB also mindestens gleich &2 sein. (Die Bettische
Zahl einer Mannigfaltigkeit ist ja gleich dem doppelten Geschlecht.)

Es sei noch bemerkt, daB bei ungeradem § alle Zentren von Wiirfeln
aus { auch Zentren gewisser Wiirfel aus &(J) sind.

8. Beweis des Hilfssatzes 1. Nach diesen Vorbereltungen ko6n-
nen wir nunmehr den Hilfssatz 1 beweisen. Es sei also a, ay, a3, -.. eine
.. eine
Folge ganzer Zahlen. Die Folge Gy, €,, €, ... soll schrittweise konstruiert
werden. Zuerst sei €, ein Komplex, der nur aus einem einzigen Wiirfel
besteht. Die weiteren Komplexe G, €, ... definieren wir, indem wir
sukzessive eine Folge &, < 8, < ... von ungeraden ganzen Zahlen ange-
ben und

Cis1 = Celde) ~ (i&mﬂ))
setzen. Wir nehmen jetzt an, @,..,C; (§>1) und damit &y, ..., -1
seien bereits festgelegt. Um &; zu definieren, betrachten wir den kleinsten
Index j, fiir den #(Ci) < ayf¢ wird (x(Cy) ist die Anzahl der Kompo-
nenten des Polyeders C; = [€4]). Sodamn sei d; eine beliebige ungerade
Zahl, die groBer als f; und im Falle 4> 2 nicht kleiner als &;—, ist.

DaB die Polyeder Uy, O, ... der 5o konstruierten Komplexe G, €, ...
die im Hilfssatz 1 mit (a), (b), (¢) und (d) bezeichneten Forderungen
erfiillen, ist unmittelbar klar. Weiterhin folgt aus der Konstruktion, daB
es zu jedem Index 4 einen Index j(i) gibt, fiir den gilt

#{(0) <% af(m 8> By

Es kommt jetzt darauf an, fiir die Folgende 0y, Oy, ... auch die
Eigenschaft (e) nachzuweisen. Es sei dazu ¢ ein Index und K eine Kom-
ponente von C;. Wir setzen j = j(i) und beweisen dann die geforderten
TUngleichungen

z

%(01) —-aj, ‘L’(Kr\ O)>ﬁj

Die erste dieser beiden Ungleichungen ist unmittelbare Folgerung
aus der Definition von j(i). Um die zweite Ungleichung zu verifizieren
ist zu zeigen, daB jede in E®\(K ~ C) gelegene Mannigfaltigkeit M, die
K ~ O zerlegt, mindestens das Geschlecht f;+1 hat. Nach dem Bing-
schen Approximationssatz fiir Mannigfaltigkeiten (siche [4]) dirfen wir
M als Polyeder voraussetzen. Fiir [ >4 sel & der Teilkomplex von €,


GUEST


12 H. G. Bothe

der aus allen in K enthaltenen Wiirfeln aus §; besteht. Offenbar ist
K —[f] und En 0= ﬁ [R]. Weiterhin gilt

Rirr = Kuld1) A Rgmwz)) .

Da die Zahlen &y, d,, &, ... alle ungerade sind, ist die Menge aller Zen-
tren von Wiirfeln aus & (I > 4) eine dichte Teilmenge von K ~ C. Hier-
aus und aus der Tatsache, da8 M von K ~ 0 einen positiven Abstand
hat, folgt die Existenz eines groften Index I, fiir den M zwischen den
Zentren zweier Witrfel aus &; hindurchgeht. Bin Blick auf den Hilis-
satz 2 zeigt, daB M mindestens das Geschlecht & haben muf. Aue
81> 0> B folgt dann das ersehnte Resultat.

II. DER EINDIMENSIONALE FALL

9. Knoten. Bs sei & die Menge aller zahmen einfach geschlossenen
orientierten Kurven. (Eine einfach geschlossene Kurve heiBt orientiert,
falls auf ihr ein Durchlaufungssinn ausgezeichnet ist. Zwei Kurven, die
gich durch ihre Orientierung unterscheiden, werden aly verschieden an-

gesehen.) Man nennt zwel Kurven C, und C, aus | gleichverknotet, falls

es einen Homoomorphismus von E3® auf sich gibt, der die Orientierung
von E? erhdlt und O, auf C, abbildet (unter Beriicksichtigung der auf
diesen Kurven ausgezeichneten Orientierungen). Der von einer Kurve ¢
aus & reprisentierte Knoten {C) ist die Menge aller mit O gleichver-
knoteten Kurven aus K. Jeder Knoten enthilt ein einfach geschlossenes
orientiertes Polygon; ja mehr noch, ist p(2) (0 <t < 1; p(0) =p(1)) eine
Parameterdarstellung einer Kurve aus & und ¢ eine positive Zahl, so
gibt es ein dazu gleichverknotetes Polygon mit eider Parameterdarstellung
(1) (0 <t <15 ¢(0) = ¢(1)), bei der der Abstand g(p (t), q(t)) stets kleiner
als ¢ ist (das folgt aus [11] Satz 1).

Um die PBrgebnisse der beiden Arbeiten [13] und [14] anwenden
zu kdnnen, betrachten wir auch die Knotentheorie in der dreidimensio-
nalen Sphire 88, wie sie diesen Arbeiten zugrundeliegt. Ts sei 7% das im
vierdimensionalen euklidischen Raum F* von den Punkten o = (0, 0, 0, 0),
p» =(1,0,0,0), ¢=(0,1,0,0), »=(0,0,1,0), s=(0,0,0,1) aufge-
spannte Simplex, 8* der Rand von T* und T® das von o, p, ¢, » auf-
gespannte dreidimensionale Simplex. Den Raum E® denken wir vermoge
(81 &2y &) (615 &5 &, 0) in B* eingebettet.

Wir betrachten die Menge K, aller einfach geschlossenen orientierten
Polygone in 8% Ahnlich wie oben nennen wir zwei Polygone P, und P,
aus & in 8% gleichverknotet, falls es einen semilinearen Homoomorphis-
mus von 8 auf sich gibt, der die Orientierung von §® erhilt und P, auf P,

icm
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abbildet (unter Beriicksichtigung der auf diesen Polygonen ausgezeich-
neten Orientierungen). (Ein Homoéomorphismus kb von einem Polyeder
auf ein Polyeder heilt semilinear, falls es (endliche) Simplizialzerlegun-
gen der Polyeder gibt, bei denen % eine simpliziale Abbildung ist.) Der
von einem Polygon P aus K, in 83 reprisentierte Knoten (PD> ist die
Menge aller mit P gleichverknoteten Polygone aus Ks. Ist » ein Knoten
in B3, so laft sich » durch ein in 7* gelegenes Polygon P repriisentieren.
Durch P wird auch ein Knoten »' von §° reprisentiert, und die Zu-
ordnung x->»' ist eine eineindeutige Abbildung der Menge aller Knoten
von E® auf die Menge aller Knoten von & (das folgt aus [12] Satz (6.1)
und [8] Seite 37 f.). Vermoge dieser Zuordnung lassen sich die Ergeb-
nisse aus [13] und [14], auf die wir in diesem und im =r#chsten
Abgchnitt verweisen werden, leicht auf die hier betrachteten Knoten im
E? ibertragen.

Bs sei Z® ein zur dreidimensionalen Vollkugel homgomorphes Po-
lyeder mit dem Rand S? und B ein in Z® verlaufender orientierter Strek-
kenzug, der mit 82 nur seinen Anfangs- und Endpunkt gemeinsam hat.
Wir nennen dann B eine Sehne von Z3. Ist B* ein in §2 gelegener Bogen,
der B zu einem einfach geschlossenen Polygon B v B* ergénzt, so ist
B v B* durch die Orientierung von B ebexfalls orientiert, und der Kno-
ten <(B v B*) in E® hingt nicht von der Auswahl des Bogens B* ab
(siehe [13] Satz 1). Wir nennen <(B v B*) den von B in Z8 repidsentierten
Knoten. Zwei Sehnen B, und B, von Z3 repirisentieren in Z® genau dann
den gleichen Kroten, falls es einen orientierungserhaltenden Homéo-
morphismus & von Z® auf sich gibt, der B, unter Beriicksichtigung der
Orientierung auf B, abbildet. Haben B, und B, den gleichen Anfangs-
punkt und den gleichen Endpunkt, so kann man h so wihlen, da8 alle
Punkte des Randes 8% von Z3 bei b festbleiben (siehe [13], Seite 15).

Es seien Z} und Z3 zwei zur Vollkugel homéomorphe Polyeder mit
den Rindern S} bzw. 83, so daB Z3 ~ Zs = 8; ~ 8 = D ein zur Kreis-
scheibe homdomorphes Polyeder ist. Ferner seien B, und B, zwei Sehnen
von Z3 bzw. Zs, wobei der Endpunkt von B, mit dem Arnfangspunkt
von B, iibereinstimmt und im Innern von D liegt, wiahrend der Anfangs-
punkt von B, und der Endpunkt von B, auBlerhalb D liegen. Dann ist
B =B, v B, eine Sehne von 23 = Z} U Z;. Reprisentieren B, bzw. B,
in Z3 bzw. Z3 den Knoten » bzw. ,, so hingt der von B in Z* repri-
gentierte Knoten » nur von x, und x, ab und wird als Produkt x, =, von
#, und x, bezeichnet (vgl. [13] insbesondere Seite 22). Diese Multipli-
kation wom Knoten macht die Menge aller Knoten zu einer reguléren
kommutativen Halbgruppe, in der der triviale Knoten (d.h. der von
Rande eines in E3 gelegenen Dreiecks représentierte Knoten) die Rolle
des Einselementes einnimmt. Aus der Xonstruktion des Produktes zweier
Knoten ergibt sich leicht die folgende Bemerkung:
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(A) Reprisentiert die Sehne B in Z3® den Knoten % und ist A ein be-
lichiger Knoten und & eine positive Zahl, so gibt es in der e-Umgebung
von B eine Sehne B’ von Z3, deren Anfangs- und Endpunkt mit dem An-
jangs- bew. Endpunkt von B cusammenfallen und die in Z* den Knoten
%- A reprdsentiert. :

Mit W, soll in Zukunft stets der durch 0 <& <1 (i=1,2,3) de-
finierte Binheitswiirfel bezeichnet werden. Die Menge der Punkte aus We,
die micht in der durch < é&<$ (1=1,2) definierten Menge liegen,
bilden ein zum Volltorus homdéomorphes Polyeder V. Unter einem Voll-
ring R verstehen wir ein Polyeder in 8¢, das mittels eines (bei passenden
Triangulationen von R und V) semilinearen Homoomorphismus auf V
abgebildet werden kann. Ein im Innern eines Vollringes B gelegenes
einfach geschlossenes orientiertes Polygon P heiBft Seele von R, falls es
eine semilineare Abbildung f des Binheitswiirfels We auf R mit folgenden
Eigenschaften gibt:

(2) Bs gilt f(p) =7(g) genaw dann, wenn p = (0, &, &) und ¢ =
= (1, &, &s)-

(b) Die Strecke [(0,%, %1, (1,%,4)] wird bei f auf P abgebildet. (Siehe
hierzu [14], § 6, insbesondere Hilfssatz 2.)

Jeder Vollring besitzt eine Seele, und die von den Seelen eines festen
Vollringes in §¢ représentierten Knoten unterscheiden sich hoehstens
durch ihre Orientierung (siehe [14], § 6 insbesondere Hilfssatz 1). Repri-
sentiert eine Seele eines Vollringes den Knoten x, so sagen. wir, daB »
von diesem Vollring reprisentiert wird. Zu jedem Knoten gibt es dann
einen reprisentierenden Vollring (siehe [14] § 10 Hilfssatz 1). Ein einfach
geschlossenes Polygon P heifit trivial in einem Vollring R gelegen, fally P
Secle von R ist oder falls es in R ein P enthaltendes zur Vollkugel ho-
moomorphes Polyeder gibt. Wir nennen einen Knoten w aus 88 schwdcher
verknotet als einen Knoten 2 aus 8* und schreiben x» < A4, falls » der tri-
viale Knoten ist und x s A gilt oder falls x nicht der triviale Knoten
ist und es einen  repriisentierenden Vollring gibt, der ein A repriisentie-
rendes Polygon nicht trivial im Innern enthélt. Die Relation < fithrt
in die Menge aller Knoten von §® eine teilweise Ordnung ein, d.h. sie
erfillt die folgenden Bedingungen: (a) es gilt niemals » < x; (b) aus
sty < %y UNA 2y < 25 folgh 2; < 5. (Siehe hierzu [14], § 13, wo die Defi-
nitionen nur unwesentlich von den hier ausgesprochenen abweichen.)
Gilt % = 4 oder unterscheiden gich die Knoten » und A nur durch die
“Orientierung oder gilt » < 4, so sagen wir, daB » nicht stirker als A ver-
knotet ist und schreiben » < A. Die Relation < hat folgende Bigenschaf-
ten: (') % < %; (b’) aus x < % und #y < wy folgt 2, < w5 (€7) AUE w0y <y
und # < % folgt, daB sich », und %, hochstens durch die Orientierung
unterscheiden. Die Relation » < A besteht genau dann, wenn es einen x

\
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reprisentierenden Vollring B und ein A reprisentierendes Polygon P gibt,
das im Innern von R nicht aber in einem in R enthaltenen zur Vollkugel
homgomorphen Polyeder liegt. Schlieflich notieren wir noch die folgende
Bemerkung (siehe [14], § 14):

(B) Ist A michi der triviale Knoten, so gilt stets x < xA.

Die go in die Menge aller Knoten von S eingefithrten Relationen
< und < tbernehmen wir gemif der oben angegebenen eineindeutigen
Beziehung in die Menge aller Knoten von EB.

10. Rohren. Bs sei W ein Wiirfel aus 23 (siche Abschn. 4) und
» > 2 eine ganze Zahl. Wir betrachten einen Teilkomplex R = {Wy, W,
«ery Wi} der v-Unterteilung {W}(’) des nur aus dem Wiirfel W bestehenden
Komplexes {W} mit folgenden Eigenschaften:

(a) Bs ist 7 >3, und alle Wiirfel W,,..., W, sind paarweise ver-
schieden.

(b) Wy und W, haben je genau eine auf der Oberfliche von W ge-
legene Seite D bzw. D', wihrend W,, ..., W,—; im Innern von W liegen.
(c¢) W; und Wyyy haben eine gemeinsame Seite (¢ =1, ..., r—1).

(@) Ist |i—j|>2, so gilt Wi~ W;=0. (Fir [i—j| =2 konnen
Wi und Wy hochstens eine gemeinsame Kante haben.)

TUnter diesen Voraussetzungen heilt das Polyeder [R] eine Rohre
von W. Genauer: R ist eine Rohre von W, falls es einen Komplex R
mit den oben angegebenen Eigenschaften gibt, dessen Polyeder gleich
R ist. Offenbar ist dieser Komplex R durch R eindeutig bestimmt, er
soll der ezur Riéhre R gehirénde Komplew genannt werden. Die beiden
Quadrate D und D’ heiBen Deckel von R (es ist stets D ~ D’ = 0). Sind
Myy ooy My die Mittelpunkte von Wy, ..., Wy und sind a bzw. b die Mittel-
punkte von D bzw. D', g0 nennen wir den Streckenzug

(@, my] v [myy Ml © i & [Myp_1y mr] © [y, B]

die Mittellinie der Rohre R. Offenbar ist diese Mittellinie durch R ein-
deutig bestimmtb. Versehen wir die Mittellinie von B mit einer Orientie-
rung, so wird sie zu einer Sehne von W. Eine Réhre von W, auf deren
Mittellinie eine Orientierung ausgezeichnet ist, goll orientierte Réhre von W
heiBen. Die Wiirfel des zu einer orientierten Rohre gehorenden Kom-
plexes sind auf natiirliche Weise angeordnet. Wir nennen den Deckel
einer orientierten Rohre R, der den Anfangspunkt der orientierten Mittel-
linie von B enthilt, den Eingang von R. Eine orientierte Rohre von W
reprisentiert in W einen Knoten, nimlich den von ibrer orientierten
Mittellinie in W reprisentierten Knoten. Ist ein beliebiger Knoten vor-
gegeben, 8o kann man in W offenbar eine diesen Knoten reprégentierende
orientierte Rohre finden, die sich sogar so wihlen 146t, dafl die End-


GUEST


16 H. &. Bothe
punkte ihrer Mittellinie die Mittelpunkte zweier vorgegebener Seiten
von W sind.

Tir spitere Anwendungen formulieren wir jetzt eine Reihe von
Shtzen fiber Rohren. Es sei W ein Wiirfel aus 98, R eine orientierte
Rohre in W mit dem Eingang D, die in W den Knoten x» reprisentieren
moge und L die Randkurve von D. Mit V bezeichnen wir die abgeschlos-
sene Hiille von W\R und mit P ein einfach geschlossenes orientiertes
Polygon in E*\V.

(A) Bs gilt » < (P oder es gibt in EP\V ein P enthaltendes zur Voll-

Fugel homdomorphes Polyeder.

(B) Ist P mit L verschlungen, so gilt » < (P). (Bei homologietheore-
tischen Betrachtungen — also insbesondere bei Aussagen iiber Verschlin-
gungen — lassen Wir stets etwa vorhandeme Orientierungen unbertick-
sichtigt.)

(C) Bs sei jetet R in W unverknotet (d.h. » sei trivial). Mit R = {W,,
wry Wi} bezeichnen wir den 2u R gehorenden Komplew, dessen Wiirfel in
der natiirlichen Rethenfolge numeriert seien. Schlieflich setzen wir Win Wiy
=8; (i =1, ..,7—1), S =D und S, =D’ (D' ist der von D werschiedene
Deckel von R). Ist damn fiir 1=1,...,7 O eine Sehne von Wi, die im
Mittelpunkt von Sy beginnt und im Mittelpunkt von S endet und die

"in W, den EKnoten u reprasentiert, so ist B = Oy © ... v Oy (mit der Orien-
tierung von S, nach 8y) eine Sehne von W, die in W den EKnoten s .. %
reprasentiert.

(D) Ist R in W wnverknotet und ist C eine auf dem Rande von R
verlaujende Sehne von ‘W, die die beiden Deckel von R verbindet, so ist auch
C in W wunverknotet.

Beim Beweis dieser Sitze diirfen wir offenbar voraussetzen, dafl
W und P und damit alle in Frage kommenden Mengen in dem im letzten
Abschnitt eingefiihrten Simplex T% = E? ~ §* liegen. Die in 8% gebildete
abgeschlossene Hiille von S*\V ist dann ein Vollring R* der in §* den
Knoten x reprisentiert. Um das einzusehen zerlege man R* durch die
beiden Deckel D und D’ von R in die beiden zur Vollkugel homdomor-
Phen Polyeder B und 8"\ W und bemerke, daB die Mittellinie von R eine
in R unverknotete Sehne ist (siche [14] Seite 157f.). Um (A) zu beweisen,
nehmen wir % < ¢P) an. Dann muBl P trivial in R* liegen ohne Seele
von R* zu sein. Es gibt also in 8%\V ein zur Vollkugel hom&omorphes
Polyeder, das P enthilt. Hierauf ist es leicht, ein ebensolches Polyeder
in BV zu konstruieren. Zum Beweis von (B) vermerken wir, daB L
Meridiankurve von R* ist und wegen [14], Seite 172, Hilfssatz 2 die Ord-
nung von R* bzgl. P nicht 0 sein kann. Die Behauptung folgt dann so-
fort aus (A) und [14], Seite 171, Satz 1. Wir heweisen (C): Auf Grund
der Definition des Produktes von Knoten reprisentiert die Sehne B in R

icm
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den Knoten s, ...%. Man wende nun den in [14] auf Seite 162 stehen-
den Hilfssatz 5 an. Die Behauptung (D) schlieBlich ist eine leichte Fol-
gerung aus [14], Seite 160, Hilfssatz 3.

11. Die Riohren R.x) und die Mengen A (x* u*). Zu jedem
Knoten x wahlen wir im Einheitswiirfel W, eine orientierte Rohre Re(x),
die in W, den Knoten x» reprisentiert und deren orientierte Mittellinie
den Anfangspunkt ¢ = (0, %, #) und den Endpunkt b = (1, %, 1) besitat.
Diese getroffene Wahl wird in Zukunft beibebalten, so daB bei vorge-.
gebenem x die orientierte Rohre Re(x) wohldefiniert ist. Wir fithren noch
eine Reihe weiterer Bezeichnungen ein:

v(%) ist die Zahl, fir die der zu Re(x) gehdérende Komplex »(x)-Kom-
plex ist. :

Do) ist der Bingang von Re(x).

Le(x) ist die Randkurve des Quadrates De(x).

Ve(x) ist die abgeschlossene Hiille von Wo\Re(x).

Es sei nun W ein Wiirfel aus 3", Wir betrachten den Komplex
{W}® = {W,, ..., Wer}, wobei die Numerierang der Wirfel so vorge-
nommen sei, daB Wy und W das gleiche Zentrum besitzen, wihrend jeder
der Wiirfel W,, ..., W, mit W, eine gemeinsame Seite hat. Fiir¢ =2, ..., 7
wihlen wir eine Ahnlichkeitsabbildung f; des Raumes E* auf sich, die
W, so auf Wi abbildet, daB die durch & =0 bestimmte Seite von W,
in die gemeinsame Seite von W; und W, iibergeht. Wir setzen:

7 27
W) = U V) v U e

Diese Konstruktion denken wir fiir jeden in irgendeiner Menge I8 ge-
legenen Wiirfel W und jeden Knoten x ausgefithrt, so da8 bei Vorgabe
von W und x» die Menge W (x) eindeutig bestimmt ist. Gehort W zu ",
80 ist W(x) das Polyeder eines 3- - »(x)-Komplexes. Fiir einen beliebi-
gen v-Komplex & = {W,, ..., Wi} und einen beliebigen Knoten » defi-
nieren wir K(x) als denjenigen 3-v-»(»)-Komplex, dessen Polyeder mit

(r)

8
{U Wi(x) iibereinstimmt.
fml

Zu jeder Folge s, ..., #, von Knoten und jeder Folge iy, ..., s VoD
positiven ganzen Zahlen definieren wir einen Xomplex (%, ..., %}
Y1y oeey Bn) indem wir setzen:

A= {We} 3
W5 i) = (A) (1)
W, o o i) = (W5 1)) () 5
WCrtay e i 1y vy in) = (L Fnmss iy cons b)) ()

Fundamenta Mathematicae, T LVIII ’ 2
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Das Polyeder [A(ryy ooy #nj fay ooy fon)] ‘bezeichnep wir mit A(zl,...., o
By ooy ) ISt ¥ = (00 Gy orr) irgeneine unendliche Folge so sei stets

af = (ay, G5 -, @) gesetzt. Wir betrachten nun eine unendliche Folge »*
von Knoten und eine unendliche Folge u* positiver ganzer Zahlen.
Es sei dann

o0
A pt) = D AC; 4)-

Zur Abkiirzung beniitzen wir noch folgende Bezeichnungen:

AQstgy ey sty 1,1, 0y 1) = A (%1 ooy %n)
Wty ey %05 1y 1y ey 1) = W(otgy oony %n)
A(x*y 1,1, ...) =A(x%).
Es ist also
Wy ooy 2i42) = (QI("J.’ ey "i))(%i+1) .

Wie aus [6] Absehn. 4 hervorgeht, sind die Mengen 4 (x*; p¥) ein-
dimensionale Kontinua. Wenn man berficksichtigt, daf A (x*; u*) die
Kanten aller zu einem der Komplexe A (xf; »}) gehorenden Wiirfel ent-
hiilt, erkennt man leicht, daB A (»*; u*) keine offene in die Ebene ein-
bettbare Teilmenge enthilt und damit (siehe {3]) zur Sierpinskischen
‘Universalkurve homéomorph sein muf.

Zum SchluB dieses Abschnittes fiihren wir noch die folgende Be-
merkung fiber die Polyeder W(x) an:

(A) Sind m wnd m' die Mittalpunlte zweier Seiten des Wiirfels W,
so gibt es in W eine 2u W (x) fremde Sehne, dic m mit m' verbindet und
in W den Enoten x-x' reprisentiert, wobei »' der durch Umkehrung der
Orientierung aus » hervorgehende Knoten ist.

12. Einbettung in A (x*; u*). Ziel dieses Abschnittes ist es, den
folgenden Satz zu beweisen:

SATZ. Zu jedem eindimensionalen Kompakium A kann man eine
EKnotenfolge x* und eine Folge u* von positiven gamzen Zahlen so bestim-
men, daf sich A lagetrew in A(x*; u*) einbetten lift, wobei diese Iin-
bettung sogar so vorgenommen werden kann, daf das Bild von A ganz im
Innern des Bimhestswiirfels W, liegt.

Beweis. (1) Es sei W Wiirfel eines »-Komplexes, o’ und b’ die
Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Seiten von W und ¢ eine Ahn-
lichkeitsabbildung von E* auf sich, die den Binheitswiirfel W, auf W
abbildet, wobei die Punkte a = (0, }, 3) und b = (1, %, }) in o’ bzw. ¥’
iibergehen. Weiter sei X ein Kompaktum, das von o’ und b’ mindestens

den Abstand (6¥)7' Y2 hat und B eine von o' nach b’ verlaufende Sehne.
von W, die zu X punktiremd ist. Ist dann = der von B in W reprisen-

icm
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tie;'te Knoten und A ein beliebiger Knoten, so gibt es einen Homéomor-
phismus f von E?* auf sich mit folgenden Eigenschaften:

(2) peEAW.
(Hieraus folgt /(W) =W und p{f{q), g) < ¥/3» fiir alle Punkte g.)
(b) HE) A W C gVl 1)) '

Hp)=p fir alle

Um das zu beweisen, darf man sich offenbar auf den Fall W = We,
v=1, ¢’ =a, V' =0D0, p = Identitit beschrinken. B sei jetzt also eine
von ¢ nach b verlaufende Sehne von W,, die zu X fremd ist und in W,
den Knoten » reprisentiert. Nach der Bemerkung (A) aus Abschnitt 9
gibt es auch eine zu X fremde von @ nach b laufende Sehne von We,
die in W, den Knoten x- A reprisentiert. Wir kénnen also einen Homéo-
morphismus f; von W, anf sich finden, der alle Randpunkte von W,
festliBt und diese Sehne auf die orientierte Mittellinie der Rohre Re(x- )
abbildet. Die auf dem Rande von W, gelegenen Punkte der Menge f,(X)
sind, da sie von o und b mindestens den Abstand }/2/6 haben, in V(x- 1)
enthalten. Es ist daher leicht, cinen Hom&omorphismus 7, von W, auf
sich zu finden, der die Randpunkte von W, festldft und 7,(X) aus R.(»- 1)
pherausdrickt”. Setzt man f(p) = fofi(p) fiir p ¢ W. und f(p) =p sonst,
so hat f alle geforderten Eigenschaften. .

(2) Bs sel & = {Wy, ..., W,} ein v-Komplex, und fiir 1 <4 <» be-
zeichnen wir mit W] den mit W; konzentrischen Wiirfel der 3-Unter-
teilung & von K. Ist dann X ein eindimensionales in []] enthaltenes
Kompaktum, das keinen inneren Punkt eines der Wiirfel W; enthilt
und das von den Mittelpunkten der Seiten der Wiirfel aus & minde-
stens den Abstand (6-3-»)™" /2 hat, so gibt es einen Knoten » und einen
Homdomorphismus g von E® auf sich mit den folgenden Eigenschaften:

(a) g(p)=p fir peB\[K]L
(b) g(W)y=W fiir alle Wiirtel W aus &%,
(c) g(X) C[R()]

Wegen (a) und (b) gilt o{g(q), g) < (3»)"'Y/3 fir alle Punkte g¢.

Zum Beweis wihlen wir in jedem Wiirfel W aus &, der mit einem
der ,,Zentralwiirfel” W; genau eine Seite S gemeinsam hat, eine zu X
fremde Sehne B, die vom Mittelpunkt der Seite S zum Mittelpunkt der 8
gegeniiberliegenden Seite von W verlduft. (Da X ein eindimensionales
Kompaktum ist, muB nach [1], Seite 208, die Menge W\X zusammen-
hingend sein, so daf Sehnen der genanunten Art tatsichlich existieren.)
Es sel » das Produkt aller von diesen Sehnen B in den zugehérigen Wiir-
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feln W repriisentierten Knoten. Ist W einer _dieser‘ Wiirfel, ‘so gilt
W A[8(x)] = q)W(Vg(n)), wobei @, eine Ahn]ichkeltsabblldur‘lg von E3 auf
gich ist, die W, auf W so abbildet, dal der Punkt (0, 1, 1) in den Mittel-
punkt der Seite 8 von W iibergeht. Dann geht [8(x)] aus [:R] dadurch
hervor, daf man aus [K] alle inneren Punkte der Wiirfel Wi (¢ =1, ...,7)
entfernt und die oben mit W bezeichneten Wiirfel durch die Mengen
@{Ve(x) ersetzt. Wir wenden jetzt auf jeden dieser Wiirfel W, seine
Sehne B und den Knoten x die unter (1) bewiesene Tatsache an und
erhalten so Homdomorphismen, die jeweils nur die Punkte eines der
Wiirfel W verriicken und dabei den in W gelegenen Teil von X in
die Menge ¢,/ (Ve(x)) = W ~[R()] hineindriicken. Das Produkt g aller
dieser Homgomorphismen hat dann -offenbar die geforderten Rigen-
schaften. .

(8) Es sei & = {W,,..., Wi} ein »-Komplex und W; wieder der
mit W; konzentrische Wiirfel aus &% (1 < ¢ <7). Ist dann X ein in []]
enthaltenes eindimengionales Kompaktum, so gibt es einen Homéomor-
phismus » von E® auf sich mit folgenden Rigenschaften:

(a) R([R]) =[$]-
(b) ME)AW;=0 (i=1,..,1).

(¢) Ist m der Mittelpunkt einer Seite eines Wiirfels aus &% so hat h(X)_

von m mindestens den Abstand (6:3-»)""Y/2.

(d) Fir alle Punkte p aus E* gilt

e(h(p), p) <V3v1.

Da X in [R]] nirgends dicht liegt, kann man zunichst einen Hombo-
morphismus &, von E® auf sich finden, der auBerhalb [R] die identische
Abbildung ist, jeden Wiirfel aus & unter Festhaltung der Randpunkte
auf sich abbildet und die Wiirfel W} von Punkten der Menge X befreit.
Sodann schlage man um jeden Seitenmittelpunkt m eines jeden Wiirfels
aus | eine abgeschlossene Vollkugel K(m) vom Radius (6-3-9)"'}/2.
Diese Kugeln sind paarweise disjunkt und die einzige Seitenfliiche eines
Wiirtels aus I8°? die von der Kugel K (m) geschnitten wird, ist die Seite
Spm mit dem Zentrum m. Da hy(X) ein eindimensionales Kompalktum ist,
kann 7y(X) ~'Sp in Spm nirgends dicht liegen. Indem man fiix jedes m
die in K(m) gelegenen Punkte von %,(X) von einem nahe bei m gele-
genen Punkt der Menge Sm\h.(X) ausgehend geradlinig aus K (m) heraus-
driickt, erhilt man leicht einen Hom&omorphismus h, von E? auf sich,
der die Wiirfel aus 3™ auf sich' abbildet und alle Kugeln K(m) von
-Punkten aus hy(X) befreit. Der Homdomorphismus h = hyh, hat dann
alle geforderten Eigenschaften.

e ©

(4) Wendet man (3) und (2) nacheinander an, so ergibt sich:
Ist & ein »-Komplex und X ein in [R] gelegenes eindimensionales

Kompaktum, so gibt es einen Knoten x und einen Homoéomorphismus I
von E? guf sich mit folgenden Eigenschaften:

@ UX) C[R(=)],
(b) e(lp),p) <3vt fir alle p.-

(5) Wird eine Folge 1,1, I, ... von Hombomorphismen des E® auf
sich schrittweise konstruiert, so da8 zuerst 7,, dann I, , dann I usw. fest-
gelegt werden, 5o kann man jeweils nach Festlegung von I, vy it eine
positive Zahl &, die von 1, ..., s abhiingt, mit folgenden Eigenschaften
auswéhlen: Gilt fir alle ¢ und alle Punkte p stets elia(p), ) < &, 80
konvergiert die Folge %¢ = l;%;_y ... l, von Homdomorphismen gegen einen
Homgomorphismus % von E* auf sich. ,

Diese Bemerkung, deren Beweis man etwa in [5], Seite 443, findet,
gestattet es, den Beweis des Satzes rasch zum Ende zu fiihren. Zunichst
sei I, ein Homdomorphismus von E® auf sich, der A ing Innere von W,

~tiberfiihrt. Sodann sei- & gem#B der soeben gemachten Bemerkung fest-

gelegt. Wir wihlen u; > 367" und wenden (4) auf den Fall & = {W.}*,
X =1(4) an. So erhalten wir einen Knoten #, und einen Homoomor-
phismus I, der die Punkte von F* um hochstens e verrickt und 7,(4)
in A(w; ) abbildet. Nun legen wir &, fest und wihlen- u, 50 groB, daB
die Kantenlinge der Wiirfel ans ((; 4))*? nicht groBer als 4 wird.
Eine Anwendung von (4) auf den Fall & = (W(r; 1)), X =11(4)
ergibt einen Knoten x, und einen Homdomoerphismus Iy, der keinen
Punkt um mehr als &, verriickt und der L,L(4) in A (s, %5 1, po) ab-
bildet. So fortfahrend erhalten wir Folgen x* = (s, #a, ...), p* = (4, oy o)
und 4, b, ..., wobei die Homdomorphismen % =1;...0, (1 =1,2,...) ge-

. gen eihen Homoomorphismus % von E? auf sich konvergieren, der A in

A (=*; u*) einbettet. Wihlen wir die Zahlen &, &, ... geniigend klein, so
liegt %(4) im Innern von W,.

13. Ein Hilfssatz. Ziel dieses Abschnittes ist es, den folgenden
Hilfssatz zu beweisen: ‘ .

HriwrssAtz 3. Fir jede endliche Knotenfolge sy, ..., #n 868 h (34 .y #n)
die Anzahl der eindimensionalen Homologieklassen des Polyeders A (s, ..., #z)
d.h. die Ordnung der Gruppe H(A(xy, ..., #a)) (vgl. Abschn. 2). Ist dann
(%1, %5, ...) = %* eine umendliche Folge von Enoten mit der Eigemschaft
< %< .. und sind Cy, ..., Ot in EN\A(x*) gelegeme zahme einfach ge-
schlossene orientierte Kurven, so folgt aus t> h(xs) und xsi1 L <Oy vy
#es1 & <O, dapB zwei der Kurven Oy, ..., Ot (als eindimensionale Zyklen
betrachiet) in E3\A (x*) homolog sein miissen (s ist hierbei irgendein fester
Index). (Wegen der Bezeichnungen siehe Abschn. 11.)
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Beim Beweis dieses Hilfssatzes wird sich die folgende spiter ange-
wandte Bemerkung ergeben:

In A(x*) gibt es ein emfaah geschlossenes Polygon L mit der Higen-
schaft, dafp jede in FP\A (x*) gelegene zahme einfach geschlossene orientierte
Kurve, die mit L verschlungen ist, ver knotet sein muf.

The wir den Hilfssatz 3 beweisen, fithren wir zunfichst eini'ge Be-
zeichnungen ein und beweisen dann drei mit (A), (B) bzw. (C) bezeichnete

Behauptungen. ’ .
WiE im Hilfssatz sei #* = (%, %, ...) eine unendliche Knotenfolge mit

der Eigenschaft #; < % < ... Wir setzen zur Abkiirzung

Ay = {We}, Wi =ACF) (1=1,2,..),
A, =[] (=1,2,.),
=A(M*)=ﬁAi,

]

Bei dieser Definition wird Wirs = Wa(xs) (vgl. Abschn. 11). Die Wiirfel
aus AP, die mit keinem Wiirfel aus 2; konzentrisch sind und die nicht
in Ay enthalten sind, sollen mit Wl, mm bezeichnet werden. Hrin-
nert man sich an den im Abschnitt 11 beschrlebenen Ubergang von Us
zu Wiy = Wi(2r), 50 sieht man, dab jeder Wiirfel W aus U; genau 6 der
Wiirfel W5 enthilt; es sind das gerade die in W enthzmltenen Wiirfel
aus AP, die mit dem zu W konzentrischen Wiirfel W* aus AP genan
eine Seite gememsa.m haben. Beim Ubergang von 4;’ zn Ay werden
die Wiirfel W durch Mengen (pk( o(#1)) ersetzt, wobei @5 eine Ahnlich-
keitsabbildung von E® auf sich ist, die W, auf Wi abbildet und dabei
die durch £ =0 definierte Seite von W, in die gemeinsame Seite von
Wi und W* iiberfithrt. Bs gilt also

Win A =@i{Ve(m) (6=1,2,.5%
Wir filhren folgende Bezeichnungen ein:
Ri = gt(Re(xe)), Vi = gk(Ve(s)
Di, = ¢h(Delm)),  Li = ph(Le(x4)) -
(Siehe Abschn. 11.) Die D} sind paarweise disjunkte Quadrate mit den
Riéndern Li.
(A) Bs sei K ein zur Vollkugel homdomorphes Polyeder, §* der
Rand von K, J ein auf 8 gelegenes einfach geschlossenes Polygon und
F ein zur Kreisscheibe homéomorphes Polyeder mit der Randkurve o,

das mit Ausnahme von J ganz im Innern von K liegt. Ferner sei P ein
im Innern von K verlaufendes einfach geschlossenes orientiertes Polygon,

=1,..,7().
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das F schneidet. Die Menge K\F zerfillt dann in zwei Komponenten
K, und K,. Ist ¢ eine positive Zahl, so gibt es ein einfach geschlossenes
orientiertes Polygon P’ mit folgenden Eigenschaften: (a) P' C Ky; (b) <P*>
=(P); (e) ist U(F) die s-Umgebung von F, so gilt P’ n A (E\TE))
=P~ (E\UL(F)). )

Um das zu beweisen, bemerke man zunéchst, dal es einen Homéo-
morphismus von E* auf sich gibt, der die abgeschlossene Hiille K, von
K, auf einen Wiirfel und F auf eine Seite dieses Wiirfels abbildet
_(siehe [8], Satz 1, Seite 22). Man braucht die Behauptung also nur unter
der Vora,ussetzung zu beweisen, daB K, ein Wiirfel und # eine Seite
vou K, ist. In diesem Falle ist der Beweis jedoch ganz einfach.

(B) Essei C eine zahme in EANA gelegene einfach geschlossene orien-
tierte Kurve, die mit einem PolygonLko verschlungen ist. Dann gilt ;< (0.

Beim Beweis diirfen wir voraussetzen, daB fiir > i, stets x < <K<0>
gilt, denn aus s < <O und »;, < # folgt ja sofort x, < {C». AuBerdem
dtrfen wir voraussetzen, daB C ein Polygon ist, dessen Eckpunkte nur
irrationale Koordinaten besitzen (siche Abschn. 9).

Wir definieren vier Mengen P; D B, 2 PBs D P, einfach geschlossener
orientierter Polygone:

P, ist die Menge aller orientierten einfach geschlossenen Polygone P

. in E* . A, deren Eckpunkte nur irrationale Koordinaten besitzen und fiie

die <P) =<C> und »(P, Ik o) =1 gilt.

Zu jedem P aus P, gibt es eine groBie Zahl n(P), fir die P ~ Aupy # 0
ist. Bs sel » =minn(P) (PeP,). Da P mit dem Polygon L ver-
schlungen ist, muB P das von L berandete Quadrat D schneiden,
und # kann nicht kleiner als 4, sein.

P, ist die Menge aller P aus P, mit n(P) = n.

Ist P aus P,, so gilt Pnd,+#0, P dpy =0, 50 daB P einen
der Wiirfel W% schneiden muB. Mit m(P) sei die Anzahl dieser von P
geschnittenen Wiirfel W7 bezeichnet. Wir setzen m — minm (P) (P eP,).

P, sel die Menge aller P aus B, mit m(P) =

Nun wihlen wir irgendeinen der Wiirfel W%, dle von einem zu P,
gehorenden Polygon geschnitten werden, aus und bezeichnen ihn mit W.

B, ist dann die Menge aller P aus P; mit P ~ W 0.

Man sieht sofort, daBi die Mengen Py, Pu, Bs und P, nicht leer sind.
Wie schon oben bemerkt gilt auBerdem = > 4,. Wir wollen jetzt die
Gleichung n = 4, beweisen. Das soll indirekt geschehen. Wir nehmen alsc
7 >4 an und leiten- daraus einen Widerspruch her.

Die Zahl % sei der Index, fiir den W = W3 wird. Zur Abkurzu.ug
setzen wir V. =7V%, B = R} und D = D%. Mit D’ bezeichnen wir den
von D verschiedenen Deckel der Rohre R. Ist P ein Polygon aus P, so
gilt 0 # P ~ W (. R. Da P die Menge Dy, schneidet, muB P auch einen
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der Deckel D oder D’ schneiden, und da die Eckpunkte von P nur irra-
tionale Koordinaten besitzen, besteht der Durchschnitt P ~ (D v D) aus
endlich vielen Punkten. Bs sei nun P aus P, so gewihlt, daB die Anzahl
der Punkte in P ~ (D v D) moglichst klein ist. Wir nehmen im folgen-
den an, daB P den Deckel D schneidet. Wird D’ von P geschnitten, so
verliuft der Beweis ganz analog.
Aus n > i, folgt (nach der am Anfang des Beweiges gemachtel}\ Vor-
aussetzung) #n < (0) = (P). Da die Rohre R (bei passender Orientie-
rung) in W den Knoten », reprisentiert, gibt es wegen der Bgmerkung (A)
aus Abschn. 10 ein in ES\V gelegenes zur Vollkugel homoomorphes Po-
lyeder K, das P im Innern enthélt. Der Rand von K sei mit 82 bezeichnet.
Wir denken K so gewihlt, daf die Eckpunkte von §* (bei einer passen-
den Triangulierung) nur irrationale Koordinaten besitzen. Hieraus folgt,
dab 82 ~ D aus endlich vielen paarweise disjunkten einfach geschlosse-
nen Polygonen besteht. Wir denken K zudem so gewihlt, daB die An-
zah! der Komponenten von 82 ~ D moglichst klein wird. Aus D~ P #0
folgt sofort D ~ 82 0. Mit J bezeichnen wir eine Komponente von
D A 82, die so gewdhlt ist, daB die von J berandete einfach zusammen-
tisngende Komponente I von D\J keinen Punkt von 82 enthilt. Dieé
Menge F = I u J ist dann ein zur Kreisscheibe homdomorphes Polyeder
mit der Randkurve J. Aus der Tatsache, daB 8% ~ D aus moglichst we-
pigen Komponenten besteht, folgt leicht, daB I im Innern von K liegt
und F ~ P nicht leer ist. Bs seien K, und K, die beiden Komponenten
von E\F und P;=P ~K; (i=1,2). Da P mit Li, verschlungen ist,
muB P mit dem von LE berandeten Quadrat DR (das wegen n > i, zu D
.fremd ist) eine ungerade Anzahl von Punkten gemeinsam haben (da die
Koordinaten der Eckpunkte von P irrational sind, liegt kein Eckpunkt
von P auf der D2 enthaltenden Ebene). Es mufl also fiir einen Index
$=1,2 die Menge P; D aus einer ungeraden Anzahl von Punkten
bestehen. Wir denken die Bezeichnungen so gewahlt, daf das fiir ¢ =1
eintritt. Die positive Zahl ¢ sei so klein gewihlt, da8 die e-Umgebung
"U(F) von F zu Df fremd ist, in EP\Anys liegh und die Bedingung
U(F)~D ~ K =T erfiillt. Nun wenden wir die im Teil (A) dieses Be-
weises bewiesene Behauptung an und erhalten so ein einfach geschlosse-
nes Polygon P’, das man offenbar so wihlen kann, daB alle seine Eck-
punkte nur irrationale Koordinaten besitzen. Da U, (¥) zu D fremd ist,
gilt P’ ~ D% = P, ~ Di3, 50 daB P’ mit Lj, verschlungen ist. AuBerdem
gilt P’ C B\ An4q, und P’ schneidet mur solche Wiirfel W%, die auch
von P geschnitten werden. Daraus folgt P’'e%,. Da beim TUbergang
von P zu P’ die in F gelegenen Schnittpunkte von P und D verschwun-
den sind, neue Schnittpunkte wegen U,(F).D ~ K =F nicht hinzu-
kamen, muB8 P’ (D v D) weniger Punkte als P ~ (D v D’) enthalten,
was einen Widerspruch zur Auswahl von P dirstellt.
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Damit ist die Gleichung n = 4, bewiesen. Es gibt also ein einfach
geschlossenes orientiertes Polygon P mit folgenden Eigenschaften:
P C E® Ajpur; (PY =<0 v(P,L2)=1. Nun 1iBt sich der Beweis der
Behauptung (B) rasch beenden; Wir betrachten den Wiirfel W, die
Réhre RY und die Menge V. Die Rohre R repriisentiert bei passender
Orientierung in W1 den Knoten #;,. Da P in BNV liegt (V5 ist ja in
Ay enthalten) und mit L verschlungen ist, braucht man nur die Be-
merkung (B) aus Abschn. 10 anzuwenden, um das gewiinschte Resultat
%, < (P> = (C) zu erhalten.

Mit diesem Beweis ist die im AnschluB an den Hilfssatz 3 gemachte
Bemerkung bereits bewiesen, denn fiir 4,> 1 ist x;, sicher nicht der fri-
viale Kunoten (es gilb ja -1 << #z,).

(C) Fiir jeden Index ¢ kann man aus der Menge @ aller Zyklen
L} (1 <k <r(9) eine Teilmenge £° so auswahlen, daB fir jeden Index
n>2 die Menge £'u...u £"" eine Homologiebasis von 4, bildet.

Beweis. Wir betrachten das Polyeder

1<k<r(d)

das aus A, durch Vereinigung mit allen nicht schon in 4, enthaltenen
Quadraten D} hervorgeht. Man sieht leicht, daB die beschrinkten Kom-
ponenten von E3\ A% zur offenen Vollkugel homgomorph sind, wihrend
die unbeschrinkte Komponente von E*\A7 zum Komplement einer ab-
geschlossenen Vollkugel homéomorph ist, so daf die eindimensionale
Homologiegruppe von E\ A3 nur aus dem Nullelement besteht. Hieraus
ergibt sich, daB jeder in E3\A, gelegene und in dieser Menge nicht null-
homologe Zyklus mit einem der Zyklen Lf (1 <i<mn; 1<k<r(i)) ver-
schlungen sein muB. Aus dem was in Abschnitt 2 {iber duale Basen gesagh
wurde, folgt leicht, daf’ v ... u 03! eine Homologiebasis von 4, enthal-
ten mufB. Dus gilt insbesondere fir # = 2, so dal wir aus £5 eine Homo-
logiebasis & von A, auswdhlen konnen. Indem wir nun benutzen, da
£3 U 2% sine Homologiebasis von A4, enthilt, konnen wir £' durch eine
Teilmenge £® von €} zu einer Homologiebasis von 4; erginzen. So fort-
fahrend erhalten wir sukzessive die Mengen £° mit den geforderten
Eigenschaften.

Wir kommen nun zum Beweis des Hilfssatzes 3. Dieser Beweis wird
gefithrt sein, wenn wir zeigen konnen, daB jede der Kurven O, ..., Ct
in E3\A(x*) zu einem in E3\ A (x}) enthaltenen Zyklus homolog ist, denn
nach dem Dualititssatz ist die Ordnung von H (E\A(x})) gleich der
Ordnung von H (A(x:)) also gleich %{x%) und damit kleiner als 7. Es sei
m eine Zahl, fiir die alle Kurven O, ..., C; in FE*\A(x}) liegen. Dabei
diirfen wir m > 8 annehmen, Aus (B) schlieBen wir, da8 fiir ¢ > § keiner
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der Zyklen 0, ..., Cs mit einem Zyklus Ik l<k< r(@')) verschlungen ist.
Wir betrachten nun die in (C) konstruierte Homologiebasis £ v ... v £ U
U@ UL UL™ von A(xh) = Amya. Der erste Abschnitt 8 v ... 87 ist
eine Homologiebasis von Agy, = A (#f). Da keiner der Zyklen O, ..., C;
mit einem Zyklus aus £ o ... u &™ verschlungen ist, kénnen wir un-
mittelbar die am SchluB des Abschnittes 2 gemachte Bemerkung anwen-
den und erhalten, daB die Zyklen Cj, ..., C¢ in B\ A (x) und damit erst
recht in BN\A (»*) zu Zyklen aus B*\ A4 (»F) homolog sind.
14. Unterteilungen von Réhren. Wir betrachten eine Rohre R
im Binheitswiirfel W, mit dem zugehérenden Komplex R = {Wy, ..., W},
dessen Wiirfel so numeriert seien, da jeweils W; und Wi, eine gemein-
same Seite haben (1 =1, ..,7—1). Es sei R ein »-Komplex. Wir be-
trachten ein Vielfaches o = u-» von ». Unser Ziel ist es, die Rohre B
in einfacher Weise in u* RoOhren zu zerlegen, deren zugehdrende Kom-
plexe g-Komplexe sind und die R durchlaufen, d.h. die beiden Deckel
von R miteinander verbinden. Dazu bezeichnen wir die gemeinsame
Seite Wy~ Wiy, von W; und Wiy, mit S; und den in W, bzw. W, ent-
haltenen Deckel von B mit S, bzw. S;. In {W,}(“) zerfillt jedes der Qua-
drate S; in p? Teilquadrate der Kantenlinge 1/o. Die Mittelpunkte dieser
Teilquadrate, in die §; zerfillt, seien mit m; bezeichnet (i =0, ...,7;
j=1,..,m2). Falls §;_, und §; nicht gegeniiberliegende Seiten von Wj
sind, falls also S;—1 ~ S; eine Kante K; von W; ist, so betrachten wir
die durch K; und die gegeniiberliegende Kante von W; gehende Ebene.
Diese Ebene schneidet W; in einem Rechteck, das W; diagonal zerlegt.
Auf diesem Rechteck liegen genau u? Mittelpunkte 2} (j = 1,.., 4% von
zu AN gehorenden Wiirfeln. Wir denken die Numenerung der Punkte
m, und # so vorgenommen, da8, falls ;-3 ~ §; =0 ist, die Strecken
[mi™, mj] auf S1_1 und 8; senkrecht stehen und, falls 8i-1 ~ 8i 5 0 ist,
die Strecken ['m,, z,] auf S¢_1 und die Strecken [21‘, Mj] auf S senkrecht
stehen. Wir setzen T =[mi™, m!]im ersten Fall und T = [mi™ 2 v
[zh m}] im zweiten Fa]l Die Vereinigung aller Wiirfel aus {W,}(‘” die

den Streckenzug 7' = L j T} schneiden, ist eine Réhre R; von W, mit

der Mittellinie 7;. Die zu den Ry gehérenden Komplexe Ry sind o-Kom-
plexe und bestehen aus hochstens 2ur Wiirfeln (jeder Wiirfel W; aus R
enthilt hochstens 2u Wiirfel aus Ry). Wir wollen das System Ry, ..., Ru
die p-Unterteilung der Rohre R nennen. Man gieht leicht, daB mit einer
Réhre E auch alle Rohren ihrer u-Unterteilung in W, unverknotet sind.
Ist O eine einfach geschlossene Kurve im Innern von W. und B
elne zu O fremde Sehne von We, s0 heiBt B mit O verschlungen, falls
fiir einen auf der Oberfliche von W, gelegenen Bogen B*, der B zi
einem einfach geschlossenen Polygon B u B* ergiinzt, »(B v B*, ()=
wird. (Diese Definition héngt vor B* und von der Orientierung der
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Sehne B nicht ab.) Ist B eine Rohre von W, und die Kurve € zu R
fremd, so heit B mit C werschlungen, falls die Mittellinie B von R mit ¢
verschlungen ist. Ist R mit C verschlungen, so sind auch die Rohren
der p-TUnterteilung von R mit C verschlungen.

15. Beweis des Hauptsatzes. Wir haben zu zeigen, dafl es zu
jeder eindimensionalen abgeschlossenen Menge A eine zur Sierpiriskischen
Universalkurve homéomorphe Menge X gibt, die sich nicht lagetreu in 4
einbetten 148t. Dazu geniigt es, zu jeder im Abschnitt 11 definierten
Menge A (x*; u*) eine zur Sierpifiskichen Universalkurve homdomorphe
Menge X zu konstruieren, die sich nicht lagetreu in A (x*; u*) ~ Int W,
einbetten 148t (Int W, ist die Menge aller inneren Punkte des Einheits-
wiirfels We). In der Tat, wegen des Satzes aus Abschnitt 3 diirfen wir 4
als kompakt voraussetzen, so daB sich 4 nach dem Satz aus Abschnitt 12
fiir eine gewisse Menge A (x*; u*) in A (x*; u*) ~ Int W, lagetren einbetten
148%. Ist dann X nicht lagetreu in A (x*; p*) ~ Int W, einbettbar, so
ist X auch nicht lagetreu in 4 einbettbar.

Es sei jetzt eine Menge A (x*; p*) fest vorgegeben. Dabei ist
#* = (%, %, ...) eine Knotenfolge und u* = (y, iz, ...) eine Folge posi-
tiver ganzer Zahlen. Die Zahlen »; seien so festgelegt, dafl A(xI; uh)be)
ein y;-Komplex ist (1 =1,2,..).

Es ist nicht schwer, schrittweise eine Folge A* = (i;, 4;,...) von
Knoten mit folgenden Eigenschaften zu konstruieren. (Man beachte da-
bei nur, daf das Produkt zweier nicht trivialer Knoten stirker verknotet
ist als jeder der Faktoren.)

(a) <l (0=1,2,..).
(b) Zu jedem Index i gibt es einen Index k >4, so daBl (v/v:)* grofer
ist als die Ordnung A (4, ..., &) der Homologiegruppe H (4 (4, ..., M)

und Ai+1<(xk+1z;¢+1)2'§’” gilt, wobei #i+1 der aus xgy durch Um-
kehrung der Orientierung hervorgehende Kmnoten ist.

Fiir eine solche Folge A* definieren wir X durch
X =A0").

X ist eine zur Sierpinskischen Universalkurve homdomorphe Menge (siehe
Abschn. 11). Bs gilt jetzt zu zeigen, daf sich X nicht lagetreu in
A (x*; p*) ~ Tnt W, einbetten 148t. Diesen Beweis fithren wir indirekd.
Wir nehmen also an, h sei ein Homéomorphismus von E?* auf sich, der
X in die Menge A (x*; u*) ~ Int W, abbildet. Nach der Bemerkung im
AnschluB an den Hilfssatz 3 aus Abschnitt 13 gibt es in h(X) eine zahme
einfach geschlossene Kurve L mit der Eigenschaft, daB jede in ZF\h(X)
gelegene zahme einfach geschlossene orientierte Kurve, die mit L ver-
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schlungen ist, verknotet sein muB. Es sei L efne fest gewihlte Kurve
mit dieser Eigenschaft. Den Widerspruch zur angenommenen Existenz
von & werden wir erhalten, indem wir ein unverknotetes in EP\h(X)
gelegenes mit L verschlungenes einfach geschlossenes Polygon kon-
struieren.

Da L im Inmern von W, liegt, ist die Vereinigung von L mit der
Oberfliche des Wiirfels W, zahm (siehe z.B. [12] Satz 8.1), und es gibt
einen Homoomorphismus g von F* auf sich, der alle nicht in W gele-
genen Punkte festliBt und L auf ein Polygon I, abbildet. Man findet
dann leicht eine unverknotete mit I, verschlungene Sehne B, von W,
(siehe Abschn. 14). Da g~}(B,) von L einen positiven Abgtand hat, folgt
aus [11] Satz 1 und [10] Satz 1, daB es in W. eine unverknotete mit L
verschlungene Sehne gibt (es sei daran erinnert, dafB Sehnen stets Poly-
gone sind). Hierauf ist es nicht schwer, fiir gentigend groBes » eine mit L
verschlupngene unverknotete Rohre von W, zu finden, deren Komplex
ein »-Komplex ist. Bs gibt also einen Index ¢ und eine unverknotete
mit I verschlungene Réhre B von W., deren Komplex ein »¢-Komplex
ist. Binen solchen Index ¢ und eine solche Réhre R denken wir fest aus-
gewshlt. D und D’ seien die Deckel von R. Mit % bezeichnen wir einen
Index, fiir den bei diesem ¢ die Bigenschaft (b) der Folge A* erfiillt ist.
Sodann betrachten wir die (v/:)-Unterteilung der Rohre R (siehe
Abschn. 14). Die dabei auftretenden Rohren seien mit R; bezeichneb
(7 =1, .., (w/»)?). Bs gilt dann:

‘ {(2) Die zu den R; gehorenden Komplexe Ry sind »:-Komplexe.
{b) Die R; sind in W, unverknotet.
(¢) Die R; sind mit I verschlungen.

(d) Zu jeder Rohre R; gibt es eine zu A (x*; u*) fremde in D beginnende
und in D’ endende Sehne B; von We., deren Endpunkte die beiden
Mittelpunkte der Deckel von Ry sind, die mit Ausnahme jhrer End-
punkte im Innern von R; verlduft und die in W, einen Knoten
(#k41- 2osn)” it Bs < 297w Tepriisentiers.

Die Eigenschaften (a), (b) und (c) folgen unmittelbar aus den im
Abschnitt 14 angegebenen Rigenschaften der Unterteilungen von Rohren,
Es braucht also nur (d) bewiesen zu werden. Dazu betrachten wir eine
Réhre Rj, die wir so orientiert denkemn, daf ihr Bingang im Deckel D
von. R enthalten ist. R; = {Wy, ..., Wi} sei der zu R; gehérende Kom-
plex, dessen Wiirfel in der natiirlichen Reihenfolge angeordnet seien.
Es sei 81 =Win Wia (1=1,...,8—1), wihrend §, und §; die in D
bzw. D' enthaltenen Deckel von R; seien. Da R weniger als »} Wiirfel
enthilt, gilt s << 203(s/ve) = 25w (R ist der Komplex von R; siehe

icm
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Abschn. 14). Ist m; der Mittelpunkt von &; (I =0,1,...,8), so gibt es
in Wi eine von m;_; nach m; verlaufende zu A (»*; u*) fremde Sehne O,
die in W; den Knoten #xz.y- k41 reprisentiert (es ist ja Wi A (k15 phe1)
C Wixrs1); vgl. die Bemerkung (A) aus Abschn. 11). Die Vereinigung

8 .
B; = 1U1 (1 ist dann eine Sehne von W,, die alle in (d) geforderten Eigen-

schaften besitzt (vgl. die Bemerkung (C) aus Abschn. 10).
Es seien a; bzw. by die auf den Deckeln D bzw. D’ von R gelegenen

© Endpunkte von B;. Wir verbinden jeden der Punkte a; und b; durch

einen auf der Oberfliche von W, verlaufenden Streckenzug mit dem
Punkt o = (0, 0, 0), wobei wir darauf achten, dafl je zwei dieser Strecken-
ziige nur den Punkt o gemeinsam haben. Fiir 1 <j < (w/ve)? sei dann
J; das aus B; und den a; bzw. b; mit o verbindenden Streckenziigen
bestehende einfach geschlossene Polygon, das durch B; auf natiirliche
Weise orientiert ist. Jedes dieser Polygone oJ; reprasentiert einen Knoten
(%p41- #p1)” mit By < 20}vp. Beriicksichtigh man, daf hieraus wegen der
Wahl von k sofort A;41<£ <J;> folgt und die Anzahl der Polygone J5
grofer als k(4 ..., A;) ist, so ergibt sich aus der Tatsache, daB die Poly-
gone J; zu 4 (x*; u*) ~ Int W, also erst recht zu h(X) fremd sind, durch
Anwendung des Hilfssatzes 3 aus Abschnitt 13, daB zwei der Polygone Jy
in E*\A(X) homolog sein miissen. Es sei etwa Jy zu J, homolog. Mit »
bezeichnen wir eine zweidimensionale Kette, deren Rand der Zyklus
Iy, ist (z sel in E¥\h(X) gelegen). Aus Jy nJ, = {o} folgt, daBl die
Vereinigung  aller zu # gehérenden Dreiecke oJ; v oJ, enthilt. Natiirlich
gind J; und J, im Polyeder Z homolog.

Wir zeigen nun, daBl der Durchschmitt von Z mit dem Mantel M
der J, enthaltenden Rohre R, einen die beiden Deckel von R, verbin-
denden Streckenzug C enthalten muB. (Unter dem Mantel von R; ver-
stehen wir die Menge der Randpunkte von R,, die nicht im Innern eines
der Deckel von R, liegen.) Es geniigt offenbar zu zeigen, daB M n %
eine Komponente besitzt, die beide Deckel von R, schneidet. Gibe es
keine solche Xomponente, so kénnte man auf M ~ Int W. eine einfach
geschlogsene Kurve K finden, die zu Z fremd ist und die R, genau einmal
umschlingt. Es gélte dann v(X,J;) =1 und »(X,J,) =0, was un-
moglich ist, da Jy und J, in % also in BX\K homolog sind.

Orientiert man den Streckenzug O irgendwie, so -erhilt man eine
Sehne von W., die nach der Bemerkung (D) aus Abschnitt 10 unver-
knotet ist. Da R, mit L verschlungen ist, mu8 auch ¢ mit I verschlun-
gen sein, so daf man, indem man € durch einen auf der Oberfliche
von W, gelegenen Bogen zu einem einfach geschlossenen Polygon er-
génzt, ein in E*\h(X) gelegenes unverknotetes einfach geschlossenes
Polygon erhiilt, das mit L verschlungen ist. Das ist der bereits oben an-
gekiindigte Widerspruch, und der Hauptsatz ist bewiesen.
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Generalized Fréchet varieties

by
J. Segal (Seattle, Wash.)

‘Introduction. The theory of Fréchet varieties and specifically
Fréchet surfaces has been a subject of considerable interest not only
in its own right but because of its applications to the theory of length
and area. Though progress in this area had been made for over sixty
years the more recent work of Cesari, Federer, Rado [4] and Youngs [7]
has given it a sense of completeness. In the latter work the represen-
tation problem is solved for Fréchet surfaces. :

This paper deals with the representation problem for two new col-
lections of spaces, called monovarieties and perivarieties, which are each
generalizations of the notion of Fréchet variety. In Seetion 1 we state
the representation problem for monovarieties and consider the general
situation. In Section 2 we obtain a reduction theorem for some cases
of monoequivalence analogous to Youngs’ reduction theorem for Fréchet
equivalence. Then we show that a monosurface is actually a Fréchet
surface. In Section 3 we state the representation problem for perivarieties

-and consider the general situation. In Section 4 we obtain a reduction

theorem for periequivalence. Then we show that a perisurface is also
a Fréchet surface. So since the representation problem has been solved
for Fréchet surfaces, we have a solution for monosurfaces and perisurfaces.
We attempt to parallel Youngs’ notation and development of Fréchet
varieties. All manifolds considered are compact and connected.

1. The representation problem for monovarieties.

NoTATION. If fi: X ¥ is a mapping where X and Y are metrie,
n=90,1,2,.., then the notation f,=-f, means that f, converges umi-
formly to fo; that is, if 2{fa, o} = supe{fs(®), fo(#)}, © € X, where o is
the distanee function in ¥, then g{fs, fo} 0. Also f: X =Y means that
f maps X onto ¥. Throughout this paper X will denote the class of Peano
spaces (ie., the class of locally connected (metric) continua) and & the -
class of mappings f: X Y where X ¢ X and Y is metric. Whenever the
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