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Sur les solutions périodiques
d’une équation différenticlle ordinaire d’ordre =

par A. LasoTa et F. H. SzAFRANIEC (Krakéw)

Nous allons étudier la question d’existence des solutions périodiques
de Péquation différentielle ordinaire
(0.1) Lo+a(t, 20, ..., z)2 = b(t, 200, .., o),
ot L désigne un opérateur linéaire d’ordre n -
Lz = a™ 4 a,(H) a®= D+ ... 4 ps(t) 2’

La présente note se compose de trois parties. La premlére cont1ent
un lemme préliminaire. Dans la seconde on énonce et on démontre un
théoréme d’existence des solutions périodiques de (0.1). Enfin dans la
troisidme on en tire quelques conséquences immédiates concernant 1'équa-
tion & coefficients constants.

L
J

1. Considérons ’équation différentielle homog_éné
(1.1) 2™ 4 4, (1) 2P V4 ... fan(t)e =0 o

& coefficients réels et périodiques en ?, de période w. Admettons Ies no:
tations suivantes

]

17 1k
Il = sup 17 (), W= (3 j Fora) T, k=12,

On a alors le
LeEMME. 87 les fonctions aq satisfont & DPune des conditions W

a2 Siage () + o[ 2) <1, 0

el

(13) 3 ol (5= ) <, )

=l

(14) a4 Zuafnl( 2 <1, AR

T2
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toute solution de équation (1.1) périodique de période w' est ou bien iden-
tiquement nulle ow bien différente de zéro pour tout t.

Démonstration. Soit # une solution périodique de (1.1) qui s’an-
nule au moins une fois, par exemple au point ¢,. On a done

vy D(ly—a@) =0, z(t) =0, Z(ty+w) =0,

Par le théoréme de Rolle on a des suites analogues pour les dérivées
successives de la fonction z ' ;

Comme

fm(ﬂ(t)dt = 260 (0)—2G=D(0) =0, i=1,..,n
(1}

de Vinégalité de Wirtinger ([1], p. 184) on obtient

N w . .
(1.5) [0, < 5[0, =2, ..., n
et de méme
N o,
(1.6) llzll, < ;"w Ila -

",P'our tout t e (b4, 24+ w> on a

[4 i lit+o
l(t)] = 3| [ a6+0(s) da4- [ a6+0(s) ds| < 1 Jati+(s)) ds
t Lt+o 1]
d’ol
(L.7) 090 < 1+, < S0y, i =0 1
. © S 1Sy lley £=0,..,0—1.
De 1 il résulte pour ¢ =n-1
(1.8) =3k < oMo < |0

D’autre part de 1’équation (1.1) on tire

n
(1.9) o™y < D lade o™=y,
im=1
n
(1.10) ey < ) llaola® e,
()]
n
(1.11) e, < il e~

=1
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En appliquant & (1.9) les inégalités (1.5), (1.6) on obtient

n—1
=
Il <) (52) Todbolio®la--2{ 2 el
{el
d’ou
n—1
(112) (5\4 oo 57 + 21 (57 —1) o™l > 0

De méme d’aprés (1.10), (1.7) et (1.5) on a

‘ el < Zuatnguw(" iy < 2 Zumua( )

‘i—l fm]

d’ol

(1.13) ( 2, (52 tad— —) el >
fm=l

Enfin, en vertu des l'inégalités (1.11), (1.7), (1.5) et (1.8) on obtient

n
. @
Izl < 5 fladh iz, + 5 2, llaall a4+l

=2
n
") ) w w\2 (n—1)
\\-‘5"‘11”1”5" ||1+'§ on lle]ly (| lla
=22
[
w |\~

| e

n
2
2 ||a1||1 llst™ |y ‘|" - 2 (ﬁ) lladlly |||,
i=2"
d’olt

(114) ( o+ Zumul( 2)-1 )||w<ﬂ>|11>o

=2

. Dans nos hypothéses les inégalités (1.12), (1.13) et (1.14) ménent
a la conclusion 2™(t) == 0 ce qui montre, vu (1.5), (1.6), que x(?) = 0.
Donc toute solution périodique # de (1.1) qui s’annule une fois est iden-
tiquement nulle et le lemme se trouve ainsi démontré.

2. Revenons & 1’étude de 1’équation (0.1). Nous allons supposer
-dans la suite que les fonctions a4t) (i =1, ..., n—1) définies sur toute
la droite R' sont réelles, périodiques de période w et ont des dérivées
a™=19 sommables dans lintervalle <0, wd. Supposons de plus que les
fonctions réelles a(t, @y, ..., @), b(t, @y, ..., ¥n) soient définies dans I’espace

24%



342 A, Lasota et F. H. Szafraniec

cartésien réel R™' 4 (n-+1)-dimensions et satisfassent sux conditions
de Carathéodory. Elles sont donc mesurables par rapport & ¢, quels que
soient les @, ..., Zn, et continues par rapport & ’ensemble des variables
@, ..., s pour tout ¢ fixe. Admettons enfin que la fonction a(t, ., ..., ¥s)
est bornée par une fonction sommable a.(t)

la(ty @1y ooy @n)| < au(?)-.
Soit I+ l'opérateur adjoint & I, c'est-a-dire’
Lt = — (@n-10) + .o+ (—1)" " (@, 0) "0 (—1)"a™ .

Comme la fonction #(t) =1 est solution périodique de 1l'équation
Ly = 0, il existe ([2], p. 410) au moins une solution x; périodique de
période w et non identiquement nulle de l’équation adjointe

(2.1) Ltz =0,

TrforEME. 8t les fonctions ar (¢ =1, ..., n) satisfont & Pune des con-
ditions (1.2), (1.3), (1.4) et si Pon a '
B R l @

(2.2) lim = | sup |b(¢, 2y, ..., 24)|dt =0,
k=00 kD I X<k
(2.3) a(ty By, ey @) (1) S 0() 20 ([o()dt > 0),
0
équation (O:l)‘admetg.dd moins une Solution périodique de période w.

Démonstration. Pour démontrer le théoréme il suffit de prouver
[3] que pour toute fonction a(f) mesurable, périodique de période w
et satisfaisant gux ‘conditions

(2.4) la()] < at), @(t)alt) >e(b),
I’équation
(2.5) . Le4a(t)x =0

n’a aucune solution périodique de période w autre que la solution iden-
tiquement nulle. Supposons en effet qu’une telle solution périodique
existe. En vertu du lemme la solution # ne g’annule pas dans l'inter-
valle <0, w), par exemple on a x(t) > 0. De 1’équation (2.5) on tire

(2.6) 2y Lot+2,00=0.

Comme z, est la solution de ’déquation (2.1), I'expression x,Lz est la
différentielle d'une forme bilinéaire de = et de x.. Plus précisément on a

n
d d W . .
vilo =22, 04] == E: (=1) 2™ty s4)?
Tl §+h=mi—1
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d’ol1

f o Ladt = [@, 24] (w)— [, 24](0) = 0.
0
En intégrant Pidentité (2.6) dans lintervalle <0, w> on obtient
f rraxdl = 0,
1]
D’autre part de la seconde des conditions (2.4) il vient
fm+amdt }fqpmdt ;minwftpdt >0,
0 - 0 0,w> [}

ce qui est impossible.

3. Lorsque les coefficients a4 (¢ =1, ..., n—1) de P'opérateur L satis-
font & la condition supplémentaire

(8.1) Wy — Ayt o (—1)"a* ™ =0,

la fonetion . =1 vérifie Péquation (2.1). L’inégalité (2.3) admet alors
la forme

')
o

(3.2) alt, @y .y @) > (1) >0 ([p(t)dt>0).

Dans le cas ol les coefficients a; (1 =1, ..., —1) sont constants la
relation (3.1) est vérifide antomatiquement. Par exemple pour 1%é-
quation

(3.3) ™+ a(t, 200, .., z)e = b(t, 270, ..., ¥)
on obtient le résultat suivant, qui est une généralisation du théordme b
donné dans le travail [3] et du théoréme connu de M. Volpato [4].

CorOLLARE. 87 les fonctions a et b satisfont aux conditions (3.2},
(2.2) et & Vune des conditions

1/2m\" 1 /2m\" 1 (2m\»
foolee < 3(22)",  taale < () s < (%]

(la(ty @1y ...y n)| < an(t)), il emiste au moins une solution de Véquation (3.3)
périodique de période w.
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