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UN PROBLEME DE VIBRATIONS NON LINEAIRES

PAR

I. BARBALATEr A. HALANAY (BUCAREST)

Considérons le systéme
M@y + F (&y— ) + 05 (2, — ;) = 0,

(1)
My &y — B (By— @) — €3 (Xy— @) = ¢ [h(t)—@1]+ Ky [h(t) — @]

ol my, k, et ¢; sont des constantes positives, & est une fonction deux fois
dérivable, bornée ainsi que ses deux dérivées premieres dans ’ensemble B
des nombres réels, F(z) = ky,2+k,@(2), k, étant une constante positive,
@ étant une fonction dérivable et telle que @(0) =0 et 0 < D' (2) < -

Ce systéme intervient dans l’étude de la suspension des automo-
biles; le modeéle linéaire (ou @ = 0) a été étudié par Mitschke (voir [2]).

Nous allons montrer que le systéme (1) a une solution unique bornée
dans R, exponentiellement stable; si la fonction h est périodique, cetie so-
lution est périodique; si h et h sont presque-périodiques, cette solution est
presque-périodique.

Nous obtiendrons également des évaluations pour

1 £ 1 r
im — ( adt, lim _—fabgdt,
T—s00 T . T—>c0 T 3
T T
Ts . 1 o RS T 1 . )
lim — [ (#,—&,)°dt et lim — | (2,— @) " dt.
T -,l v T—>o00

Ces évaluations peuvent étre d’un certain intérét dans 1’étude des
suspensions des automobiles; la premiére est liée au confort de ces voi-

tures.
Un modéle non-lindaire & 1 degré de liberté a été étudié par nous,

Filotti et Giindisch dans la communication [1].

1. Posons ¥, = @,, Y, = By— By, Cy/My = a, Cy/my = f, c1[/my =9,
lafmy = pay kyfmy = ufy, kifmy = py, p = kyfc,; le systéme (1) prend
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alors la forme
Yo+ u(at+B4+9) Y1 — puyys+ (at B+ 8)y,— 0y, + pla+ B) D(y,)
) ) = = 6h_1“3’il1
(2) ot pBY+ uBP(y,)+ Py, = 0.
Posons encore

_ (¥ _(pla+B+y —uy _[a+p+6 =0
1= A= () e o)

L

Le systéme (2) devient alors i+ Ay + ub®(a*y)+ By = p(1).

Soient i B
_ (Y _ 2
—(y) U“(—B —A)

ou K, est la matrice unité de dimension 2,

() i) o 5-()

Alors u satisfait au systéme
(3) duldt = Un— ub®(0)+p(t), o= a*u.

Appliquons au systéme (3) un théoréme de Yakubovié ([3], p. 1022).
Vu que la matrice U est stable (ses valeurs propres sont dans le demi-
-plan Rez < 0) et que @ est croissante, ce théoréme assure l’existence
d’une solution bornée unique et exponentiellement stable (qui dans le
cas périodique est périodique et dans le cas presque-périodique est presque-
-périodique) lorsque la condition de Popov

1 o

(4) — +Red*(U—iowE,) ™" (—ub) >0
Mo

est satisfaite. Or la condition (4) se réduit a

[(a+ )2+ ya]o*— fw[2(a+t B) 6 — u? fy2]+ 262 > 0
et elle est vérifiée quelles que soient les constantes positives a, £,
y, 0 et u.
2. Soit hy = 8h+ uyh. On déduit du systéme (2) Pégalité

T T T
platy) o, wa nY B[
(5) _T—Ofyldwr p ofcb(yl)yldwr . nyzdt

T T T
2uy . . 1 : 5 § :
=7 f udadl+ o f hotjadt— o f hogiadi+e(T)

ol lime(7T) = 0.

T—o0
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Soit
T T T
2 : 1 ) 2 B 1 "9 2 qi 1 2
Ll = hm — yl dt’ L2 = llm R yzdt’ Al == hm == hodt.
T—o00 T . T—o0 T g T'>o0

Vu que D(y,)y,=>0, on conclut de (5) que u(a+t+B)Li+ uyL;
< 2uyL,Ly+ A,(Ly+ L;), ce qui conduit aux évaluations

—— T
24+V2+kylky (.. e, . i\ \M2
L < Ii f(—h h) dt)
' 2k2/k1 (Tfoloo ky + ’

T
kﬁ/k1+2+l/(k2!,kl+2)2+k2/k1 i 61 \2 \12
< li —h+h .
L : 2%, [k, (Tffo f (kl + )dt)

En effectuant les mémes calculs pour le systéme qui résulte du sys-
téme (2) par dérivation, on arrive aux évaluations

2+V2+ ko, 12
M < 2k, [k, (T%,Tf( h+h)dt)’

kafley+2+V (oo floy + 2)2+ ko [y ( 12
M, < i ( i h) dt
* 2k, [k, T—IiloT k, T )
ol
1 f 1 -
e =1Txﬂ—fy§dt ot M —Tim — [ §di.
T—o00 T rd T—o00 T

Ces évaluations sont valables pour toutes les solutions du systéme
(2) et elles ne dépendent pas des conditions initiales. Les constantes
qui y interviennent peuvent étre considérées comme caractéristiques
pour toute la classe des systémes (1) avec la fonction @ ayant les pro-
priétés sus-indiquées.

11 est désirable, pour certaines raisons, que I’évaluation pour M,,
qui est la plus intéressante, du point de vue pratique, fasse intervenir
toutes les constantes du systéme (1) et pas la fonction k. Pour parvenir
4 une telle évaluation on n’a qu’s partir de la relation

T T T
a-+ . B r. é (.
Tﬁfyidt— ﬂéfylyzdt‘l‘ po fylyzdt— fyfdt—%fyidt

0 0 0

T
=%Jh0y2dt+e(T), lime(T) = 0,

T—o0
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qui s’ensuit facilement du systéme (2), et d’en tirer ’inégalité
(a+B)M; < pfy LiMy+ A, Mo+ O L, Lo+ p2 L+ pO L3,

qui conduit & I’évaluation requise pour M,.

Remarques. Pour aboutir & des conclusions plus intéressantes
du point de vue pratique, il faudrait disposer des évaluations faisant
intervenir plus d’informations sur la fonction @; de telles évaluations
pourraient guider les constructeurs dans le choix du type de la suspen-
sion.

Au point de vue mathématique, il serait intéressant d’avoir des
résultats analogues pour les systémes d’une forme plus générale et de
formuler des conditions permettant de remplacer dans les évaluations
la limite supérieure par la limite.
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