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Quotienten geordneter Riaume und Folgenkonvergenz
von

Horst Herrlich (Berlin)

X sei ein topologischer Raum. Eg wird gezeigt, daB die beiden fol-
genden Probleme fquivalent sind:

ProBrEM 1. Kennt man alle konvergenten Moore—Smith-Folgen
von X und ihre Limites, so kennt man die Topologie von X. (Ist X
T;-Raum, so gentigh sogar die Kenntnis aller konvergenten Moore—
Smith-Folgen alleine.) Dagegen liefert die Kenntnis aller konvergenten
Folgen von X und deren Limites nach S. P. Franklin [1] nur dann voll-
stdndige Informationen iiber die Topologie von X, wenn X Quotient
eines metrischen Raumes ist. Das legt die folgende Fragestellung nahe:
Wann ist die Topologie von X durch die Kenntnis aller konvergenten
Moore-Smith-Folgen (#1)ieq mit wohlgeordneter Indexmenge A (kurz:
aller wohlgeordneten Folgen) und deren Limites bestimmt?

Zur schirferen Fassung des Problems werde definiert:

1. Fir jede Teilmenge 4 von X sei LimA die Menge der Limites
aller wohlgeordneten Folgen aus A.

2. X heiBe folgenbestimmt, wenn jede Teilmenge 4 von X mit
Lim A C A abgeschlossen. ist.

3. X heiBe stark folgenbestimmt, wenn A = Lim A fiir jede Teilmenge
A von X gilt.

Jeder stark folgenbestimmte Raum ist offenbar folgenbestimmt.
Die Umkehrung gilt nicht (siehe Bemerkung 2).

ProBrEM 2. X heilt ordnungsfihig, wenn die Topologie von X die
Ordnungstopologie einer passenden Totalordnung E von X ist. Das Paar
(X, R) heiBt geordneter Raum.

Von verschiedenen Autoren wurde die Frage untersucht, wann ein
Raum stetiges Bild bestimmter geordneter Réume ist. Hier geht es um
folgendes Problem: Wie lassen sich die Quotienten geordneter Raume
charakterisieren?

LEMMA. Gibt es im Rawm X einen Punki x, so daf ¥ = X—{z}
diskret ist und sich so zu eimer wohlgeordneten Folge (2;);c4 anordnen lipt,
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dap die Mengen X;= {w} v {®,, u> 2} fiir Ae A oine Umgebungsbasis
von @ bilden, so ist X ordnungsfihig.

Beweis. Zunichst 148t sich jede Menge so total ordnen, daB gie
bzw. die zugehorige Ordnungstopologie diskret ist. Besitzt ¥ ein groBtes
Element (oder ist Y leer), so ist damit alles gezeigt. Andernfalls gibt eg
eine konfinale Teilmenge A; von 4, deren Ordnungstyp eine regulire
Anfangszahl o, ist. Durch f(4) = Min{u: pe Ay, p> A} wird eine Ab-
bildung f von A auf A, definiert, Fiir jedes A ¢ 4; existiert cine totale
Ordnung <, von Ay = f (1), so daB 4, bez. <, ein erstes und ein letutes
Element besitzt und bez. der zugehorigen Ordnungstopologie diskret igt.
v sei der Ordnungstyp der ganzen Zahlen, J eine durch - total geordnete
Menge vom Ordnungstyp ., falls o= o gilt, vom Ordnungstyp v w,,
falls w, # o gilt. g sei eine bijektive Abbildung von 4, auf J. Setzt man
@y < ax, genau dann, wenn gf (#,) <5 gf (@x) oder gleichzeitig f(1,) = f(x) = A
und @, <; @ gilt, so erhélt man eine totale Ordnung < auf Y. Piigh man
als letztes Element hinzu, so erhilt man eine Ordnung < auf X, die
mit der Topologie von X vertriglich ist. X ist somib ordnungsfihig.

Sarz 1. Ist X ein topologischer Rawm, so sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) X ist Quotient eines geordneten Raumes.

{(b) X ist Quotient eines Baumes, in dem jeder Punlt eine (bez. der
Inklusion dual) wohlgeordnete Umgebungsbasis besitet.

(e) X ist folgenbestimmi.

Beweis. (a)V(b)=(¢). Ist X ein geordneter Raum oder ein Raum,
in dem jeder Punkt eine wohlgeordnete Umgebungshasis besitzt, so ist X
offenbar folgenbestimmt. Sei jetzt ¥ folgenbestimmt, f eine Quotienten-
abbildung von ¥ auf einen Raum Z. Ist 4 eine Teilmenge von Z mit
Lim A C A, und setzt man B= f"[4], so gilt LimB C B. Folglich ist B
abgeschlossen in ¥, 4 also abgeschlossen in Z. Somit ist Z folgenbestimms.

(e)=(a)A(b). Ist X ein folgenbestimmter Raum, # ein Punkt von X
und F = (#;);c4 eine gegen @ konvergente wohlgeordnete Folge in X,
50 1Bt sich die Menge {w}u {wy; A): Ae A} in naheliegender Weise so
topologisieren, daB man einen Raum X (I, w) erhilt, der die Voraus-
setzungen des Lemmas erfiillt und somit die Bigenschaften (a) und (b)
besitzt. Ist ¥ die topologische Summe aller X (', ), wobei » alle Punkte
von X und F alle gegen o konvergenten wohlgeordnete Folgen durchliuft,
so 1aBt sich in natiirlicher Weise eine Abbildung f von ¥ aus X kon-
struieren. Diese ist immer stetig. Sie ist genan dann Quotientenabbildung,
wenn X folgenbestimmt ist.

FoLeERUNG. Jeder metrische Raum ist Quotient eines geordneten
Raumes.
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Kowalgky [2] hat bewiesen, daf ein Raum genau dann eine Sequenz
Topologie trigt, wenn jeder Umgebungsfilter U () (mengentheoretischer)
Durchschnitt von Fréchet-Filtern ist. Sein Beweis kann fast wortlich
zur Herleitung der folgenden Charakterisierung der stark folgenbestimmten
Réume iibernommen werden:

SATz 2. Hin topologischer Raum X ist genau dann stark folgenbestimms,
wenn jeder Umgebungsfilter U(z) Durchschnitt von Filiern mit wohlgeordneten
Basen 1st.

Bemerkungen. 1. Obige Sitze bleiben richtig, wenn man bei der
Definition der (starken) Folgenbestimmtheit die wohlgeordneten Folgen
durch Moore-Smith-Folgen mit total geordneten Indexmengen ersetzt.

2. Fiir 1=10,1 sei w; die kleinste Ordnungszahl mit der Michtig-
keit x;, W; die Menge aller Ordnungszahlen a mit a < wy, versehen mit
der natiirlichen Ordnungstopologie. Der Produktraum X = W, x W, hat
folgende Eigenschaften:

(a) X ist folgenbestimmt, aber nicht stark folgenbestimmt;

(b) X ist kompakt und Quotient eines geordneten Raumes, aber
nach Ergebnissen von Treybig [3] nicht Quotient eines kompakten geordne-
ten Raumes.

3. Da jeder diskrete Raum ordnungsfihig ist, ist jeder Raum stetiges
Bild eines geordneten Raumes. Der von A = [(W,— {wo}) X (W;— {w;})]
w {(wy, wy)} erzeugte Unterraum des in Bemerkung 2 konstruierten Raumes
ist jedoch nicht folgenbestimmt, also nicht Quotient eines geordneten
Raumes.

4. Das Produkt zweier geordneter Réume ist im allgemeinen nicht
folgenbestimmt. Ist z.B. » (bzw. w) der Ordnungstyp der ganzen (bzw.
natiirlichen) Zahlen, X (bzw. Y) eine geordnete Menge vom Ordnungstyp
v-w,+1 (bzw. v-0, - 1), versehen mit der natiirlichen Ordnungstopo-
logie, so ist X x Y nicht folgenbestimmt. Um das zu sehen, genligt es zu
bemerken, daf3 die Menge

A={(n,a), (0,a,0): 0<n<wy, 0<a<a}
die Bedingung Lim A C A erfiillt, aber nicht abgeschlossen in X X ¥ ist.

Literaturverzeichnis

[1] 8. P. Franklin, Spaces in which sequences suffice, Fund. Math. 57 (1965),

pp. 107-116.
[2] H.-J. Kowalsky, Topologische Riume, Basel 1961, S. 74.
[3] L. B. Treybig, Concerning conli images of compact ordered spaces, Proc.

Am. Math. Soc. 15 (1964), pp. 866-871.
Regu par lo Rédaction le 17. 8. 1966

Fundamenta Mathematicae, T, LIX


GUEST




