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where Iy(N) is given by (81), and
®3) LN = DY [ 6% ¢u0@%@e(~Na)da,

qullﬂ a im 2

(84) .;‘(N)=f{e*(a)— @, g, @)} 2 (a) 25 () 6(—Na)da,

(85) ) = f(@*a).Q*(a).Qz( Ye(—Na)da.

It follows trivially from Lemmas 22 and 23, that
I3 (N) < N7 6%(0) 21(0) 23 (0),
I} (N) < N~ 6%(0) Q7 (0) 25 (0).
Algo from Lemma 25,
Ti(I) < N7 6%(0) 21(0) 25 (0).
Hence from (81), and (82), we have
(V) > N0 6 (0)25(0) 23 (0);
so that »*(N)> 0 for large XN.

This completes the proof of Theorem 2.
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Sur les nombres qui ont des propriétés additives
et multiplicatives données

par

A. 0. GELFOND (Moscou)

Soit ¢ > 2 un entier. Considérons la représentation d'un entier dans
le systéme de numération de base ¢ et posons

o) N =}, 0<C<g-1,

=0

o Pon suppose aussi ¢, %0, & =10,1,...,
C;, 8 7 v, sont nuls.

Admettons que la fonction f(v) soit additive dans le systéme de
base g, autrement dit que

(2)  FIN) =f(N)+F(N),

ol N, N;, N,, N; sont non négatifs, par exemple

s, tandis que tous les autres

N = N1+N,, ¥, <2, N2=2VN87

L) =N fuld)= D0 =0, 0<0<g-1;
1 0

Jo(N) = afo(N)+Bfa(N) = a D Oug"+8 D) Or-
Alors

(3) jf(%)=§ ajf(quqHZ Zf(Zakq+oq)

Q=0 Oy= ap=0 a,1=0

ou, en vertu de ’additivité de f(z),

(4) Zf(n = H FO+F(d)+.. +f( gD NIFO)+. .. +F( 0D )]+

¥1~1

+n[f )4 A {g=D PIFO) +.. . +F((C,—1) @Y F(C )+
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260 A. 0. Gelfond

d’ot résulte, si f(n)

(5) |an|<q11[2{]‘][f )+ (g

ol v = [InN/lng]. Soient maintenant ¢ un nombre réel, = et p des entiers,

p=2 1<z<p—-1, (p,¢—1) = 1. Cette derniére condition simplifie

beaucoup les estimations ultérieures, mais elle est inutile quand ¢ = 2 (1)
Supposons maintenant que f(n) a la forme

< M, Pinégalité

Aflla—1 4],

» »

fln) = expl:."mi(an-}— —;—S(n))]; W= 021 aqu, S(n) == }Jn,.,.

Te=0

Alors

sinzg(ag® +2/p)

e £ k -y
sinw(ag®+2/p) |’ (8(g"») ==»).

g-1
;s I
s qk) ’ — l 2 Grita ‘+z/n)s‘ _
§=0

q-1
® | X
S=0

Posons f = af’+2fp, f = ad" ' +2/p et considérons le produit

sm qﬁ smnqﬁl
smrﬂ smnﬂl

Remarquons d’abord que ¢f—pf, = %(q—l), clest-d-dire (gf—py) > 1/p,

oll () désigne lentier le plus proche de », car (p,q—1) = 1. Mais il
en résulte que ou bien (f) > (2pg)™", ou bien (8,) > (2pg)~". Bnsuite,

% pla) = | o2

sinma
admet la période 1 et, sur Pintervalle (2pg)™' < o < 1—(2pg)~*, sabisfait
4 Pinégalité
. 8in(=/2p)
= sin(w/2pg)

Par contre, sur les intervalles 0 <@pg) "t 1ze>1—(2pg)™ on a
sin w6 1
p() < —iﬁ’—[ <o <p(==),
sin w6 2pq
(8) ined
sinnfg 1
) | ———— —p | —
?(@) < sin w6 ! 1 ¢(2pq)<w<1 0.

() 8i plg—1 tous les probldmes quon vient de considérer sont trivianx.
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Pour la (1émonst1ation de ces derniéres inégalités, il suffit de con-
sidérer, sur 0 <2 < (2pg)™, la dérivée de ¢(x). Nous avons

g COSTGL COS R

o' () = —(gtgme—tgnge) > 0, 0 <o < (2pg)~!

sin2wa

Car, si 0 <& <{=/2¢, on a

tgx 1t fl: 1 L 0.
gr— —tggr = -
°T g & J Leosty  cos? gz/J ty >

On démontre de la méme maniére la seconde inégalité pour [1 — (2pg)~ 1, 1].
Ainsi, pour tous les p et ¢ tels que (p, ¢—1) = 1, nous aurons ’inégalité

sin(=/2p) 1

gsin{n/2p)
sin(m/2pg)  * 7 T

9 Q) < —In———
9 Q<4 2Ing sin(x=/2pq)

En utilisant les inégalités (9) et-‘(5) nous aurons finalement, si (p, g—1)
=1, a est arbitraire et 1 <z < p—1, Pinégalité

H' } ex {2 [(agq” +alp S]}I < g™,

A partir de cette inégalité, nous obtenons, sous les mémes hypothéses:
(p,g—1) =1, 1 <2< p—1, et a arbitraire, la suivante:

(10) ZGXP {mz [an+ 8(n ]}l <d Z ¢
=1 =0
qz.(.z
<gplTT <N, 2<L

Remarquons également que, si 2 =0 modp, a =it/m == 0 modl,
olt ¢ est entier, on a

N Ny
2rintim anintfm
(11) T = N1,

=1 n=1

Ny <m.

Maintenant nous pouvons formuler le

Levve I. 8 p,q,m,t sont des entiers et si a est réel, alors pour
tout o on a, sous les hypothéses: 1 <z < p—1, (p, ¢—1) = 1, Pindgalité (10)
pour un A <1, i =A(p,q),

D’avtre part, si 2 =0 modp, ef a =t/m==0 modl, t entier, on @
Pinégalité (11).
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Posons
v v
S(n) = Zak, N o= Za,hq
i=0 #=0

Dans le cas ¢ = 2, p = 2 on peut donner une estimation, plus précise
que (10), qui peut étre réalisée. Dans ce cas particulier on a ¢ = 1. Noug
allons démontrer un lemme auxiliaire.

Levme IL 87 0 <f(z) <1 quand 0 <o < 1, st @y est la mcz’;w le
plus & droite de Véquation = = f(z) et si f'(2) < —1 quand » =, e
Bo=f(ts_1),to =1,0 <t <1 on a Pindgalité

v—1
(12) [[w<a™
0

En effet, supposons que # = 4,(1+¢), & > 0. Alors

Fte) = flay+eme) = Fl@g)+emof () < 5 (L —e)
et
tf () < a3(142)(1—8) < 7}.

Cela implique notre lemme. Dans le cas considéré la relation (6) prendra
la forme

< 2|sin2%al,

g-1
| 3 18" | = [t +exp(2ri(2tat 1)
)
et il nous faut estimer le produit
»=1
[ ] Isin2¥a).
]

On a ici f(z) = .le/l—mz,m = g§ing, 0 <o <
peut aisément le voir. Par conséquent

1 et @, = $V3, comme on

y—1 9
H lsmzka] < 2”(1/3) =g _2_227" A= H.l.l.'rl,‘i’
V3 V3 21n2

d’olt résulte V'inégalité

v
, In3
|Zexp(2m[an+1}8’(n)]) } <N, a= 5_11;_2

ol y, est une constante absolue.
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Les estimations obtenues permettent de prouver quelques théorémes.

THBOREME L. (%) Le nombre des entiers m,n <w, satisfaisant aum
conditions

n =1 mod m; Zakzamodz), n = S‘aqu,

= =

o g>1,p>1,m>1,1,a sont des entiers et (p,¢—1) =1, est donné
par la formule

=2 1o,

mp

(13) () A<,

ot A ne dépend pas des x,m,1,a.
Démonstration. Tout d’abord nous avons les représentations

1 p-1 N n Z S(u)~az]
b4

Y 1 i 2m
Ty(N) 25%72 X

=0 2=0 n=1

m—1 p—-1 I az N Jnt s
_ 1 S (=t —ﬁ-) 2 o = )
mp = = fiml
N 1 m-1 N omi n-1 :

=——+-—3 e ™

e pmiE =
1 =1 21 u

_27-1(—-4- az) i 21:1‘[%:+%S(n)]
+§”—7't=o 23 23 ’

I=1 n=1

ol

W) = Zak, n o= Zakf, N =[z].
k=0 k=0

En utilisant 1’égalité (11) nous obtenons lestimation

1 =t & 21:1'.1;;—’ mol N1 2m__t
<-£—i—1<E (N, < m).
pm p P

A partir de cette estimation et de ’inégalité (10) nous obtenons celle
du théoréme I.

(%) Un cas particulier (p — premier) de ce théoréme se trouve dans le travail
de M. N. J. Fine, The distribution of the sum of digits (modp), Bull. Amer. Math. Soc.
71 (1965), p. 651-652.
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THEOREME II. Le nombre des entiers n, n <, qui ne se divisent pas
par la puissance z-iéme de quelque azombre premier et qui satisfont aum
conditions

(14) S(n) = Z“" =lmodp, == Z(quk
0 k=0
est donné par la formule
T 14+(z—1)4
15 T, () = ——— + O (™ =m0 <1
1) L) =g 0,k —

Démonstmtion Nous avons, toub d’abord,

Z(p 7n) Z(p n)yp(n) N =[],

=1 dzm Ta= ]
ot p(n) =1 quand (14) est satisfait, tandis que @(n) = 0 dans le cas
contraire, et y(n) = 1 selon que n ne se divise par auncun p°% p > 1, ou
se divise par quelque p® de cette forme.
En faisant les transformations habituelles, nous obtenons pour
N =1 wl/z]:

Ny
TyN) = D' pd) D) (@) 2# 2 (&k)+ D) u(d) 3 (@)
a<iN; k<z)d? =1 Ny--1 LsSjd?
= Ry +R,.

Ensuite

Ny

[Rol < 2?<-——~—~N
Ny+1

e’ﬁ de plus, en vertu de la représentation (13), ol Pon remplace m par 4,
nous aurons les égalités

Ri= D w@ > o= ) u(d)[},—flﬁow”)]

d<N, k<zia? d<Ny

~5G +O(N‘" )+0( -

En réunissant les deux estimations et en posant N, = [#%~¥*], nous
obtenons

b 1+(z—1)1
PTAN) = ——e A1 L et S
() :pé‘(z)-]_o(w )y A e ) A<1.
On démontre d’une maniére semblable le
THEOREME IIL. Posons ¢(n) =1 dams le cas od les entiers N, N+

4150y nt+v—1 ne se divisent pas par p*, ol p est premier, 2, ¢ sont finés
q> 1 et @(n) = 0 dans le cas contraire.
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8t

n

(16) S(n) :2% = lmod m, n —Za,g, (m,q—1) =1, ¢(n) =

le nosnbre des entiers . qui satisfont & toutes les conditions (16) et sont in-
férieurs & i, sera

(17) I(x) =

. A
WLL'T,Z) —1'0(.?(' 1) )»1 < 1.

La démonstration de cette assertion résulte de la relation

Ty =3 > ... ) (o) - p(du_r)p(n),

ST @ dfymry) A -1y

ot p(x) satisfait aux conditions (16).

Aprés les mémes transformations que dans le théoréme IT, nous
obtenons la formule demandée.

Remarquons aussi qu'il résulte directement du lemme I, que les
nombres {¢,}, pour lesquels n parcourt tous les nombres naturels et qui
satisfont aux conditions (16), sont équirépartis sur le segment (0,1).
Pour conclure, nous indiquerons des problémes suivants qui se posent
directement dans le méme ordre d’idées.

Tout d’abord, il serait intéressant de prouver que si (¢, ¢,) = 1 et

() 2 a;, N = 2 (4,..,qk; 85(N) = 1l,mod 1m,,
[
le nombre des entiers N <z tels que
8 (N) =1, mod m,, 8(N)=1,modm,,

ol (M, gy —1) = 1, (g, go—1) = 1 est donné par la formule

z 3
pla) = +0@), 5 <1,
I serait aussi intéressant de trouver le nombre des nombres premiers
p <o tels que S(p) ==Imod m, ot §(p) est définie plus haut dans le
systéme de numération de base ¢. Finalement, signalons comme probléme
4 résoudre lestimation du nombre des valeurs du polyndéme P(f) ne
prenant que des valeurs entiéres sur 1’ensemble A;, des entiers ration-
nels, pour lesquelles on a S[P(n)] = I mod m.

Regu par la Rédaction le 3. 2. 1967
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