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ACTA ARITHMETICA
XIII (1968)

Zur Anzahl Abelscher Gruppen gegebener Ordnung II

von

PeTER GEORG ScHMIDT (Marburg)

Einleitung('). 4 (z) sei die Anzahl der wesentlich verschiedenen
Abelschen Gruppen, deren Ordnung z nicht fibersteigh, und 4(z) das
Restglied in der asymptotischen Entwicklung

A@) = Ao+ A, 8P+ A0+ A(z)

A, ZIJC(%) (u=1,2,3).

vu

Ist & die untere Grenze aller 6, fiir die

mit

Adz)<a® (2> o00)

g]“lt, so zeigten (*) P. Erdss und G. Szekeres, D. G. Kendallund R. A. Ran-
kin, H. E. Richert, W. Schwarz, der Verfasser

#<1/2, 1/3, 3/10, 20/69 ~ 0.29, 518 = 0.27...
In dieser Arbeit soll & < 7/27 = 0.259... oder genauer

1) A(x) < 2 log’s (4 — oo)
bewiesen werden.

Nach Hilfssatz 1 gentigt es, letztere Ungleichung fiir das dort er-
klirte Restglied A;(z) zu zeigen. Ausgangspunkt sei daher unsere in [3],
§ 1 gegebene Darstellung der Funktion A,(s) durch gewisse Doppelsummen
(Hilfssatz 2), zu deren Abschitzung die van der Corput - Methode
(Hilfssitze 3-6) herangezogen wird. Tn unserem Falle beruht die van der
Corput Methode vornehmlich auf der wiederholten Transformation gewis-
ser HExponentialdoppelsummen vermége ,,Weylscher” und ,,van der
Corputscher Schritte” (Hilfssitze 4 und 5), wobei sowohl die Schrittfolge

it (*) Ausfithrlicheres, insbesondere weitere Literatur, findet sich in [3], Ein-
eitung.
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als auch die Summationsreihenfolge bei jedem einzelnen Schritt wesent-
lich ist. Ganz spezielle Schrittfolgen der eben beschriebenen Art fithren
schlieflich zur Abschitzung (1) (2).

Ohne Beweis sei noch erwihnt, daB (1) durch geeignetere Schrits-
folgen zu A (w) < o** verschirft werden kann, womit die Grenze der
skizzierten Methode in etwa erreicht ist.

Fiir reelle u sei e(u): = e und Bu): = u— [u]— } das erste Bernoul-
lische ,;Polynom”. Die Summationsbedingung «,d <n <e¢,d sei mit
max(a, b) < n < min(¢,d) gleichbedeutend. Leere Summen mogen stets
den Wert Null haben.

§ 1. Hilfsmittel.
HILFsSATZ 1(3). Ist A,(x) das Restglied in der asymplotischen Eni-
wicklung

D 1= Alo+ AJa - ATa - Ay(w)
nyind<e
mit
3

=HC(%) (6 =1,2,3),

y=1
vitu

so folgt fiir & — oo aus 8 >} und A,(x) < «’log”

A

A(z) < 2°log” x.

Hirpssatz 2(Y. Ist (a, B,y) eine Permutation der Ziffern (1,2,3)
und
«f @
Skl = 3 ' B\Y s )
mat+Bpy<e
m>n
so gilt fir x— oo
A3(@) = — D) Sop, @)+ 0(a").
(a.8:v)

Hivrssarz 3(%). Ist K >0, u, reell, wnd durchliuft q eine endliche

Indexfolge, so gilt
ZB(uq y< Kt S’1+me( )'Z e(kug)
(*) Man vergleiche hierzu die Beweise der Sitze 1 und 2.
() [2], Lemmata 11 und 12 Sa.tz 4; [3], Hilfssatz 1.

)

)

(%) [3], Satz 1.

(%) [2], Lemma 7.
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HiLrssaTz 4 (%) (,,Weylscher Schritt”). Die reelle Funktion f(m, n) ses
definiert auf der Punkimenge

GeRi={mnM<m<M N<a< NYY.
Ist dann 0 < v < M*—DM, so gilt
2‘2 e(f(m, n)) < r VA M*— M +1)(N*—~N+1)+

()G

+{r-1(M*—M+1)(N*—N+1)

22 e(f(m~+q, n)—F(m, n) I}llz.

IgKr—1 (Myn)e
(Mm+g,n)eG

Hrssatz 8 (') (,,van der Corputscher Schritt”). Es sei f(m) im
Imerfuall a<m<b reell wnd oviermal stetig differenzierbar, 0 <F

—f"(m) <€ By, fP(m) < Iy fW j=23,4 und Fi=F,F, Ist dann
¢ _f’ b), d: = f'(a) und m(u)e(a, b fir we(e, d] du'rchf’(m(y) = u defi-
niert, so gilt

2 e(f(m)) = e(— 2 ff" m( |‘1’2 (f(m (1)) — pm( )) +
a<mgb c<p<d
+O0(F)+0(log {2+ (0—a) Fyo}) + 0((b—a) ).
Hurssarz 6(%). Ist f(n) im Infervall a <n <b reell, j-mal stetig

differenzierbar (j = 2, 3, ), und gilt dort 0 < F; < |fD(n)| < F;, so
folgt mit von j§ mmbhémgiger <-Konstanten

D' elf(m) <

a<n<h

< (b—a+ 1) FI¥=D 4 (p— g4 1)-F7 prue-a,

HirrssaTz 7(%). Sind fir a < m < b die positiven u,, monoton mit m
und < U und die w,, beliebig komplex, so gilt

2 UWp, € U max

a<m<b a<b'<h

Wy |+
a<m<b’

Hivrssarz 8. Ist die Punktmenge @ einer m-n-Fbene endlich, sind
ferner die positiven un, fiir alle in Betracht kommenden Werte von m mono-
ton mit m und < U, und ist Analoges fir die positiven v, < V erfiillt, so
gilt fiir beliebig komplexe Wy n Mt geeigneten reellen Zahlen b" und d’ (1)

Zz’um”nwmn< UV] Y‘Z wmnl

ot w1
(%) [4], Lemma p’. Fiir 0 < r < 1 ist der Hilfssatz trivial. Die Einschrinkung
auf ganzzahlige r darf entfallen.
(") [1], Lemma 3.
(® 6], 5.9, 5.11, 5.13.
®) [5], 5.2, 8. 82.
(1% Geeignete Paare (b’, d’) findet man in jedem @ umfagsenden Rechteck.
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Beweis. B: = {(m,n)la <m < b,c <n< d} sei ein G umfassendes
Rechteck. %, sei fir 4 < m < b eine ,;monotone Fortsetzung” von 4,
mit 0 < @y, < U. %, sei analog definiert. Ferner sel @y = Wy, oder 0,
je nachdem ob (m, n) in @ liegt oder nicht. Dann folgt aus Hilfssatz 7

mit geeigneten b’ und d’
E ) U,V Winn = ) ﬂm( E anwm,,) < Ul E ) Enwmnn
sad ad "y
c<n<d a<mgh c<n<d

| Sl 33

Il

o] 3w

e<n<d a

= UVI (ZZ Winn

M, M)eG
mgh’ ngd’

a<m<h
Winm ) |
ec<ngd a<m<h’

§ 2. Wir schicken dem Beweise des Hauptsatzes zwei Sétze voraus.
Satz 1 ist nur eine Erginzung des tieferliegenden Satzes 2.
Sarz 1. Sind @, M, N positiv, ist (8, y): = (2, 3) oder (3, 2), M** N?
< 2% so gilt fiir ¢ — oo :
)
M<m<2 M

N<n<aN
m=n

B(mm—ﬁ,n—y) < 27127,

Beweis. Wirdiirfen# > 1und 2 > ¥ > 1/2 voraussetzen. Zunichst
liefert Hilfssatz 3 fiir positives K

= 1 K
2 -1 in|—, —
© S<EK MN—]-gmm(k,kz)lsll
mit :
8y = 22 e(kzm~Pn?) (1),
M<m2M
N<ngaN
m>n
Auf 8; wenden wir Hilfssatz 4 an und erhalten unter der Voraussetzung
(3) 0<r<M
) 8 <rPUN iyy Y 18,11
l<gsr—1
mit
(5) Bpr= ) elg(m, n)),
Na<ngN Mp<m<zM-q
1
gim,n): = —B-ghx f (m+g)~ P dtn=7.

0

(1) Freie Parameter (hier M, N,k,z, 8 »p ) mogen ihrer letzten Vereinbarung
oder Verwendung entsprechend -eingeschriinkt sein (k also auf k¥ =1,2,3,...).
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Definiert man F durch F: = sM~""? N7, 5o folgt fiir j = 1,2, 3, 4
die Abschitzung
(6)

Wir wenden nun Hilfssatz 5 auf alle nicht-leeren inneren Summen (5)
an. Die Voraussetzungen dazu sind wegen (6) mit Fy: = ghF M ~(j =2, 3, 4)
erfiilllt. Setzt man

(7)
so gilt also, wenn die Funktion m(u,n)e(M, 28] im Intervall u,(n)
< u <minf{u,(n), us(n)} durch

(8)

erklirt wird,

ghF M < (— 1) gpui(m, n) < ghFM~.

wi(n): = gn(2M—gq, n), pe(n): = g (M, n), ds(n): = g (n, n),

gm(m(,u; n), ”‘) = p

©  S= )

N<n<2N

l=n 3 |guelmu, n), welp(u, )+

BBy,
+ O({gk P}~ 1)+ O({ghF}*)}
mib
P(uym): = gm(,n),m) —um (zym).

Die Funktionen p;(n), us(n), us(n) sind streng monoton fallend
mit n. Daher liefert die Vertauschung der Summationsreihenfolge in (9)

(10) 8, < 18]+ (qkF) P MN + (gkF)" N,
12N)<u<py(N)

‘wenn

(11) 8y = 2 |gm2('m/(/-4’ n), 77’)I_1/26(‘P(/‘z "))

nely,

gesetzt wird, und die I, gewisse, ganz im Intervall (¥, 2N] gelegene (evt.
leere) Intervalle bezeichnen.

Wir beabsichtigen, S, durch partielle Summation (Hilfssatz 7) zu
vereinfachen und anschliefend durch Hilfssatz 6 abzuschitzen. Dazu
schrinken wir ¢ auf

(12) 0<r<eM (0<e<?}

ein und zeigen, daB bei hinreichend kleinem konstanten e sowohl

0
(13) %gmz(m(y, ny, n) < 0
als auch
(14) qEFN " < —pp2(u, n) < gkFN?
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gilt. Fiir positive o ist nimlich

(15) 1—

a q
2 m

1 —a
<f(1+it) it <1
P m
und im Falle ag/m <1

1< {f(l—{r%t)_adt}—

0

1

< 1—|—a—g~.
m

Aug diesen Ungleichungen ergibt sich, wenn man die Identitit (8) nach
n differenziert,

M (py M) = — G = 2_7!}_/))

m(u, nyn! {1 +0 (—g—)},
Gm? m

da ja (3+f)g/m < 6r/M <1 ist. Daher folgt mit (12) und (15)

)
S Imt (m (g, n), 7) = g3yt Gin2a

= —B(L+ B) ygham (i, n) "0~ (140 (e)}
und weiter unter Beriicksichtigung der Identitit (8)

(16)

Pn = gn‘l'(gm—,u)'mn = Gns
Prin = GnmMn~+ Gun
= —fBy (1—[— —21‘3 ) gkzm (u, n)_l_ﬁn—z_"{l-l- 0(e)}.

Bei hinreichend kleinem konstanten ¢ sind aber (13) und (14) unmittel-
bare Konsequenzen von (16) und (17).

Der Faktor |g,z(m (s, n), n)|""* in (11) ist also monoton mit » und
nach (6) von der Ordnung (¢kF) Y2M. Daher liefert Hilfssatz 7

8 < (kY M | Y e(p(u, n)

nel ;‘

K

WIOI'iIl die I, geeignete Teilintervalle der I, bedeuten. Wegen (14) und
1, = (¥, 2N] folgt nun aus Hilfssatz 6, wenn wir dort (a,b]: =1I,,§: =2
und Fy = gkFN~? setzen,

26(90(#; ")) < (qkF)P 4 (gkF)~ 12NV,

nel
»

also
8y < M+ (qhF)y"*MN.
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Nach (6) und (7) ist up(N) < ¢kFM™'. Somit ergibt (10) wegen F > 1
und N < M

8, < qhF + (ghF) P M N + (qkF) P (MN)=,
Dies in (4) eingesetzt liefert
8, <€ 7 EMN + (rkF M N2 4 (rkF)y~ VM N + (¢ F)S (AN)%*.
Wihlen wir r: = ¢(kF)™"*(MN)"*, so ist (12) und folglich auch (3) erfiillt,
und wir erhalten
8; < (EFV*(MN )M+ (BF) "B (M N)E 4 (RF)Y2 (M),
Setzt man dies in (2) ein, so hat man schlieBlich
8 < K "MN+ (EF)*(MN) 4+ P~ (M N)"® - (KF)V2 (M N
oder mit K: = (F'MN)¥
S < Fl/s(MN)4/s+Fl/ls(_MN)u/zo
= (P (MN)YEQUN) 4 (F (AN PP (LN),

woraus wegen MN < (M'*EN") <o und F(MN)Y <z sofort die
Behauptung des Satzes 1 folgt.

Sarz 2. Sind y, M, N, o, c positiv und ist F: = yM "N, s0 gilt
mit nur von o und o abhdngiger << -Konstanten

§: = B(ym™°n~°) < F(MN)P - FU (MNP,
M<m<2M
N<nsN
mitendgy
m>n
Bemerkung. Der erste Summand rechts spielt die Rolle des Haupt-
gliedes. Satz 2 ist auf den Fall p = 2, o0 = 3 zugeschnitten; denn fiir diese
0, o nimm¢ das Hauptglied den von M und ¥ unabhingigen Wert y”*" an.
Beweis. Die Summe § sei nicht leer, inshesondere also 2 > N > 1/2,
¥y>2,F>1. ¢,c¢,, ¢y, ... seien geeignete positive, nur von ¢ und o
abhingige Zahlen. Die auftretenden 0- und < -Konstanten hingen
nur von ¢ und o ab.
Wir gehen wieder von (2) aus. §; hat jetzt die Bedeutung
Sy = 3 e(h{m, n))
N<mgeN Mpu<ma M (yn— o) {1+e)
mit
h(m, n): = —kym™®n~°(12).
Auf alle nicht-leeren inneren Summen wenden wir Hilfssatz 5 an.
Die Voraussetzungen dazu sind wegen

(18)  KRM™7 < (—1Y*'hyi(m,n) < kFM™  (j =0,1,2,3,4)

(**) Vgl. FuBnote ().
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mit Fy: = kFM* (j = 2, 8, 4) exfiillt. Setzt man also
pa(n): = by (2D, m) = oky (2M)~*"n"°,
Bt = hm({yn_a}ll(l+g)7 n) = gk,
ta(n): = hop (M, m) = olyM 120",
Us(): = hp(n,m) = okyn~179°,
so gilt, wenn die Funktion m (g, n)e(M, 2M] im Intervall

max {u; (1), uy} < p < min{u;(n), py(n)}
durch
(19)
oder

—0

hm(m(/‘y n), "7‘) = gkym(u, n)""0T" = p

(g, m): = (oky u=tn=7)HE+A
definiert wird,

8, = {9(_%) ihmz (m(/‘: n), n)[ﬂlﬂg("ﬂl'" '”/))'I‘
N<n2N BoHy<HSUg,itg
+O((kFY P2 + O ({RF I3))
mit
p(py n): = him(u, n), n)—pm(u,n) = — oy (kyutn=°)0+9,

Nun sind wegen

[Tz (m (12, )y W7 = {(L+0) Bnm™ V2 = {(14 g) pm 1}~
= 0y (ky ™2~ Cn e+

die Voraussetzungen des Hilfssatzes 8 zur Anwendung auf S, erfiillt.
Daher liefert die aus (18) folgende Abschitzung
[z (0 (2, ), n)| P < (kF)H
(20) 81 <€ (kF) M8, |+ (hF) P M N + (kP M) N
mit
By = 6(‘/’(#7 'n‘))’

NN py o< pipugitg, i’

worin N’ (V' < 2N) und &' (4’ < py(N) = okF) geeignete Zahlen bezeich-
nen.

Der Summationshereich von 8, liegt ganz im Rechteck

N<n<2N, 0<u<okP.
Wir wenden nun Hilfssatz 4 auf §, an und erhalten unter der Voraussetzung
(21) 0 <7 < okF
(22)

8, <r‘1/2NkF+ {'r“‘NkF 21 |Sal}llz
1<gsr—1

hm@
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mit
N

NN’ pppg<p<pg~—g~0u'—a

e —g(p)n=ol0ta),

1
9(w): = eaq (ky* [ (ot gty ™0+,
L]

1y (p), Mg (p), Ma(p) seien die Umkehrfunktionen von u;(m), pa(n),
ug(n), also
ma (1) = (k)" (200) Ol =,

ng(p) = (ohy) YoM~ O+l = le
?7/4(,11) = (@ky)ll(1+e+0),u—1/(1+e+a) .

Daher liefert die Vertauschung der Summationsreihenfolge in S,

8 =

, . A
w(N') ug<p<p’ — @ N g ()< N’ ug(pu+a) ny(u-+q)

e(—g(p)yn=e10F9),

Auf alle nicht-leeren inneren Summen wenden. wir jetst Hilfssatz 5 an.
Die Voraussetzungen dazu sind mit Fy: = ¢MN ' (j =2, 3, 4) erfiillt;
denn aus (19) und (21) folgt

(23) EF<pu<utq<ikF

und daraus die einfache Abschitzung

(24) qM < g(u)n 100 < g

Setzt man also

Flnys = =g (=09,

1
volp): =f(N) =B, f(u—{—qt)‘l/(’“)dt,
]

dtpte,

! ~1/(1+0)
(0 = F ) = B [ (1+ %t)

vy(u): = f(N') = By [ (u+gn) "0+,

vs(u): = f'(ns(p+9) = By [ (u+ g~V +Ods(u+q)e O+,
0

’

1 ~1/(1+e)
) = Flnatura) = B [ (1= ar

p ptq
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worin die B; (j =0,1,2,3,4) von u unabhiingig sind, so gilt, wenn
die Funktion n(x, ») (N, 2N] im Intervall

max {vy(p), vs(1), va(p)} < v < minfry(u), v (u)}

durch

(25) T (0lis ) = 5 om0 T =

oder

(26) (g, 9): ~{—"— ( )rl}lﬁiﬂ
yv)i = 1+ glu

erklirt wird,

@n 8= e(—%)
BN pg<p<p’~g

%(u, ”)e(‘P(/‘: 1’))+
¥9,¥g,4 <YKV
+0({gMy P N)+ 0 ({gU}"))
mit
2 ) = e fg(pn(u,» T}
Plpy ) = —g(p)n(e, v)" 70— (4, v).
Die Funktionen vo(u), v (u), v, (1) und 74(p) sind offensichtlich streng
monoton mit u, und zwar » (4) wachsend, die itbrigen fallend. va(u) ist

unter der Bedingung r__4 = 0 oder
o l1+p
(28) EApS 1+e
u 4

ebenfalls streng monoton; denn dann ist die Ableitung

v, Ll S 1 1
=2 = By(ptg)Te ° ) {ﬁn_q__ (_~ _) }
5, = Baluta of(/htq) + (53, o)

o 149
sic‘her positiv. Demnach Hefert die Vertauschung der Summations-
reihenfolge in (27), wenn man u' < ¢kF beachtet,

@) 8 < | )ty )elptue, )| + 1P (202 4 1 (q20)",

o) <r<n\(w') ned,

wo die J, gewiss%, ganz in (0, u'] gelegene (evt. leere) Intervalle bezeichnen.
Nach (26) 148t sich y mit von # unabhingigem B in die Form

1+e
%4, v) = By (p) "0+t

setzen und nach (24) abschitzen durch

z(py») < (M)~ 2N,

hm@
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#(u, ») ist also monoton fallend mit u, so daB aus Hilfssatz 7

2 2 2elp(w, ») < (@)X | 3 elp(a, »)]|

T,

(30)

st’,

folgt, wo die J, geeignete Teilintervalle der J, bezeichnen.

Auf die letzte Summe wollen wir Hilfssatz 6 mit j: = 3 anwenden.
Dazu benétigen wir eine Abschitzung von ¢,s(u, ). Zunsichst hat man
auf Grund der Identitdt (25)

ag
%z_WWJMM+l+emﬂmm4~ﬂm=—w%”“”
oder wegen (26)
g —1j—a - i
ulpy ) = —esg' ()g()y )™ (a: T

Differenziert man zweimal nach u, so ergibt sich
"oy

(31) g = —0{g"" —3ag"g'gT +a(l+a) (g g ()
Nun gilt fir 0 <t <lundj=1,2,3

w (l—j %) <(utaqy? <u,

woraus mit absoluter O-Konstanten
, ;1 1 1 ; q

= ot e ool )

9 (u) = (—1) Tte e j TTe g(p)p B
folgt. Benutzt man dies in (31), so erhilt man

@3 (1, 2) = 669 (u) ™ u™ " {14+ O(g/u)}

oder mit Riicksicht auf 1 < ¢ < r, (23) und (26)
(32) Py ¥) = C2g () (py )70 = {1 O (r(kF) ™)}
Schréinken wir noch 7 auf
(33) 0<r < ekl

ein, indem wir ¢ > 0 in alleiniger Abhingigkeit von ¢ und o so wihlen,
daB (21) und (28) erfiillt sind und das 0-Glied in (32) dem Betrage nach
kleiner als 1/2 ausfillt, so folgt schlieBlich aus (23), (24) und (32)

(M (BF)™ < pa(ny v) < gM (RF)~".

Daher liefert Hilfssatz 6 mit j: =3 und Fy: = ¢M(kF)~® wegen J,
< (0, 4'] = (0, okF]

D elp(u, ») < (6F) (g M)+ kF (g 1),

"
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Setizt man dies in (30) ein, so hat man

Dl v)elp(n, ) < (BF)P(qM) BN+ REF (gM)~ RN

pedy,
und nach (29) wegen » < ¢MN~! (folgt aus (24) und (25))
8y < (REYE(qM) P+ kP (qM) P+ EF (g M) N .
(22) ergibt damn fir S, die Abschétzung
8, < r P EFN + (kF ) (r M) NV L EF (r M) N2 - EF (r M)~ ¥
und (20)
(34) 8, < r VA (RFY PPN L0 B (BF) M N A YO (22 YR N 4
e EFYEMAN - (RF) P M N - (RFY PN,

Wir setzen nun zunéchst r: = (k/K)¥“r, mit von k unabhiingigem 7,
und erhalten aus (2) und (34)

S< K—IMN—I—'ro_llz(KF)I/Z.MMN—{—Téls(KF)l“MS/GNl’z+
4+ 'I“I,IG(KF)I’ZMmNVZ—I— 731/4(KF)112M114N+F"”ZMI’ZN—]- (KF)llaMllaN.

Jetizt erst wihlen wir ro und X so, daf die drei ersten Glieder rechts von
gleicher Ordnung sind, ndmlich

e
7ot

— szgM—yaNz/s’ KE: = F—7/27(MN)2/9-

|

Durch diese Wahl von 7, und K ist auch (33) erfiillt. Es ergibt sich
S < F7/27 (MN)7/9+F11[27(MN)13[15 ‘I—F17154(M_N)25/36(N/M)1l4+
+F—1l2(MN)3[G(N/M)I[4+ FZO[BI (MN)ZO/M (_N/M)lla.

Wegen F>1, MN>1,N/M <1 wird das dritte Glied rechts vom
zweiten und die beiden letzten vom ersten majorisiert, womit Satz 2
bewiesen ist.

Havrrsarz. Fiir @ — co gilt
A(z) < 2" log?s.

Beweis. (a, B, y) sei eine Permutation der Ziffern (1,2,3) und 2
hinreichend groB. Die in Hilfssatz 2 auftretenden Summen 8.5, () las-
sen sich je in O(log?z) Summen der Form

oV )

Bapy(@; M, N): = ZZ

M<m<2M
N<n<2N
mathnyce
m>n

hm@
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zerlegen. Man darf offenbar 2) >N >1/2 und M**N" < o voraus-
setzen. Satz 2 ]ielfert, indem man dort y: = ', 5: = Blay o: = yla,
F = (@M~ " N~")" setzt und a+p+y = 6 beachtet,
Sapy (@3 M, N) < {o (B N7)= () 2 yo-yieme
_}_ {mzz(J[u—i-ﬂN7)13a~22(N/JI)ISu(K—y)}l/(S-iu)
< 007/274— {$22(Ma+ﬂN7)13u—22}1/(54a)-
Hieraus folgt, wenn entweder a >1 oder a = 1, M™AN? = 489 ist,
(35) Sopy(2; M, N) < o,
Ist aber a = 1, M N? < 4*°, so ist (85) bei hinreichend groem z mit
Satz 1 identisch.
Aus (35) ergibt sich unmittelbar

8.,5,(®) < 2™ log*s,
und Hilfssatz 2 liefert

A5(z) < 5 log*z.

Wegen Hilfssatz 1 ist damit unser Hauptsatz bewiesen.
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