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Nun ist aber
1,46557123 < &, < 1,46557124,

2,20556943 < £, < 2,20556944,
4,36523001 < & < 4,36523002,
6,56631577 < & < 6,56631578
und daher
£ 8 = 9,62340346 + A4,
£, & = 9,62781786 + B,

mit |A| <8,1+107% und |B| < 6,6:107%, d.h. (9) ist nicht erfiills.
Bemerkung 1. Ist nun ein solches Maf singulir, so ist es entweder
rein atomar oder rein nicht-atomar. P ist atomar genau dann, wenn

supp(E®, ..., B9 =0 >0

fiir alle s gilt. Gibt es niimlich einen Punkt g« B® mit p (k9 (y), ..., 5 (y))
>0 >0 fiir alle s, so ist die abzdhlbare Menge

A= Lla{meB@)[ o =8y, j =N

gegen ¢ invariant und daher P(4) = 1. Die Umkehrung ist klar.
Bemerkung 2. Wire die explizite Gestalt von u bekannt, so wire
Satz 2 vermutlich durch Einsetzen zu beweisen.
Zuletzt danke ich noch Herrn Dr. K. Kreiter, der mich bei der
genauen Berechnung der Nullstellen unterstiitzt hat.
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ACTA ARITHMETICA
XIII (1968)

Verallgemeinerung eines Peterssonschen Satzes
und Gitterpunkte mit Gewichten

von

B. Novix (Praha)

§ 1. Einleitung. Es sei r eine natiirliche Zahl, r > 2 und sei
r
(1) Qw) = Qu) = ) ayuu
i1

eine positiv definite quadratische Form mit der Determinante D. Seien
weiter

(2) My, Moy .oy Myybyybay ey bryagy agyenny 0
(M, >0,M,>0,..., M, >0)

reelle Zahlen. Wir betrachten 2 >0 und erwigen die Funktion A4 (z),
die durch

2mt 2 agUs
3) 26 72, 7Y
definiert ist, wobei iiber alle r-tupel %y, s, ..., %, reeller Zahlen, fiir die
(4) Q) Uy oovy ) <@
und
(5) up = by (mod My) (j=1,2,...,7)
ist, summiert wird.
In dem Spezialfall
6) L ogy=b=0, M;=1 (j=1,2,...,7)

gibt (3) die Anzahl der Gitterpunkte (d.h. der Punkte mit ganzzahligen
Koordinaten), die im Gebiet (4) liegen, an. Im allgemeinen Fall wird also
eine ,,Ausdehnung’ und ,,Verschiebung” des Gitters zugelassen und jeder
Punkt wird mit einem gewissen ,,Gewicht” gerechnet. Unter der Voraus-
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setzung (6) wollen wir die Funktion (3) durch das Volumen des Ellipsoides
(4) zu approximieren. Im allgemeinen Fall setzen wir

r
T oami 3 ey

r
2 j=1

w5t e

=
VD [ M (3 +1)
=1

(7 : V(@)

(6 =1, wenn alle Zahlen o, M;, ayM,,...,a.M, ganz sind, sonst § = 0)
und wir untersuchen den dazugehdrenden Rest

(8) P(a) = A(z)— V(2).

In den Jahren 1915-1924 bewies Landau [5] (Seite 11-84) die folgende
Fundamentalbehauptung:

() Pla) = O@P="10+Y)
und (unter der Voraussetzung 4 (z) == 0)
(10) P(x) = Q(a"9M),

Eine weitere Verbesserung der Abschitzungen (9) und (10) wurde mit
Riicksicht auf die Schwierigkeit der ganzen Problematik auf einige wichtige
Spezialfille besehrénkt. Im Rationalfall (d.h. wenn die Koeffizienten der
Form (1) und alle Zahlen (2) rational sind) bewiesen Landau und Walfisz
([B], Seite 148-154 und [9]) fiir » > 4 die Beziehung

(11) - P(z) = 0(z™Y).

Der Rationalfall wurde so fir ¢, = @y =... = @, = 0 geldst, indem —
wie es Jarnfk (bel Landau [5], Seite 162) zeigte — bei diesen Voraus-
setzungen auch

(12) P(z) = 2(a™)

ist. Walfisz [11] bewies die Giiltigkeit dieser Beziehung unter einer allge-
meineren Voraussetzung (immer wird noch der Rationalfall und 7 >4
gemeint), daB mindestens eine der zugehérigen verallgemeinerten Gauss-
schen Summen (siehe §2) von Null verschieden ist ().

Die Beziehung (11) wurde auf dem Grund der »nKreismethode” von
Hardy und Littlewood bewiesen. Mittels deren konsequenter Ausnitzung
bewies Petersson den folgenden Satz (Satz A’ in [8])

(!) Sonst ish P(z) = O(x"*1gx) und mit Hille der Modulformen kann man
den Exponent r/4 noch verkleinern (siehe [117).
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PETERSSONSCHER SArz. Es seien die Zahlen ay (1,j =1,2,...,7)
ganz, a; = 0 und by, M; rational (j =1,2,...,7),r >4. Sei B >0 eine (nicht
notwendig ganze) Zahl, dap olle Zahlen BM;, Bb; (j=1,2,...,7) ganz
sind. Dann gilt fir @ — 4 oo

V(n+3) (n+ 3y7-it »
(13) A(») = 7 + Z (27:1_)7.“],(%?_7)- Hj(n)+0(n"*1gn),
oi<ria—1
wobei n = [B2x] und H;(n) durch bestimmie Reihen, die fiir die betrachteten
Werte n und j absolut und gleichmdpig konvergent sind, definiert sind,

Hj(n) = 0(1)

(fiir & — 4 o0, 0 <j <rf/4—1).

(Einen vereinfachsten Beweis dieses Satzes in einer etwas stiirkeren
Formulation unter der Voraussetzung (6) und fir Q(u) = 3 uj gibt
Walfisz in [12].) 7=1

Aus der Zeitperiode nach 1926 liegt fiir den Fall » > 4 eine Reihe von
bedeutenden Arbeiten vor, insbesondere von Jarnik und Walfisz. In den
Arbeiten [1] und [2] arbeitete Jarnik eine Methode fiir die O-Abschétzun-
gen der Funktion P(z) aus und beniitzte diese fiir den Fall, daB die Form
(1) eine Diagonalform

(14) Qu) = > ayu}
f=1
ist, » > 4. In [1] und [2] ist besonders bewiesen (> 4):
I. Bs ist immer
P(z) = O 1).
IL. Ist wenigstens eine der Zahlen
ay @ a,
o a T
irrational, ist sogar (2)
(15) P(x) = o2 1),
IIT. Fiir fast alle Systeme a; >0,4a, >0, ..., >0 (im Sinne des
Lebesgueschen MaBes in B,) ist '

P(z) = 0(a'"+*)
flir jedes & > 0.

(%) Genauer: die Beziehung (15) ist fiir »> 5 in 2] und fiir » = 5 in [18]
bewiesen.


Pem


hm@

426 B. Novak

In der Arbeit [3] wird weiter bewiesen, dafll man die Behauptung
II nicht ohne weitere Voraussetzungen tiber die Zahlen a,a,,...,q,
verschirfen kann:

IV. Ist @(z) eine positive und fallende Funktion, ¢(z) = 0(1), dann
gibt es ein r-tupel positiver Zahlen ay, a,, ..., &, 80, daf fiir die Form (14)
die Beziehung (15) gilt und dal

Plz) = Q" p(2))

ist. (Diese Behauptung wurde zum erstenmal von Walfisz in [10] —
auf eine andere Art und fiir » > 10 — bewiesen.)

Das Ziel dex vorliegenden Arbeit ist das Studium der Funktion (3)
bei der Voraussetzung, daB die Koeffizienten der Form (1) und die Zahlen
M; und b; (j =1,2,...,7) ganz sind. Die Zahlen o, a,,..., a, kinnen
also beliebige reelle Werte annehmen. Der Ausgangpunkt unserer Unter-
suchungen wird die Verallgemeinerung des zitierten Peterssonschen Satzes
(Satz 1) sein, von der wir eine Fundamentalbeziehung fiir O-Abschitzungen
(Satz 2) herleiten. Daraus leiten wir dann drei Sétze ab, die den Behaup-
tungen I-IV analog sind.
~ Die Verallgemeinerung des Peterssonschen Satzes und die weiteren
Betrachtungen bernhen auf einer Darstellung fiir die Funktion
(16) A'(z) = lim w

&0 2 .
mit Hilfe der entsprechenden Thetafunktion analog wie in der Arbeit [1].
Die Herleitung der Beziehung fiir 0-Abschétzungen vom Satz 1 erméglicht
die iibliche Untersuchung der Funktion

[ Ay

und den Ubergang zu der Funktion A (z) zu eliminieren.
Einige Ergebnisse dieser Arbeit wurden mif einer Andeutung der
Beweise in [6] bzw. in der vorliufigen Mitteilung [7] veroffentlichs.

§ 2. Hilfsbehauptungen. In der ganzen Arbeit (wenn ausdriicklich
nicht anderes gesagt wird) werden auBer der tiblichen Symbolik folgende
Verabredungen und Bezeichnungen beibehalten:

Fir natirliche p sei B, der p-dimensionale Euklidische Raum. Die
Buchstaben 7, % und 7 bezeichnen natiirliche Zahlen, j und # sind nicht-
negative ganze Zahlen, h und m (eventuell mit Index versehen) sind ganze
Zahlen. Treten zugleich h und & auf, so ist (k, k) = 1. Das Symbol 3 bzw.

2

%’ bedeutet die Summation iiber alle h, fir die 0 < b < & (und nach dem

obigen auch (h, k) = 1) bzw. die Summmation iiber alle r-tupel my, Mq,...
-oay My ganzer Zahlen.
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Tiir te B, bedeutet [¢] den ganzen Teil der Zahl ¢; weiter setzen wir
) = min (t—[4], 1—24[1]).

Der Buchstabe u bedeute eine (im allgemeinen komplexe) GroBe, deren
Absolutwert hochstens 1 ist, s und # bedeuten immer positive reclle Zahlen.
Unter einem Integral verstehen wir immer ein (absolut konvergentes)
Lebesguesches Integral; fiir 9N <= F; bedeutet

[fy)ay
N

das Lebesguesche Integral der Funktion f iiber die Menge N (wenn dieses
existiert).

E bedeutet die Menge aller endlichen komplexen Zahlen. Das Kurven-
integral wird wie iiblich definiert, speziell fiir s,, s,¢F setzen wir

f2f(8)d8 = (85— 8y) ff(81+t(32—31))dt1

wenn das Integral rechts existiert. Fiir a<®, weiter setzen wir
a-+ico a+iT
[ fls)ds = lim [ fis)as,
a-"ico Tstoo g 50
wenn der Grenzwert rechts existiert und endlich ist.

Weiter behalten wir die Bezeichnungen und Definitionen aus §1.
Wir gsetzen also voraus, dafl die Form (1) ganzzahlige Koeffizienten hat,
daB die Zahlen M,, M,,..., M,, by, b,,..., b, ganz sind und daB8 M,
>0,M,>0,..., M, >0. Die Funktionen A(z), V(x) und P(x) sind
durch (8), (7) und (8) definiert, die Funktion A'(z) durch (16). Analog
definieren wir die Funktionen P’(x) und V’'(x) = V(s); es ist also auch

Pl(z) = A’ (#)— V().

Q bezeichne die zu @ inverse Form. Stets sei r > 4.

Mit ¢ bezeichnen wir unterschiedslos positive Konstanten, die hich-
stens von der Form (1) und der Zahlen (2) abhingen. Die Abhingigkeit
dieser Konstanten von anderen Grofen wird iiblicherweise mit ¢(n),
¢(p,t) usw. bezeichnet. Ahnlich schreiben wir n(f;, fa, ..., fz) u. desgl.
Die Symbole <, =, 0, o und 2 haben den iiblichen Sinn. Die Konstanten,
die in deren Definition auftreten, sind von dem ,,Typus”’ ¢. Uber die Zahl
» setzen wir immer voraus, daB sie geniigend gro8, d.h. @ > ¢, ist.

Fir seH, Res >0 setzen wir

O(s) = Zexp {—sQ(uj)—kzm;Zaju,},

F=1
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wo iiber alle r-tupel #,, U,, ..., 4, reeller Zahlen, die (5) erfillen, summiert
wird. Die gegebene Reihe ist offenbar in jedem Gebiet Res > & absolut
und gleichmiBig konvergent; O (s) ist also eine in der Halbebene Res > ¢
regulire Funktion. Setzen wir

r
_ 2 627:147.;‘]1117-117-
(es wird iiber alle (5) erfilllende r-tupel uy, %s, ...
ist, summiert), dann ist offensichtlich

) Uy TUr die Q(u) =

S

@(3) = Z‘ane—ns’ A(m) =

n=0 nge
und
, A (%) fiir nicht ganze w,
4 (z) = )
A(r)—%a, fir o =mn.
Wie bekannt, ist
Ax) < o™
und deswegen auch
a7 ay, < (n+1)".

Wir bemerken, daB die Funktionen A(z), V(x) usw. von @ und den
Zahlen (2) abhingen. In manchen Fillen wird diese Abhingigkeit hervor-
gehoben (A4 (x; oy, s, ..., &) usW.). Ohne Einschrinkung der Allgemein-
heit kann man voraussetzen, daf 0 < b; < M; und daf alle Zahlen o

(j=1,2,...,7) im Intervall [0, 1) liegen.
LevMMA 1. Fir T> o, &> =a" oder (@) =0 dst
1jz+iT &
, 1 Os
(18) o=t [ g 00
T 1jz~iT

Beweis. Sei 7,b>0. Aus dem Cauchyschen Satz und mittels
direkter Berechnung ergibt sich sofort

o
1 b+iTeuE 1+'uﬂ fir %>0,
(19) 55 | Ss=
27”1;_11’ 8 e 0
T
und
b4+iT
1 ds 1 b
(20) 2_ f — =—4u—.
™ S 2 T
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Fiir nichtganze @ bekommt man aus (19) sofort

(Z-n)b
o[z 2 ol =)
— 9

Presso

b+iT
1 O (s

(21) —
2nt o

Sei 8, die Summe

(22) Z I n]

wo iiber alle =, fiir die n < #/2 oder # > 22 is, summiert wird. In 8,
ist also immer |z—n| > /2 und also ist nach (17)

S 1 S T2 ,—mb (z+1)D 6(m+l)b
@3) LR D e <
Es sei 8, die Summe (22), wo iiber alle u, fiir die 2/2 < # < 2% ist, summiert
wird. Sei (#) = |z— N| (N ist also eine natiirliche Zahl). Fiir die be-
trachteten n, fiir die » < N—1 bzw. #n > N1 ist, haben wir |z—n)|
>N—n—1% bzw. [s—n| >n—N—% und nach (17)

Uy, << o'

Also ist fiir nichtganzes z (jx—n| < a)

1 1

(24) 82 < mr/ze:cb( ___+ <w> ) < mr/z (z+1)b (].g(l}-]— i_)

&>

Ist nun # = N (N ist eine natirliche Zahl), d.h. (z) = 0, kann man
im 0-Glied der Beziehung (21) fiir n s N summieren und alle Betrachtun-
gen wiederholen (dann ist |#—n| > 1) und fiir » = N beniitzt man (20).
Im Ganzen kann man

biT

1 8
— [ L os)as
2rs b 8
xrlzb .
) 2@+ 1 O( T ) fur (o =0,
=4'(x)+0 ( T ( (b PTiFIEE )> + ( 213 T+

_—_— i #0
schreiben. Setzt man nun b = l/w und ist oy =

&~ oder (x> =0,
T > 4", bekommt man sofort die Beziehung (18).
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DEFINITION 1. Fiir (m) = (my, My, ..., Mm,) setzen wir
K
exp | 2m—Q(ayM4+ba)+T
01,0g5.0s0p=1 i=
(die sogenannte verallgemeinerte Gausssche Summe).

LeMMA 2. Pir seH, Res >0 gilt
(28) O(s)

Sajoom = 3 (@M,

2
=l v

= 2mh)f/22 S”“’")exp[ 72(5 2m’h)Q(M a’k)}
o2 s —
%

VD HM k’(s -

(fiir ae B, bedeutet 2* hier denjenigen Zweig von &° in der Halbebene rez >0,
der positiv fiir positive  ist). Weiter ist immer

(26) S my < K™
r
und ist (k, 2D [] Mj) =1, so ist sogar
j=1

(27) 85,0y = ™.

Beweis. Siehe z.B. [4], Seite 154-157. Den Verlauf des Beweises,
der in dieser Arbeit unter der Voraussetzung (6) gegeben ist, kann man
auch auf diesen allgemeineren Fall iibertragen. Fiir den zweiten Teil des
Lemma siehe auch [11], Seite 46-47.

Bemerkung 1. Fiir v = (vy, vy, ...,0,) eB, setzen wir

loll = max |v].
F=1,2,..7

Die Funktion §(v;/M;) ist offenbar auf der Menge der vel, mit |jo| = 1
stetig und positiv. Fiir diese » ist also

~{ v
28 =1
- o)
Ist nun v = (v,,vs,...,0,) By, v (0, 0,...,0) und beniitzt man (28)
fiir den Punkt
(o, )
ol il ol
bekommt man sofort
(29) g(~L) = ot
a(5) = ot

Verallgemeinerung eines Peterssonschen Satzes 431
"Ist also ol < } und (my, ma, ..., m) % (0,0, ..., 0), so ist
~ [ m;+v;
Q( ]M ’)>cl>0
fiir eine passende Konstante ¢; = ¢. Ist noch Q(ru, JM;) < ¢,/2 dh. z.B.
fiir |[v]l < ¢, =06, 80 ist
= ij—l— V; P ¢y
JUSCELERCE YN PRGN I St 4
Q( M; ) Q(Mi)/ 2
fiir alle Systeme (m,, My, ..., m,) 7% (0,0,...,0).
DEFINITION 2. Man setze
N
(30) Pr,= max {a;M;k>, Ry=min§ (__/ ——aﬂc)
J=L et m  \M;

(das letzte Minimum wird auf alle Systeme (m,, m,,..
Ist die Beziehung

., ;) bezogen).

= [ My
fiir ein einziges System (m) == (mq, My, ..., m,) erfillt, sei
(32) Sh,k = Sh,ln,(m)-

Sonst wihlen wir fiir jedes solche % ein System. (m), welches (31) erfiills
und die Zahl 8;; wird wieder durch (32) definiert.

Bemerkung 2. Aus der Beziehung (29) bekommt man leicht, daB
(33) By, = P}

ist. Aus der Bemerkung 1 folgt weiter: es gibt eine Konstante ¢, = ¢
80, dafl sobald R << ¢, oder Pj << ¢, und

m.
-Rk = Q (_M-j;—- —(1176)
ist, so ist (o Mykd = |my— Mk (f=1,2,...,7). Bs gibt also eine
Konstante ¢, = ¢ so, daB fiir die Werte von %, fur die Ry < o, ist, der
Wert des Ausdruckes (32) eindeutig bestimmt ist.

§ 3. Verallgemeinerung des Peterssonschen Satzes.

Bemerkung 3. Bei dem Beweis des verallgemeinerten Peterssonschen
Satzes wird von der Beziehung (18) ausgegangen. Der Integrationsweg
wird zuerst mit Hilfe von Fareybriichen auf gewiBle Intervalle zerteilt
und in jedem dieser Intervalle (25) benutzt. Daraus erhilt man einen
asymptotischen Ausdruck fiir die Funktion A’(z) mit Hilfe gewisser
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Hilfstunktionen F(z, @, D), deren Beschreibung das Lemma 4 gewidmes
ist. Durch Adjustieren der Summationsgrenzen und Ausdehnung der
Giiltigkeit der Formel auf stetig wachsendes x bekommen wir den ge-
suchten Satz.

Lovma 3. Fiir a,beBy, b >0 sei(?)

1

F(m,a,b)=~—l—.— f ”

—— 8
o (s —ia)s

= —doo
z

Z9—bj(s—1a)

Dann ist fir (o) = oder <z =0

/2 S, h R
84 A(@) = — M (m, 2 T k) +0(@™1ga),
VD [] M, <= wi<er
5 ‘
wo Ty = [2"].

Der Beweis wird in drei Teile zerlegt.

a) Wir nehmen die Fareyschen Briiche, welche zu der Zahl Vo gehdoren,
d.h. alle Briiche der Form h/k, wo k < Va. Zu jedem Fareybruch hik
gibt es genau ein Paar von Fareybriichen A'[k’, b [k’ mit A'[%' < h/k
<k'E (0<k < Vo, 0 <k’ < 1/5, (W', %) =1, (B, k") =1), sodaB
zwischen &'[k’,h"[k" genau ein Fareybruch, nimlich */k, liegh Dann
bezeichen wir mit B, das Intervall

’

2 h+n' 2 h-l-h")
[ﬂk-l—k” “k+ku

bekanntlich ist (siehe z.B. [5], Seite 249-250) k-+% >V, k+k" >Va,
hE'—kh' =1, B'k—RhE' =1 und also

2rch, & 2nh 9
35) Bpp—|om Y Y <9, 9 <2n).
o) Ba=[F - ) <o <o)

Auf Grund der Beziehung (25) kann leicht festgestellt werden, daB
fir 8 = 1ja+i, b <Ve wnd

1

3 <

() Es kann leicht festgestellt werden (integrierbare Majorante), daB F(z, a, )
eine stetige Funktion der Versnderlichen a, b, im Gebiet a,b, xeH;,b > 0,2> 0
isf.
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(speziell fiir 1¢Byz)
(36) O(s) =
n2 Ry } o e
W (s—ominjly) MU eXP { - ?ﬁm}
VD ﬁ M I (s —2mih k)™ K7 (14 a2t —2nh [T '
j=1

n”zSh,keXp{ —

ist. Benutzt man nimlich den Ausdruck (25) und sondert man in der
Summe das Glied mit den, in der Definition 2 fiir Sy, benutzten, m;, m,,
...y My AUS, 80 ist in der iibrigen Summe nach der Bemerkung 1 immer

((m1y may ey mz) # (g, Mg, .., my))
_[m;
ol ) >
und da fir s = 1/w+it, [t—2xh/k| < 1[kVa
1
Re == o >¢

of  2mik R 2 2mh |2
k (s A ) k (1—)—m(t———k ))

ist, bekommt man sofort die Beziehung (36) (siehe auch (26)).

b) Das Intervall [ —2xT,, 2=T,) wird mit einer minimalen Anzahl
der Intervalle B, (k < l/-a_c) iiberdeckt. Thre Vereinigung ist ein Intervall
der Linge 27, wo nach (358) T = 2xT,+ O(1/Vx) ist. Nach dem Lemma 1
ist fiir <@ =4~ oder (&) =0 (s = 1/w-it)

, 1 I8
(37) A' (@) = 2 — fL@(s)dt+0(‘1)
J 27 s
k<y@ IM<KT B,k
und aus (36) bekommen wir (siehe (35))

8

1
(38) 5~ f%@(s)dt:

B,k
2 Ry
P S . 1 exp {ms— m} i
VD f[ M; 12 2n B e (s —2ndh [k) s
F=1
ejkyE ex { w }du
au(2) PP Rt
k ~ P [ A 2rh
—eikyE (14 x2u)" - +4 (u—{— —k—)

Acta Arithmetica XIII.4 b
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Wir betrachten zuerst die zweiten Glieder — wir bezeichnen sie mit
Ty — der rechten Seite von (38). Fir h =0 (und also notwendig & = 1)
bekommen wir

efVE

@x
o) Zw<an [
[}

a1z .
TTa 2) o~ oTl(1+a W) du < o
&L= U

da die Funktion £e~% im Intervall [0, +oc0) beschriinkt ist. Fiir h = ¢

geniigt es natiirlich den Fall & >0 zu betrachten. Fiir t¢By;, ist aber
(siehe (35))

1 . 27ch
— it | = ——
&

lim

Ler+00

und #hnlich wie in (39) erhalten wir ([1)z-+4(u+2xh/k)| > h/k)

2y, ekyz e—cm/k2(1+z2u2)
(40) Thp < (ﬁ)

— ——ry U
kl n)  (@ately™
Yz 2
< P clf z 2 T4 e—“lk2(1+$2u2)du< Prait
h § k(14 22u?)

Durch Summation von (40) iiber die betrachteten h und % bekommen wir
zusammen mit (39) fiir die entsprechenden z nach (37) und (38)

AI (9}) — WTIZ Sh,lc
VD [T My r<rs Wi<ETy b
j=1
exp {ws B }
k(8 — 2mih ) -
X5 2y it O@g).
B,k
c) Um (34) zu beweisen, bedenken wir, daf
m2 R,
1 exp (2§ — S }
F(m, 0, T;ERI)’-—Z—T\:— ,S'TIZ'H' dil
By,1
< f i - 2@ <
s 1/ +it| v
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und fir » >0 ist

2
sh | i?nﬁ wR) 1 &*(s - 2nih k)
K ’ kB ke 2o (82xih k) s
Ak
L f"’ du
72 2\ 1/2
KT v (1+2?u?)y™ (1+ac2 (u—~ 3}’}) )
whik o 3] o0
g+ 1 du z du
< ([ vt [t [ [
e/kVz whik cfleyz whyk
PR z
< T
Summation iiber A und % ergibt
Tk 1 Tk
1 " 1
4 0 (m 2 %Z_h,ﬂ_l TR 2 Z%) — 0 ™).
k<vE k=1 k<yz b=1

Dadurch ist (34) vollkommen bewiesen. Wir bemerken noch ausdriicklich,
daB alle Abschétzungen fiir Bre[0, + oo) gleichmiBig sind.

Bemerkung 4. Wenn Ry > ¢ ist, erhalten wir dhnlich fir % >0

Sih,k h Ry
T_F B :!:27!:%, i
_ _ cx
Z\12 kvE e 12(1422u?)
< |~ du -+
k _ /s 1 . 27ch
—ekyz (14 22u2)® —+i|ut
@ k
g du
PR ol \ 2\ 2
clkyE (1--z2u2)* (1 + (u — T) )
-1z ©
<7 T
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und fiir h =0 (Qh k=1, B, #0)

o et

Fa, 0, ) = o™ [ &
o
oz 74412
@ —ezf(1+ 224
< g f ( 2_Z) e dat -+
p 1+ 2%t
400 +oo
dt " dat 4
A f FEwECI < "'+ f 7}ﬂ:r<wﬂ .
oV e

Der Beitrag dieser Summanden ist nach (41) héchstens O(w'“lgm). Mit
Riicksicht auf die Bemerkung 2 bekommt man daher, dafB der Beitrag
der Glieder der Beziehung (34), bei dennen eine Willkiir fiir die Wahl
von S5 vorsteht, O(2™lgs) nicht iiberschreitet.

Bemerkung 5. Wir geben ohne Beweis bekannte Eigenschaften
von Besselfunktionen an, die wir fiir positive », # branchen werden. Es ist

I® j 2
{2y X (=1 e2)
(“2) 1o = (3) 2Tt
Wie bekannt, ist
1

lim 2L, (2) = —o
Ime7 L@ = 50

12 cosfe— ™ — T\ Lo
I”(z)—l/nz cos(z 5 4)—i—O(z )

und

fiir z - + oo. Bs ist also

(43) L)<, L@E<e™
und
(44) L) <1
gleichméBig fiir z¢(0, + oc). Weiter gilt
(45) —g; ¢ L) = 2'I,_,(2)
und aus der Hankelschen Formel ergibt sich sofort
i (%)m IeVie) fir b >0,
(46) o, ) ~§H—lds = &
—teo m fir b=0,

wenn d >0 ist.
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LEMMA 4. Hs sei a,bel;, a # 0, b >0. Dann gilt

z\"* i 7
(47) F(w,o,b)=(g) Tp(2Vba), - F(@,0,0) = s

(48) P, a,b) = ™ T

(— 1)7’ g\ -

(b) Ir/z-igl(zl/bm)‘*"‘l’(m’ a, b)
0<f<rja—1

und

(_ 1)7' mr/'z_;r‘—x

(49) F(z,a,0) =¢ Wm?‘:?)—

0<i<rj4—1

+y(@,a, 0),

wo p(@, a, 4) eine bestimmie, fir a, deB;, a # 0, d > 0 definierte Funktion
ist, fiir die bei n = —[1—r/4]

rf2—n—1

(50) w(w,a,d)<w[71ng-1g(1+lam1)

gleschméfpig fiir de[0, + oo) gilt.

Beweis. Die Beziehungen (47) folgen unmittelbar aus (46). Es sei
a#0 und n = —[1—r/4], d.h. » ist die kleinste ganze Zahl, fir die
r/4—1 < n ist. Immer ist (r >4) » =1 und r/4+1 =r/2—n >7r/d > 1.
Beachtet man, daB fiir se®, Res £ 0, aeHy, a # 0

n—1

1 1 s\ (—sfai)"
8- ad *3@72(_%) + s ai

=0

ist und fir ¢ >0,d > 0

1z+1ico &5 s

4
S5 i)

< it f at
o (1+m2t2)r/4_n/2(1+m2 Itia]z)llz

1x—1ico

=)

< mr/z—-nf
0

du "
- <
(14+%) (A + |u— az|) a

lg(1-+ ax)

gleichméBig fiir de[0, - oo) ist, bekommt man ans der Definition der
Funktion 7 durch Benutzung von (46) sofort die Behauptung des Lemma.

DEFINITION 3. Set 0 <j<7r/d—1, 0 < h < k. Fiir y B, sebzen wir

e2n’£m1/
51 ; = li e B
( ) f](yi h7 k) 1\}-1}-?00 ‘—Jh I +1
mE—3, m‘{“%

Im|<N
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Weiter sel
ok 74— (7 +1)/2 mRk )

e

(52) tp(k’j’ m) = m'rlo_j_l
- fii e =
TGr—J) =0

und

4
(L) Lp(@nVRug) fir R, #£0,

Ry
(53) pla) = o
Tr+1) '
LeMMA 5. 8ei 0 < j < rj4—1. Wir setzen min(4, 1/0) = A fiir 4 > 0.
Dann ist
. z 1\ EHe
(54) plk,j, o) < (mmmm (= EI)) :

Weiter gilt fir 0 <h <k

(55) oo
.\ Sin2rmy 2mi(3+ [y]—y)  fiir nichiganze y
fo(y,0,1)=2@2,~——#=‘ ) ’
=~ m 0 fiir ganze vy,
(56) fily, 0,1) = 0(1).
Ist b # 0, dann ist
+o0
k h COR 2mm
(57 foly, by k) = —2 -

BTk L mE—neRe
M=1

Py h2 me sin2mmy ey 2‘0 sin 27my
B 2 m(m?—h2[k?) : m

M==1
und

ok k
(58) iy, by k) < max’ =, ——].
By, s ) < max* |,
Die gegebenen Abschiiteungen sind fiir yeB, gleichmapig. Die Funktionen
fi(y, by k) sind fiir § > 0 im B, stetig, die ersten zwei Reihen in (57) geben
eine stmge Funlktion der Verinderlichen y im B, an (%).

(*) Einen Teil von diesem Lemma gibt Walfisz in [12] an. Man beachte, daB
die letzte Summe in (57) von % und % unabhingig ist.
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Beweis. Die Beziehung (54) bekommen wir sofort von (52), (43)
und (44). Die Beziehungen (55) und (56) sind klar. Zum Beweis von (57)
bedenken wir, dal fiir m >1 und é&e(0,1)

orimy —animy

& e 2£cos2nmy 2¢£%5in 2oy 245in 2my
m--& E—m m2— £% m(me— &2) m

ist und daB die in (57) auftretenden Reihen konvergent sind. Daher bekom-
men wir auch, da3 (7 £ 0)

Jfo(!/,h,k)l
400
kR 1 1
L4 2
SETETIs h2/7c2 %'mz T e T ym(mz-—lﬁ”’T
%
<% (h b— h)

ist. Fiir j >0, k>0 ist hnlich
J+1 1 k %
1ty s B < 7+ +Z v <maxz+1(h k h)

Den Letzten Teil der Behauptung erhilt man sofort aus der absoluten
und gleichmé#figen Konvergenz der zugehorigen Reihen fiir ye#,.

Sarz 1 (Verallgemeinerung des Peterssonschen Satzes).

72

k
(59) P’(w) = _Trr Z 17’.5.1290( ’]’
VD T M; o<i<rii— (2m
F=1

Ah
X Z Shke TE @y hy )+ O (2" 1ga).

Der Beweis wird in einigen Teilen durchgefiihrt.

a) Wir getzen
1

.B[ = —TT—‘—‘.
VD [] M;
§=1

Fiir b # 0, k < Va ist nach Lemma 4 und der Definition 3
A
F(m ooy ka)

N 77.7+1 /47,74
2md = Bl —1)Y¥ . fr 2nhe
— & (—1) 7‘+1(p(k"7’w)+0( 1hl”‘)1g(1+

ke

)

{(2win)

o0<f<r/a—1
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da (2nhafk] >1) fir B >0, n = —[1—2]
—mr/‘z—n—l nl _ mr/4kr/4 Onha #l4—n—1 mr/q.kr/a,
(2rh)™+? @rhy™ \ & I

ist. Ahnlich ist fiix h = 0.
Fz, 0, n2R;) = ¢().

Durch Eingetzen in die Beziehung (34) ergibt sich fiir <@ > 2~ oder
{w) = 0 (siehe auch (26))

(60) A’(z) = Mg () 8y, +

h
ezmﬁm(_l)iki-l—l

2 .
+ M TR Snpp(k, j, @)+

i<k 0<f<r]a~1
k<VE h\;étl 1 0<i<r/

kT
+0(w"41gm>+o(w D Zw)

T[4 9,74
k<yE h=1 W
h
2l
7:7/29" (-"”)Sm'l'lk[ﬂrﬂ Z j+1 2 il r"Z’ —L w ! +
0T <r/4— 1 k<yT E 0< R <KD W
+ 0@ 1gw).
Die letzte Summe kann man in der Form
2
(61) 2 Shkﬁ 2 s i~ 5'” BZMM
A S S O
o<ier, BT W (m Ky

0< Rl <Ty

schreiben. Nimmt man Riicksicht darauf, daB 7T, = [2"] ist, bekommt
man leicht fiir <») > o~ oder (x> = 0, 0<h<k
. eznimx
lim —— L g
T_’+°°T1<[m+h/k|<1' m—{-h,/k)u

(fiir j = 0 benutzen wir eine zu (57) analo,
ge Zerlegung). Der Ausdruck
(61) unterscheidet sich also von e

0 1 ’ Zmil—tsc
(62) '701?2 Sne * fi(w, b, k)
D
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fiir die betrachteten x um (siehe (26))
. krl"-f
Ola™E7-1 Y 1) = 0( )
(om0 37)

Ersetzt man also in (60) den Ausdruck (61) durch (62), so wird ein Fehler

(siehe (54))
. ~ gy 1
o 3 3 =ofl)

' 0<i<HA-1 gy
gemacht. Nach (53) und (54) ist weiter
MrP8y,¢(z) = V(z) fix R, =0, ¢(@) =0 fir B, #£0.
Man kann also schreiben (immer fiir (@) = 27" oder (x) = 0)

(63) P'(=)

A
(p i ”
= Mr"? E "m 7+1 E ’]’ S mre  E fi(®, b, k) + 0@ g ).

0<F< T4~ 1 k<VT

Nach (26), (56) und (h8) ist fir 0 <j < #/4—1

.7L
(64) ‘Z Shke " .’,E h k) I < krlo""“'llg‘)k
Bs ist also fiir 0 < j < r[4—1 (siehe (54))

T .
i X 1g2k
§ 99 7.77 § Sh e ch (@, h, %) | < gre-i-1 S‘T;I_%_—_;__T <a/_r[41g$_

k>yz k>VT

Die rechten Seiten in (63) und (59) unterscheiden sich voneinander um
O(«™gz). Die Beziehung (59) ist also fir (@) =a~" oder (&) =0
bewiesen.
b) Zum Beweis des Satzes geniigt es die Giiltigkeit der Beziehung
(59) auf stetig wachsende @ zu erweitern, d.h. folgendes zu beweisen:
Es sei

(65) A'(z) = ®(2)+ 0(x*1gx)
fiir <z)> > &~ oder (x> = 0, wo @(z) die fiir > 0 nach (59) definierte
Funktion ist. Dann gilt diese Beziehung auch fiir 0 < (&) < z ",

Wir erwiigen nun, da8 die Funktion A’(#) in jedem, ganze Zahlen
nicht enthaltenden Intervall konstant ist. Es geniigh also zu zeigen: wenn

(66) n—k<z<n brw. n<z<nti
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und
wy <z
ist, dann ist auch
1
(67) D(x)— lim &(y) <— bzw. P(2)— lim O(y) < —1—
Y—n— 4 YN+ &
(Ist zB. n—F <o <n, 0< <> <o " so wihle man 2, so, daB <w,>
=7 und n—} <@, <n ist. Nun ist A'(#) = A'(2;) und aus (65)
bzw. (67) folgt
A’ (m) = D (@) +0 (2" 1ga)
bzw.
. 1 . 1
D(zy)— lm D(y) < —,  Do)— lim D(y) < —.
YorTlm r Yrtlm A
Daraus folgt sofort
A'(z) = O(2)40(4"1gz).)

Wir setzen fir 0 <j<r/d—1

Z‘P 7]759)2S % fi(@, 1, )3

sy
weiter sei
y ok, 0 ) Z'S“ezni%x—k—
2 ?
= % h
Palo) = 22 S 28 e b\ eos2oma
i k m2—h2 [k’
M=1

, . (k, 0, %) il B2 3 sin27wma
Bm) =20 ) 2 D 6k,~§________
: g E ok B £ m{m®— 2 k?) ’

' i
& (g) = %2 sm.mmmz <p(k 0 , @) 2 Shk;ﬂ 7%

M=1

. k 0 v
2m(%—1—[m]—w) 3 ok, 0,5) Z'S;,,ke Eofir @y #0,
k=

0 fiir (@) = 0.
Nach dem ersten Teil des Beweises leuchtet es sofort ein, daB

. (—1y 1>,
G(x) = V(2)+ U™ ( W@j(m)—{- 2—7_;2; ¢y~(w))

0<j<r4—1
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ist. Zum Beweis des Satzes geniigt es also unter der Voraussebzung (66)
die Beziehungen (67) zu beweisen. Der Einfachheit halber geben wir nur
einen Teil dieser Behauptung an, d.h. zur Illustration beweisen wir: ist
n—j<o<n, 0<<) <o, 0<j<r/4—1, dann ist

. 1 ’ . , 1
Dy () — lim Dy(y) < —5, Dy(w)— Hm Oy(y) < —.
Ys— €T Yrtm @

Die iibrigen notigen Beziehungen kann man analog beweisen.
Wir wollen daran erinnern, daf nach (45) und (54) fir 0 <j < r/4—1

. P S i
(68) ‘73(7‘:3.7;‘79><"""/~ ! 1’ %¢(75a37w)<-’”/2#‘2
gleichm#Big fiir Rye[0, + oo) ist. Bei der Abschitzung der Differenzen

von Funktionenwerten werden wir ohne weiteres den Mittelwertsatz
benutzt. BEs ist so z.B.

R R h h
ZnZ£7b 27:1-]?? zm—k—x ‘.’,T:lF (n-_ar)
[ —e =¢ g —1) <€ min (m)

Sei 0 <j<r/d—1. Da die Funktionen f;(x,n,%k), ¢(k,j, ) und
@; () stetig sind (die zu ihnen gehdrenden Reihen sind absolut und gleich-
miBig konvergent) geniigt es die Differenz

D;(n)— P;(x)

abzuschitzen. Fir 0 < h < k ist aber (<) =n—u)

2 ih’c
) T amima

. Zni%n .
ok, j,me * —olk,j,zle ° e

h N N
ani—x ani—n — 2%

=gk, j,2)e * (1—™™)tok,j,a)e * —e F )+
27:15%11 N .
+e Fp(k,j,n)—o(k, j, )
) Ch
< o™= min (|m|<@y, 1)+ &A1 7 <@+ o2
(fiir m s 0 iberwiegt das erste Glied). Es ist also
h anime

h
N B .. gmizn
B 1 o O el e p(h, j,m)e |
@,(n)—¢¢(w)<2—ﬁ7ﬁ"2 Z = {m bR+ a
Je=1

b msE—hik

min (m{z), 1) ai1 B
mitt 2 g 2 (h7+1 o' <<U>+
Mm=1

B+ . B+ "y . 1 min(m<{z), 1)
+ FrEay CedaI=2 4 m‘:ﬁ'w e A f————;;'l,—_l_l’—’—\)

+o0 .
-1

Mm=1


Pem


hm@

444 B. Novik

(die ersten zwei Glieder nach dem Y'-Zeichen entsprechen dem Wert

m = 0, das dritte m = —1 und das vierte den iibrigen m), d.h.
3 19 min(m {z), 1)
Bn)= B <& D Ly Y
k=1 m=1
+o0
- 1 1 1 1
r2—f—1 —_— —
TETTT@) g e ;1 (kh" R +W)-
Da
1
ZW = 12 (kh’ +mhf+1 + (k— hf“) Zk’” SR
=
und

mm(m(m) 1
R—e = < (@) lg—<——>—
m=1

bekommen wir sofort

@y(n)— By () << .
&

Fir die Abschitzung der Differenz

Lim &, (y) — &} («)

Y=>N—
bemerke man, daB
i+ [2]—2 = &d>—1},
h < k)

yligg(%+[y]—y) =—1%
und (fir 0
R h

— 39k, 0,m)¢ F —(Cay—3)e E gk, 0, 2)

s nn,]@
wlk, 0, ) +4p(k, 0, @) (e F —e " F)—
N

2111’.
—<x>e *

=1e *(p(k, 0,2)—

ok, 0, x)
< @™ o)+ “1% @+ oy < S
z
ist.
Da der Ausdruck

fe=1 h
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eine stetige Funktion der Variablen # ist (die Reihe ist absolut und gleich-
miBig konvergent), kann man

+oo h
: M1 plk, 0, n) v mipn
¢4(m)=dn¢(——2ak§————~’kr’ 2 Spre Fo—
ok, 0,x) ’ zﬂi;l:x
- S 5
1 ‘7-—1]n
< S Y|4
1 1 ! 1
DESE

schreiben. Damit ist der Satz bewiesen.
Sarz la. Bs seien die Zahlen ay, a, ...
kleinste gemeinsame Nenner der Zahlen a,M,, ayM,, ...

lim @, (%) —

y->n—

1 Eni?:c
ok 0,7»)—(@:)«—72—)3 " ok, 0,2)

, ap rational und sei H der
y, &M, Dann gili

2 {
2ni) T T (dr—3)

= . 1)7'wr/2—7'~1

*
VD [1 M; o<i<ria—r (
§=1

SES LIS
H1k

Beweis. Mit Riicksicht auf die Voraussetzung ist Rp =0 fir %
= 0 (mod H), Ry > ¢ fiir k == 0 (mod H). Setzt man nach (52) in (59) ein
und nimmt in Betracht, daf nach (54) und (64) (0 <j < r/4—1)

[ (=1 ok i
‘ Qmjll th( 20, 8 2 Sh,k@ fi(z, b, 70)1

(69) P'(x) =

s k) -+ 0 (2™ 1gz).

Rk>c
) i ) z 1
conon S (s, 2o
=1 *
Ry >¢
) . 1g2k
< ofh—t+np 21g270—|—w’l2“’_1 kr/gz—f—l < oflge
k<V/T k>yz

ist, bekommt man sofort (69).
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§ 4. Folgerungen des verallgemeinerten Peterssonschen Satzes.
SATZ 2.

x 1
(70) Pl@)=0 (W‘-VZ E min’-112 (-k;, JT) 1g2k) ©).
r<V® &

Beweis. Nachdem fiir nichtganze =, P(2) = P'(x) ist, die Funktion
P(x) rechtsseitig stetig ist und

- Zm‘l -2 [ 2 1 1g2%
%' R,
k< Ve

rechtsseitig stetig und nichtfallend ist, geniigt es
1
P'la J4—1/2 TRCTY B B 9
(@) <o D) min (2, g
<y
zu beweisen. Nach (59), (64) und (54) bekommen wir aber

P'la) < Z‘ ,]7 1’2 SMG i%m

0<F <741 k

< S‘ J0m—(7+1)/2Zl’mmm (12 (k

0<7’<r/4.-1

(@, T, k) ‘ +0(a™ga)

1
' )lg2k—|— 0 (z""g )

<o Y (21
i %2’

122k
Rlc) g2k

k<VT

00
i1 12k

+ = +0(a"gw).

Ogf<rja—1 Py

Da aber (0 <j<r/4—1)

+eo .
g2-=1 \7 lgz.‘lc_g

und (B < 1)

o1 Z mm”““”z(k T )Ig2k > A=l 21g27c > m”"lgw
k<VE k<VE

*) min(ﬁ,%):A fiir 4> 0.

Verallgemeinerunyg eines Pelerssonschen Satzes 447

ist, ist der Satz bewiesen.
SATZ 3. Immer ist

(71) P(x) = O«

Ist aber wenigstens eine der Zahlen ay, as, ..., a, trrational, so ist

(72) P(@) = o(a").
Beweis. Da

- PERT7I z 1 9 1g2k _
T me'% 12 (_k_“ E) 192k < o1 ZWTT < g1
kv r<yE
ist, gilt nach (70) die Abschétzung (71).
Sei wenigstens eine der Zahlen «a,, ay, ..., o, irrational, d.h. R, # 0
fiir alle k. Fiir > ¢ bestimmen wir die natiirliche Zahl (=) so, daB

1g2% et 122k

s < P,
R;;M— 12 TN ].g.f6 R1};/4~ 1J2

k<w(2) k<p(@)+1

gilt. Die Funktion y («) ist fiir # > ¢ nichtfallend, y(3) - + cofiir s — + oo
und es ist

z 1 lg2k 1g 2%
o -1 412 g1 2
14—1/2 E min’ ( 5 Rk)lg2k < o E R’“ 7 + E a1

k<yT k<y(x) k>y(x)
ri2—1

lgx

< Fo(@™ Y = o(afY)

Sarz 4. Set y(x) eine positive, fallende, fiir ¢ > 0 definierte Funktion,
p(®) = o(1). Dann gibt es ein r-tupel ay, as,, ..., a S0, daf fir dazugehirende
Funktion P(z) = P(5; 0y, gy ..., ap) gilt (72) und

(73) P(x) = Q" p(x)).
Beweis. Wir schreiben
A (@5 ayy Ay oeny ap) = A5 o).
Sei O der abgeschlossene Einheitswiirfel im Z, (d.h. die Menge aller
(g, Usy oonyu,), fiir die 0 <u; <1, j=1,2,...,r, ist). Sei M, die

Menge aller (8, B, ..., Br)e M, fiir d1e esein & = x(n, 1, fay .++y fr) >0
gibt so, da8

14 (@; Bl

Tty "

ist. Wir beweisen zuerst, daB die Mengen O, offen und diecht in 9N sind.
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Sei (B, By -y Br) €My, d.h. fiir passendes @, >n ist

|4 (15 B7)

e > ).
w* ()

Da die Funktion A(x;g;) bei festem # eine stetige Funktion von
(B, Bays -+ Br) ist, gilt diese Ungleichung in einer gewissen Umgebung des
Punktes (B, fay .-y fr); Ad.h. M, ist in DM offen.

Sei weiter (f;, s, ..., f) ein Punkt mit rationalen Koordinaten und
sei H > 1 derkleinste gemeinsame Nenner der Zahlen §,M,, 8, M,, ..., 8,M,.
In der Arbeit [11] bewies Walfisz diese Behauptung: Es sollen die Zahlen
h und % so existieren, daB %k = 0 (mod H) und Sr # 0. Dann gilt

(74) Aw; ) = Pla; p;) = Q™).

Mit Riicksieht auf die Beziehung (27) vom Lemma 2 kann man behaupten,
daB (74) bestimmt in dem Fall gilt, wenn die Zahl H >1 die Beziehung

>

(H,2D[]M;) =1 erfiilllt. Da die Menge solcher Punkte (8;, B,, ..., 5,
7=1

dicht im QX ist, geniigt es zu beweisen, daB aus (74)

(Brs Bas -+ 5r)€mn
fiir jedes natiirliche n gilt. Gilt aber (74), so ist

. [4 (25 B1)l

hmiup——;,—,é:/—fﬁ— > ¢{Biy Basees Br)-

T—+00
Da yp(x) = 0(1), gibt es fiir jedes natiirliche n eine Zahl # = % (n, B4, B, - .-
vivy Br) >m 80, daB

p(®) "
und .
A (2 B; )
RO 061 Bar o 80
ist.
Bs ist also
1A (@5 Bl
wr/z—1w(m) ’

d.h. der Punkt (8, f, ..., B, fiir den (74) gilt; liegh in allen Mengen N,

Sei N die Menge aller Punkte (B, fs,..., f,) €N mit rationalen Ko-
ordinaten. Die Mengen M —M,, sind im I fiir alle natirlichen n nirgends
dicht, die Menge N ist erster Kategorie im 9. Eg ist also auch, die Menge

+0o

N=1
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erster Kategorie im O d.h. (N ist ein vollstandiger Raum) es gibt einen
Punkt

=] o0

(1) Gay ey ) e M—=N 0 Ul (M—=DM,) = (M=) ~ N M, (%).

N= n=1
Da (ay, day .., )¢ N ist, gilt nach dem Satz 3 die Beziehung (72). Weiter
ist (ay, Aoy ooy ap) e M, Tlir jedes n d.h. fir jedes n gibt es ein 2 = 2(n; ay, a,,
wvey ) 80, daB
14 (25 )]

——Fz_l >0

z>n und
p(x)

d.h.
P25 a1, 0y vy ) = A(w5 @) = 25"y ().

Hiermit ist der Satz bewiesen.

LemuA 6. Sei 0 < B < F und set W(EH, F) die Menge aller (u,, g, ...
v ) eB, BE<y <F (j=1,2,...,7). Firnz0,m >0 (j=1,2,...
ey 1) 8€i M(n My, Moy o0y My) die Menge aller (U, s,y ..., %) eW(H, F)
so, daf

[y — myy| < (1=1,2,...,7).

Fa
Seien weiter ki, ks, ..., ky nichinegative ganze Zahlen. Wir sagen, daf die
Menge M (n; My, Moy ..., my) 2ur Klasse [0y, kyy ..., ke gehért, wenn

2 my <2 (j=1,2,...,7)

4st. Dann gilt: Hs ewistiert eine Menge

N(E, F) = W (B, F)
vom r-dimensionalen Lebesgueschen MapB Nwll so, dap zw jedem
(01y oy enny ) eW(H, F)—N(H, F)

es ein ng gibt, so daf fir w = ng und alle Ty, ks, ..., ky der Punkt (ay, as, ...
«vvy ) hdchstens in

1

2 r
T3 by by ey ) = gy (10 [ [ Gty
i=1

Mengen M (n; my, My, ..., m,) der Klasse [n; &y, ky, ..., k] legt.

() Die Idee, die Bairsche Kategorie zu Beweisen von £2-Abschitzungen aus-
zunutzen, stammt von Jarnik [3].
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Beweis. Fir w,e[H, F] sei N(u,) die Menge aller (u,, us, ..., u,)
eB,_;, fir die
(tys Yoy oeny Up) €M (15 Mgy Moy o ovy My)
ist. Die Zahl «; muB also in einem Intervall der Lénge hochstens
4F
— =2,3,...,7
2m, (G yeeer ?)

liegen. Bezeichnen wir mit p, das p-dimensionale Liebesguesche MaB, so ist

7
(4r~-Y(F—B)
U (M (15 My, Mgy ooy M) <pf o1 (R (uy)) du, < O Irrr——

Die Anzahl der Mengen R (n; My, Ma, ..., m,) der Klasse [1n; &y, &y, ..., k]
ist hochstens
2k1+k2+...+7ﬁr‘

Sei N(n; &y, kay ..., k) die Menge aller (uy, U, ..., u,), die in mehr als
U(n; by, kg, -.., k) Mengen M (n; mq, My, ..., my) der Klasse [n; &y, ks, ...
, k,] legen. Offenbar ist

) (4F)r_1<F_E)zkl-(.kz—f-,,__{.kr
/‘r(% (15 &gy oy ooy k,.)) < U(n; ba, oy ooy o) 20 DTt

(41")’
(n4+1) [] T+ 1)

Sei endlich N(E, F) die Menge aller (ul,uz, ) eW(E, F), die in
unendlich vielen Mengen N(n; ky, ks, ..., k) liegen. Da die Reihe

+oo +00
3 1

1m0 Ty ekt (F 1) H (Fp+1)°
konvergent ist, ist notwendig
ﬂr(m(E’: F)) =0.

Ist nun (e, ayy ..., a) W (B, F)_gz(E7 F), so liegh (a, ap, ..., @) nur
in endlich vielen Mengen N(n; %y, ks, ..., k) und es gibt also ein 2, so,
daB fiir n > no und alle &, k,, ..., k. der Punkt (ay, s, ..., a,) hochstens
in U(n; ki, ks, -y k) Mengen M (n; my, ..., m,) der Klasse [10; by, by, ...y k]
liegt, w.z.b.w.

SArz 5. Bs gibt eine Menge N vom r-dimensionalen Lebesgueschen Maf
Null so, daf fiir (a5, asy ..., 0,)¢N ist

(75) P(w; a1, a3y ey 0p) = O(wr“lgarm)-
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Beweis. Mit Riicksicht auf den Satz 2 und die Beziehung (33) geniigt
es folgendes zu beweisen: Sind 0 < 4 << B << 1 gegebene Zahlen, gibt es
im Wiirfel W(4, B) (in der Bezeichnung vom Lemma 6) eine Menge
N(4, B) vom r-dimensionalen Lebesgueschen Ma8 Null so, daB fiir
(a1 Ggy ovey )W (4, B)—N(4, B)

1
(76) 21&”2 < Yol

k<vT
ist. .
Wir setzen im Lemma 6

1 1 1 1
F=— min — F = —
B i M, P 77
und sei
92(447B) =q0(cﬁ(E,F)),
Wwo

1 1 1 )

Uypy Ugy ouny Up) = e
@ (2yy U, » Ur) (“1]'[1’ %]1127 ) .M,

B (g, Ugy ovvy Up) € By, %> 0 (j =1,2, ..., 7). Offenbar ist u, (N(4, B))
= 0. Ist nun

(@1, agyeovy ) W (4, B)—N(4, B),

so ist auch
1 1 1
W(E,F)—NE,TF
(GIMI’[Z2M2’ :aer)e ( ] (B, F)
und es existiert also ein n, so, daB die Ungleichungen
n=n e i} <2F (j=1,2 7)
2 Mg, o, o, | S o7 J=1L4,4,..

hochstens
2 <
on{r—1) (n+ 1)2 n (kj+ 1>2 .
4 7=1

Losungen in natiirlichen Zahlen m,, m,, ..., m, haben, fir die die Unglei-
chungen
25 < my < 25T (j=1,2,...,7)

(kyy &gy ..., %, 5ind nichtnegative ganze Zahlen) gelten. Man wihle nun n,
so groB, dafl die Implikation

- uM;k>1 (j=1,2,...,7)

p 1
k<—§;,z'
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gilt. Offensichtlich ist

1 —_—
2 T =
-

<y
2MP =1

BEs geniigh also zu beweisen, daB

() D)

gilt. Es sei n = n, und 27" < 2"P, < 1 filr ein nabiirliches & < V. Fiir
passende natiirliche Zahlen my, My, ..., M ist dann

1 R
[aj]lfjk—m,‘l<¥ (4 =1,2,...,7),
d.h.
M m, o2
[ . =1,2 )
puT wll, S o (4 gLy eeey
Far
2"'i<m;<2]’“‘1 (]‘:172’“'??')

kann aber dieses nach dem Vorgehenden hdchstens in
2" i
= (12 [ [ (12

§=1

Fallen auftreten und zugleich' ist (b <Va) my <Va dh. 29 < Vo
(j =1,2,...,7). Umgekehrt, wihlen wir n > ng, My, Mq, ..., My, 80 gibh
es hichstens ¢ Werte von %, die den Ungleichungen

1 .
]aleljk~m-,-]<—2-u— (1=1,2,...,7)
geniigen. Man kann also

1 1
D e,

kv
Pp<2~ ™

2(1)+ 1)(r/2-1)

,
s 212 [ | a1y
. =1

schreiben, wobei iiber n > n, und 2% < Vo (j=1,2,...,7) summiert
wird. Daher bekommen wir sofort (77) und so auch den Beweis
des Satzes. :

hm@
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Bemerkung 6. Der Kern des Beweises vom Lemma 6 war im Grund
die Konvergenz der Reihe

+
8

]

g,

~ pn)
wo y(n) = n?ist. (Wihlt man nun y(n) = »'*° usw., kann man die Bezie-
hung (75) in einer noch stérkeren Form beweisen.) Diese Idee ist in analogen
Lemmas bei Jarnik (z.B. [1], § 4) beniitzt.

Bemerkung 7. Fiir r = 4 ist moglich eine zu (70) analoge Behaup-
tung beweisen:

9 - 1
P(@) =0 (w”"'“”‘lgm 22133_m"4‘”2 (%,E))
k<
Es wird analog wie in dem Lemma 3 (und in dem Satz 2) vorgegangen,
es wird aber nur die Funktion #(z, 0, =2R,) benutzt. Anstatt der Bezie- -
hung (38), benutzt man die Abscbitzung (2 > 0)

L ) 2,2
1 & 2\ % el o~ CRAR o)
— | —OEdt<|— —f ————du
In gy 8 (s)dt < (k) b 1+ u?)"*
PRt . z 1
” s =12
< min' e
=T (k2 ’ Rk)’
2\ e/kyT o CRxER (1ot e A i [ -2 |
_— — du f z o't _ —
((k) hof (14 22u2)” <hk”2"10 FENEY (m) n’
= v
B\ T Rt 71 Ry T R\ du
=] = s U < f Lldu f =) g
(k) hf (14 a*u?)™ < hRY* ( P + k2 W'
0 V Ry k%
, 1
< g fir R, #0).

L RZH—I/Z
Man kann also fiir r = 4 auch die Beziehung (71) herleiten, aber nur mit
O(zlgx).

Bemerkung 8. Der Satz 2 und die Beziehung (33) deuten auf einen
Zusammenhang zwischen der Zahl

f = limsup _—lg |P(m}|_

T—>t00 1g
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und dem arithmetischen Charakter des Systems a;, ap, ..., .. Eine
einfache obere Abschitzung von f in Abhéngigkeit von

y = p(ay, dyy ey @) = SUP{B > 0; Uminf Pk’ < + oo}
k400
ist in [6] gegeben. Hine griindliche Untersuchung dieser Abh#ingigkeit
(siche die vorliufige Mitteilung [7]) wird in einem selbststindigen Artikel

behandelt.
Bemerkung 9. Wir bemerken, daf offenbar

%
Alw; @, 0y, My, ) = A (t3m3 W, FE 1M, tb;;)
(¢ > 0) ist, d.h. die Brgebnisse dieser Arbeit kann man auf den TFall
tbertragen, daf die Zahlen
@y bjy My (§,1=1,2,...,7)

ganze Vielfache einer reellen Zahl sind.
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ACTA ARITHMETICA
XIIT (1968)

O HeKOTOpPHIX BO3MOXHOCTHX oOpamemnst Majoii Teopembr ®epma

M. M. Arrwoxos {OpmsRoHEKEI3E)

B »T0il 3aMeTKe PaccMaTPHBAIOTCA BOIPOCH TAKOTO Hi€ XapaKrTepa, Kak
H B HeJaBHO OIyGImKoBaHHON 3aMeTHe [1], HO Pe3YILTATEH], NOIYYEHHEIE
B TO# U Hpyroii, Me:xkxy cofoil HezaBucuMbl. OCHOBHOE CONEPARAHNE HACTO-
Imeil 3aMeTHH 3aKI0YAETCA B H3YYEHNH OLHOI0 HOBOTO ACHEKTa 00pallenus
TeopeMsl depya, B CBASH € 9eM HOABIAIOTCA HEKOTODHIE HOBbE KPHTEPHN
NPOCTOTEL HATYDAlbHHX YHCEL.

Byrsa n spmech Bciofy Gymer o0o3HAYATh 3a[JaHHOE HEYETHOE HATY-
pambHOe Yueno, Gojbluee efMHANE], a OyKBa A — BCAKOE M3 WACET HAM-
MeHBbIIell ITOJOMKUTEILHOI NPUBENEHHOH CHCTEMbI BEYETOB 3a[{aHHOTO MO-
AYIA N, :

B xauecTse 0CHOBHOI MBI IPHMEM CIELYIOIIY0 $OPMYMUDPOBKY Teope-
Mol Qepma: :

Ecau n — npocmoe wucao, mo kaxucdoe A ydossemeopsem CpasHeHUIO

() 2" ' —1 =0 (modn).

Xopomwo #3BECTHO, YTO CYI[ECTBYIOT M COCTaBHLIE YHCIA 7, obiagalo-
IiMe STHM JKE CaMBIM cBofictBoM. Tawme 4mcna, B OTIAHYUE OT HPOCTHX,
Mul Gynem HasuBath (cuenya B. Cepauucromy) abcosiomHo neesdonpocmeimu
(B MuTepaType OHH WSBECTHEI TaKe, Kak umcia Kapwmaiixma; mauGomee
[OZHO COBpPEMEHHEIE CBENeHHA O HHX H3JOMKEeHH B 0030pHOH - cTaThe
E. I'paccunu [4]). IlockombKy ellle He BRIACHEHO, 0ECKOHEYHO MM KOHEYHO
MHOKECTBO BceX aGCONMIOTHO IICEBIONPOCTHIX 4YHced (eCiaH IOMYyCTHTE
cupaBemuBocTs uaBecTHO# H-rmmoressr A. Ilmsmens [5], oHo Oecko-
neqno), To Teopema Pepma B yRasaHHOi 0cHOBHON PopMymupoBxe HeoGpaTH-
Ma JasKe IIA CKOIbL YyromHo Gombmux #. B 3amerTke [1] yCTAHOBIIEHO, YTO,
HECMOTPA Ha CyllecTBOBaHME aGCOMIOTHO IICEBROMPOCTHIX YHCEN, CBOErO
pozna ,,monoBuna’ TeopeMs Pepma obparuma. Vmeerca B BHIY E3BECTHOE
noNOeRNe diimepa 0 TOM, UTO,
eca m — Npocmoe WUCA0, Mo Kancdwll KeadpamuuHeul Hesbiuem modyas n
ydossemeopsiem cpasHeHUIO

(By) 2941 = 0 (modn).
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