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1. Que les polyndmes @ () associés & une suite convergente d’éléments
feS n'ont pas nécessairement pour limite une fraction rationnelle.

2. LI'ensemble & n’est fermé, il suffit pour le voir de considérer la
suite des éléments 6,¢S associée a la suite de polyndmes

n—2
(@) = "+ ax-+ ba? Z af
i=
o || < ja] = 1.

3. On obtient alors une suite de fonetions holomorphes et unifor-
mémént bornées pour [»] < 1, dont la limite n’est pas bornée pour |»| = 1.

Si K est un corps de fonctions algébriques (extension finie d™un corps
de fractions rationnelles sur un corps fini) on peut obtenir des resultats
analogues dans les adéles de K.

Si K est un corps de nombres algébriques, ces résultats montrent
qu’on ne peut espérer obtenir des ensembles fermés que si l'on considére
les zeros de P (x) & la fois dans K, et dans le corps € des nombres complexes,
ce qui revient & les étudier dans 'annean des adéles de K.

Lorsque K est le corps deg rationnels on connait de tels ensembles
fermés, citons par exemple:

Tnsemble 8} des nombres de Chabauty [2]. Un nombre Be)y,
appartient & 85, si il est p-integrable, si les autres racines du polynéme associé
P(x) sont, dans Q, de valeur absolue strictement infériewre & 1. Ht si, de
plus, dans C toutes les racines de P(x) sont inférieures & 1, en valeur absolue.
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Le ,Probléeme des Octaédres” en dimension 5*
par

R. BantEGNIE (Lille)

0. Introduction. L’étude des réseaux de Despace euclidien permis
pour un ,Octaédre” et en contenant les sommets a été considérde dés
Minkowski [5] pour % < 3 puis pour 2 =4 par divers auteurs, cf. [6]
et [8]. Nous-méme, cf. [1] et [2], avons examiné pour = < 4 le cas
général olt les réseanx peuvent avoir des points dans les faces de Poctasdre
distinets de ses sommets (deuxidme cas) et non seulement le cas ot cela
est exclu (premier cas). ’

Rappelons comment la considération des réseanx préeédents inter-
vient dans la détermination de la constante critigue d’une jauge. Si J
est une jauge de l'espace euclidien R™, on sait gu’un réseau eritique de J
posséde, sur la frontiére de J, # points linéairement indépendants e;;
soit M le réseau ayant pour base les e;, 2 ,l’octaédre” enveloppe convexe
ouverte des points --e;; il est utile de déterminer les types des réseanx
appartenant & la famille 9 des réseaux contenant le résean M et permis
pour £ puisqu'un réseaun critique de J appartient & IM; on peut aussi
considérer la famille MM des réseaux contenant M et dont lintersection
avec V'adhérence Q de 2 est I'union de L’origine 0 et des sommets - e;
car un réseau critique de J appartient & M si J est strictement convexe.

Determiner les types des réseaux de M, resp. Wk constitue le ,, Probiéme
des Octaédres”.

La considération de I correspond au premier cag, celle de M au
second.

On désigne par 8, resp. £ les parties de M, resp. MM formées des
réseaux A pour lesquels le groupe A/M est cyclique. Notons d’une part
que pour n < 3, A/M est toujours cyclique pour A dans M, d’autre part
que la considération du cas cyclique est un pas nécessaire, ef. [2].

On désigne par m,, resp. m, l'ordre maximum pour A dang 9%, resp.
M du groupe 4/M; By, resp. p, sont eux les ordres maximum de A/M
pour 4 dans g, resp. L.

* Ce travail fait partie d'une thése presentée en 1967 A la Faculté des Sciences
de Lille.
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On a evidemment p, < m, et les théorémes généraux de Minkowski
montrent que m, < n!. Nous avons montré ailleurs, cf. [b], que lon a
my, < n! pour n = 3.

Laub dans un gros travail [4] a abordé pour n =5 le premier cas
dans hypothése ot A/M est eyclique. I1 n’est guére possible d’aller plus
loin que lui sans utiliser les moyens modernes de caleul. O¥1 s’est done
proposé, dans Phypothése ot A/ est cyclique, et en considérant & la
fois le premier et le second cas de présenter une méthode qui permette de
fixer un programme de caleul valable pour tout n. Pour déterminer 7,
ou pg, on n'est plus alors limité que par les possibilités des machines
électroniques.

Les contingences pratiques sont cependant contraignantes et nous
avons dfi nous contenter de la considération du cas n = 5.

Notons une distinction entre le premier et le second cas. Si lon
n

suppose qu'un point A = — Y a6, OU a1, ..., &y, p sont des entiers
P i1

strictement positifs premiers entre cux, est permis pour Ioctaddre
enveloppe convexe des points 4-e¢; on peut o priord dans le premier
cas se limiter & la considération du cas ol a, vaut 1 pour = <5;
au contraive cette limitation n’est possible dans le second cas que
pour 2 < 4.

11 a fallu, pour éviter des temps de calcul trop longs, prefiter d’une
analyse en profondeur permettant d’éliminer ,en bloc” certaines pos-
sibilités. Les moyens techniques mis & notre disposition (machine Bull
M 40 du Laboratoire de Calcul de 1'Université de Lille) ont permis de
résoudre le cas # = 5. Les machines existant actuellement seraient
incapables de donner une solution compléete pour = plus grand.

Comme résultat, on obtient 7; = 41, p; = 48. _

Le point %(18 6, +166,+1065+ 4 e, e5) est un point d'un réseau de &,
(236,413 6.+ Teg+4e,+¢;) un point d'un résean de Q.

On compléte en particulier les résultats de Laub.

Donnons pour terminer cette introduction la table des valeurs con-
nues de Py, Pu, My, M,,. Notre contribution a été de déterminer les nom-
bres qui sont encerclés. -

w | 2| 3 4 5
B, | 1 2 5 @
?, | 2 4
T | 1| 2 5

e | 2 | 4
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Les propriétés en jeu étant fort simples et bien connues pour o =1

et 2 on suppose dans la suite n > 3.

1. Etude générale. On conserve les notations de Pintroduction.
On indexe si nécessaire les familles L, 2 ete. par Pindice n quand on les
considére pour différentes valeurs de n. Les e; (1L <4< n) ébant n points
linéairement indépendants de R", 0, est donc Denveloppe convexe des
2n points 4-e;, £, son intérienr. M est le résean de base e;.

On désigne par N la famille des réseanx de R™ contenant M et par @
la famille des réseaux A de N tels que A/M soit un groupe cyeclique; un
résean A de 8 est engendré par les points e,

n

A= —]-;2 a;e; ol les a; sont entiers et p un entier positif; & un systéme
T=1

...y €, €6 par un point

{P; a1y ..., @n} o1 p est entier positif et les a; entiers on agsocie le point 4
comme ci-dessus et le réseau A(4) engendré par é;,...,e, et A. On dit
que 4 engendre A(A). I’ordre de A est Vindice de I dans A(A); cet indice
vaut p/d ol 6 est le p. g.c. d. des nombres @1y ..y Gy, p. On dit que le
point A est réduit si son ordre est D, autrement dit si les nombres A1y enny Oy
sont premiers entre enx dans leur ensemble.

Dans la suite on désigne par (p,, «oyPr) 1o pog.oc.d. des » nombres
D1y -eey Pre La notation p|q pour un couple (p, q) d’entiers signifie que p
divise ¢; p--¢ note la partie entidre du quotient p/q.

On se propose en gros de déterminer et . Cependant on déerira
un résean de £ par un point Pengendrant; on introduit donc une relation
d’équivalence entre les points:

n

. . 1 ,
Le point 4 et le point 4’ = }7 D aie; de méme que les systémes de

i=1
no.mbres qui les représentent sont (P)-équivalents si A(A) coincide avec
A(4"). Concernant cette relation d’équivalence, on a la

ProPOSITION 1. Les points A et A’ comme ci-dessus supposés réduits
sont (P)-équivalents si et seulement si est vérifiée la condition

(P') On peut trowver s premier aveo p tel que A’ soit congru modulo

M au point sA.
De plus on o alors p =9
Preuve. Tout d’abord A(4) et A(A') coincident si et seulement si

Pon peut trouver des entiers s et s” tels que, pour chaque ¢, on ait le systéme
de congruences

o s ag i ;
(%) =" mod1), X% y0q7

p p » p
puisque, quand ¢ varie de 1 & 7, ces congruences expriment respectivement
que A appartient & A(4’) et que A’ appartient & A(4),
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. a; o
On a alors, pour chaque 4, —; (88"—1) = 0 (mod 1) d’ont (ss'—1)x

X(lhyy.eny @) = 0 (mod p) et comme le point A ,est I'éduit,vc’m a 3:9'

=1 (mod p) et s est premier avec p. De plus p’|pa; done p’|p(ay, ..., a,)

et, comme le point A" est réduit, p’|p. Intervertissml.t le rélg fie p et de p’
on voit que p = p’. De plus la condition (P') est bien VéI‘VL’Elée.

Coap say

Inversement si (P’) est vérifiée on a, pour chaque i, Z:T = —E)—L-(mod 1)

avee (s,p) = 1. Si ¢’ est tel que ss' = 1 (mod p), on a, pour chaque i,

Slai-:ii(mod 1); par suite A(4) coincide avee A(A’) et p =p'.
? Vg

;=

La proposition 1 montre qu’il y a correspondance bijective entre les
classes de points réduits 4 par rapport & la relation d’équivalence (P')
ot les réseaux de L.

Rappelons qu’un réseaun est permis pour £, s’i} n’a en commun avee
0, que Porigine 0. £ est la famille des réseaux de £ permis pour 0, et &
la partie de £ formée des réseaux n’ayant en commun avee 2, que 0 et

les sommets {1-e;}. .
¢ étant une permutation de [1, n] et (&) une suite de » nombres valant
+1, on associe & tout couple ¢ = (a, (e5)) 1a permutation de R™ définie par

n n
&= ) de > @) = > w;p(e)
avec ¢(e) = eie,q. On pose pour toute partie H de R",
¢ (H) = U q(s).
xeF

L’ensemble {4-¢;} et 2, sont invariants par toute permutation ¢. Il en
résulte qu'un résean A appartient 2 N, ﬁ,ﬁ,ﬁ respectivement si et
seulement g’il en est de méme pour ¢(A) quel que soit ¢.

L’ensemble @ des couples ¢ considérés ci-dessus est un groupe pour
Ta loi de composition (¢, ¢') — pg’ avee gp’ = (00", (e;¢1)) et ce qui préceéde
montre que on peut remplacer I’étude des réseaux de £, resp, £ par
Iétude des classes d’intransitivité de 8, resp. & modulo .

1 K
A tout point 4 = {p;a,,..., a} on associe [A| = 5—2; |7:}, 7; Gtant

le reste de valeur absolue minimum du nombre ; modulo p. On a ||4] > 1,
resp. |l4|| > 1, si et seulement si 4 n’est congru, modulo M, & aucun point
de 2, resp. Q,.

On désigne par 8, le systéme de restes de valeur abgolue minimum
modulo p et par X, l'ensemble des entiers s vérifiant les indgalités
0 < 2s< p.
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On dit qu’un point A est admis si, pour tout s de Zpsona llsdf >1,
semi-admis si, pour tout s de X, on a |[sd||>1.

Un point 4 semi-admis est semi-admis strictement i 1’on peut trouver
s dans 3, tel que |ls4|| = 1. Un point 4 semi-admis strictement est un
point frontiére sil'on a ||4| = 1.

PROPOSITION 2. (i) Tout point semi-admis est réduit.

(i) Le point A est admis, resp. semi-admis si et sewlement st A(A4)
appartient & £, resp. L.

o . 13
Preuve. (i) 8i 6 = (a4, ..., a,, p) est différent de Lonad == 3ae,
Pi=1

n
= %121 bie;, ot 'on a posé p = ¢, a; = b, et [jgdl| = 0 avec 20< ¢ = p;
par conséquent le point A n’est pas semi-admis. Drailleurs, en établissant
une réeiproque, on voit que 6 % 1 équivaut 4 Vexistence de s dans X,
tel que |sd| = 0.

(ii) On a montré dans [1] que, pour leg points A réduits, A(4) appar-
tient & £ (resp. E) si et seulement si, pour tout s appartenant a 8y, on
a [sAfl =1 (resp. sd] > 1) d’oltle résultat, compte tenu de (i) et en remar-
quant qu’il suffit d’étendre les conditions @’inégalité portant sur |sA|
aux s de Z, puisque |lsd| = ||—sA|.

Pour étudier les points {p; a,, ..., a,} conduisant A des réseaux de L,
Tesp. 5, il résulte des considérations précédentes que lon peut considérer
les points modulo les relations d’équivalence obtenues par les opérations
suivantes:

(a) Réduire les points modulo M ce qui revient prendre les a; dans
un systéme de restes modulo p par exemple 8p;

(b) Associer & chaque point son point réduit en divisant p et les a;
par (ay, ..., Qn;p)i

(c) Congidérer les points modulo la relation (P);

(d) Comsidérer les points modulo @.

Sil’on se contente d’étudier les points de rang # e’est 4 dire les points
pour lesquels aucun des g, n’est divisible par p (ce qui est justifié si ’on
suppose le probléme deji résolu dans R™ %), étudier les points modulo
la conjonction de (a) et de (d) revient & étudier les points {p; ay, ..., a,}
ol les a; et p sont des entiers vérifiant les inégalités

0< 20, <20, ;,<... <20, < 9.

De plus, on sait que lon a p < n!.

Dans la suite, on désigne par s Pensemble des points {p; a, ..., a,}
olt les a; et p sont des entiers vérifiant les inégalités 0 < 24, < 2a,,_,
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<. K2 < p < nl ,J, resp. o est I’ensembl.e. des points .‘de o/ qui
s;nt admis, resp. semi-admis. D’aprés la proposition 2 les ]’3_0111178 de w7,
resp. &/ sont réduits et conduisent & des 1'ése'au1x de 8, resp; L. .

On dit que deux points réduits appajrtlenn'ent au méme cycle si et
seulement ¢’ils sont équivalents modulo la conjonction de (P’),et de fZi
autrement dit les points A = {p;ay,..., an}. et A" ={p'5a1,...,00}
appartiennent au méme cycle si et seulement st Pon peut‘ trouver s pre-
mier avec p et ¢ = (o, (&) dans & tels que A’ soit congru & sp(4) modulo
I (ceci néeessite p' = p on peut supposer que s est dans Z). ~

On se propose alors de déterminer tous les éléments de '.Jaf Tesp. o
ou, ce qui suffit, de déterminer tous les éléments d'une partie # de =,
resp. # de </ contenant au moins un représentant de chaque cyecle. _

Dans la suite, comme on est amené 2 congidérer les familles g, @,
o7, s/, pour des valeurs différentes de Dentier m, on inflexe ces fa;mi.lles
par l'indice #. On indexe aussi, si nécessaire, les quantités ||B]| assocides
4 un point B de R™

Py, TESP. Py, so0L évidemment ordre maximum d’un élément de o7,
resp. yf;.

Pour » = 3,4 on peut énoncer la

PROPOSITION 3. (i) py = 4, D3 = 2; une liste de points semi-adw‘s,
de rang 3, contenant un et un senl représentant de chaque cycle des points
de of, est: {2;1,1,1}, {3;1,1,1}, {4;2,1,1}. '

(ii) p, = 16, By, = 5; une liste de points semi-admis, de rang 4, (:m.bteomnt
wn et un seul représentant de chaque cycle des points de &/, est la liste des
20 points:

21,1, 1,1, {8;1,1,1, 1}, {41,1,1,1}, {42 1,1,1}, {4;2,2,1,1}
5;2,1,1,1}, {5;2,2, 1,1}, {6;2,2 1,1}, {6;3,1,1,1}, {653,21,1}
{6;3,2,2,1}, {7;3,2,1,1}, {8;3,2,2,1}, {8;8,8, 1,1} {8;4,2, 1 1},
8;4,8,2,1), {9;4,3,2,1), {10;4,3,2, 1), {12;5,4.2,1}, {16;7,5,3, 1}.

Preuve. Elle est en substance dang [1). IEn particulier, pour » = 4,
on y a déterminé la liste #, des points de .7, vérifiant les conditions 2 = 2a,
<L 205 < 20, < 20, <p < 4! ¢t montré que ¥, contient un représentant
au moins de chaque cycle. %, contient les 20 points cités ci-dessus et les .3
points {5;2, 2, 2,1}, {7;3,2,2,1}, {75 3,3, 2,1}; or, il est -facile. de voir
que les points {5;2,1,1, 1} et {5; 2, 2, 2, 1} de méme que les trois points
{7;3,2,1,1}, {7; 3,2, 2,1}, {7; 3, 3, 2, 1} appartiecnnent & un méme cycle
tandis que les cycles des autres points de %, sont distinets.

Pour déterminer une partie %, de 7, contenant au moins un re-
présentant de chaque eycle on utilise la

ProrosrrioN 4. Tout point A' = {p’;ay, ..., a,} est (P)-équivalent
& un point A = {p; a, ..., a,} tel que a, = (ay, p).
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COROLLAIRE. 8% le point A’ appartient & Ly TESD &ZL, on peut trouver
dans Sy, resp. ofy un point A du oyde de A tel que a, — inf (a;, ).
i

Preuve. D’aprés la proposition 1, il suffit de montrer que I’on peut
trouver s premier avec p tel que le point A soit congru & s4’ modulo A
et vérifie a, = (ap, p). Cela a lieu &'l est possible de trouver s premier
avee p vérifiant la congruence sa, = (@, p) (mod p) et résulte du

Leyue 1. 8¢ m est un entier Ppositif, a un entier quelcongue, la con-
gruence

(1)

ar = (@, m) (mod m)

admet au moins une solution z telle que (x ,m) = 1.
Preuve du lemme. Si Pon pose (@, m) = d, a =da', m = dm’,
Ia congruence (1) est équivalente & la congruence

1)

Si @, est la solution unigue de (1’) prise modulo m/, les solutions de 1)
prises modulo m sont au nombre de 4 et de la forme Zy+Am’ ot A parcourt
un systéme complet de restes modulo d. Si « # 1 divise (v, 25, m) ol
€y = Ty+ym’, $y = &4+ A,m’ sont deux solutions de (1), on a a|(1;— A)m';
comme 1 = (2, m') = (#,, m’) entraine (a,m’) =1, on a a|(l,—A,)
et par conséquent, parmi les solutions de (1) prises modulo m, il y en a au
plus dfa telles que a|(w,m). De plus, un tel o est nécessairement un
diviseur de (a, m).

Soit d = pfipg ... p§ ol les nombres s sont premiers et digbincts;
les solutions de (1) prises modulo m telles que pour un { on ait p;|(z, m)
et que pour tout j + 4 on ait »:T (%, m) sont au plus (& vrai dire on peut
montrer que le qualificatif au plus peut atre supprimé) au nombre de

1 1 1 1
(l(v*— — ) =d(1—~ (1~—>)=d—<r(d)
v e T [11=5

ol ¢ ext la fonction d’Buler de Ventier d. Ce nombre étant inférieur & @

pour d 1, on a bien au moing une solution pour laquelle (z, m) = 1.

Preuve du corollaire. Au point A’ associons A’ = {p;ay,...,an}

ol les a' sont une permutation des a; telle que (a, ,p) = inf(a;, p). Au
T

e’z =1 (mod m’).

point A" associons le point B" = {p; b/, ooy bp} (P)-équivalent & A7
et tel que b, = (a;;, p); on peut supposer, de plus, que les b;' sont dans 8,
et il est immédiat que pour tout i de [1, n] on a (b7, 9) = by,. Or le point
B’ est @-équivalent au point 4 = {p; @y, ..., an} de 7, défini par a, = b,
et o les @y, pour j = 1,..., n—1 sont une permutation convenable des
]b,;‘| (=1,...,n—-1).,


Pem


R. Bantegnie

La proposition {4 et son corollaire rendent utile la détermination
d’une borne supérieure de inf(a;, p) pour les points A= {p5a,..., an}
i
de o/, resp. 7, . . ’
Ii“est évideirllt que inf(a;, p) = 1 si p est premier ou la puissance
i s .
d’un nombre premier. La preuve de la proposition 3 (i) passait d’autre
part par la remarque que pour les points de &7, on avait aussi nl1f (a;, p) =1.
Un premier résultat est la
PROPOSITION 5. Pour les points A de =7,, on a sup(a;, p) < pu_,
2

et pour les points A de «Jn, sup (¢, P) < P
7
Preuve. En ce qui concerne les points de .o/, la preuve est dans

{1]. Elle est analogue pour les points de &7,.
On a aussi la
PROPOSITION 6. (i) Pour un point A de oy, on & pour towt n >3,
Dinégalité
{*) iI.Lf((I,{, p) < sup (pn_.ay inf(pp_2, Pn_1—1), Pu_1— 2)
P :

et powr tout n, VPinégalité
(%) inf(a;, p) < sUP (Pn_gs Pur—n+1).
A2
(ii) Pour un point A de &in on a dans des conditions analogues les
inbgalités ci-dessus dans lesquelles les py sont remplacés par Py.
Preuve. (i) Prouvons d’abord (*). A une permutation prés, on peut
supposer (1) (an_s, P) < (@y_1, P) < (@, p) avec (a,, p) = Slg-l) (@iy D) < Doy
Si dans (1) toutes les inégalités sont strictes on a
(“n~2’p) < (an; P)-B <Pn‘1—2-
Si dans (1) il y a une seule égalité (a;, p) = (a1, p) = r alors le
n
'}"i;e{,iiH
7 et comme ce point doit appartenir au eyele d’un point de o7, 5 on a
7K Pn_s. Comme de fagon évidente on a aussi r < p,.;—1, on a alors

L1 . . )
point gA est congru modulo M au point — > aye; qui est réduit dordre
”

(@03, p) <int(Pp_s, pr1—1).

Si dans (1) on a deux signes d’égalité alors pour r = (’an_g , p) le point
%A est congru modulo M au point réduit d’ordre r, %j;:’,: a;e; (ui appar-
tient au cycle d'un point de &7,_, et on a # < py_;. .

Comme pour > 3 on a i{_lf(ai, P) < (@42, D) 0N & bien ().
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Prouvons maintenant (x+). Supposons les (a:, p) ordonnés dans
Pordre eroissant. Si toutes les inégalités sont strictes on a bien (a1, p)
< Pu1—n+1 et si Pon 2 au moins une égalité (ai, p) = (a1, ) alors
(@, P) < Pn_p d’ol le résultat.

(if) La preuve se fait de fagon analogue.

Notons aussi la

PROPOSITION 7. Pour tout n on a Pinégalité p, > Dy

Preuve. Soit 4 = {p;a,,...,a, ,} un point semi-admis de rang
n—1 et B = {p;ay,...,a,_,1} Pour tout s de 2y on a pllsB| = s+
+pls4| et comme on a |lsA| > 1 on a aussi [|sB|| > 1 +-s/p > 1; cela prouve
que le point B est admis. Comme on peut prendre P = pu_; cela prouve
quil existe des points admis de rang » Qordre Pr_1-

2. Considérations pratiques. Le cas n = 5. Il est possible compte
tenu des résultats du paragraphe 1 d’établir un programme en langage
ALGOL permettant de déterminer </, ou &, Pour cela, on fait par-
courir  un point A tous les éléments de &7, et pour chaque A = {p; ay,...
-~y @z} On considére successivement pour § — 1,..., p+2 la quantité
ls4]. 8i Yon a [ls4]|>1 on considére [(s-+ 1) Al aprés avoir affecté une
étiquette significative si |lsd|| = 1; si on a ls4]l < 1 on élimine le point
passant alors au point suivant relativement & Iordre dont a été muni M;L.
On détermine ainsi #7, en distinguant les points admis et les points semi-
admis strictement. Pour la détermination directe de o/, on procéde de
fagon analogue en éliminant les cas ot I'on a llsd]l < 1.

Passons sur les détails techniques de rédaction du programme,

Evidemment on peut remplacer ‘s:/n par une partie .@n convenable
en tenant compte des propositions 4, 5 et 6.

Des essais sur la machine I B. M. 1620 du Laboratoire de Caleul
de PUniversité de Lille ont montré que cette méthode demande déja
pour % = 4, méme & l’on tient compte que dans ce cas on peut prendre
pour Z, lensemble des {p;a,, a,, 3, 0} vérifiant 2 = 2a, < 24, < 24,
< 20, < p <23, un temps de calenl trop long.

Il est done nécessaive, gi possible, de tenir compte de propriétés
permettant d’6liminer en bloc des parties de «7,.

On peut pour cela tenir compte de la

n
ProrosizioN 8. Powr t=0,1,...,n—1 Ie point 4 = %— D ae; ot
i=1
les a; sont entiers strictement Dpositifs et p un entier au moins égal & 3, vérifie
8%l est semi-admis les inégalités ‘

P<PIA|< (1—1=1)(p 2) + 2int( 3 fai
tel
Acta Arithmetica XIV.2 13
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et §'il est admis les inégalités
p<p A< (n—t—1) (p2) +2 108 3 fa]
i€l

ol T déerit les parties & ¢ éléments de [Lyn] sit#0,] =0 sit =0,
Preuve. Dans le cas des points semi-admis elle est dans [17. Elle
est analogue pour les points admis. X
Dans la suite, pour p < n! on désigne par /7 Iengemble des points
{p; @y, .0y ) de M:L pour les entiers a; vérifiant OA< 2a, < s < 2a, < p.
Pour g entier supérieur ou égal 4 1, on désigne par 7, resp. 7}, Pensemble
des éléments de sz;n resp. Q/ﬁ{ pour lesquels @, = ¢. En particulier, si le
point A appartient & .m?m le réseau A(4) a pour base ey, ... LY A. ,
&y, TESD. ofh, désigne l’ense}nble des éléments de o7y, resp. ok,
qui gont semi-admis; ,,W“M resp. .5, ensembles de points admis ont une
signification analogue. )
D’aprés le corollaire de la proposition 4 tout point de 7, resp. oy,
Q’ordre p appartient au méme cycle quun point de .7, resp. .9./,,,, ol ¢
est un diviseur de p. On pourra en conséquence, au lieu de déterminer o7,

. T n 7
déterminer la partie () 7%, et de méme déterminer 1a partie () =74, de «7,.
) aln a

: e T avi 13 4 ;
On désigne par Py, resp. Py, Vordre maximum d'un ¢lément de L{;{‘m/,,,[

resp. U ax;m. On pourra limiter ¢ en tenant compte, par exemple, de la
aip
proposition 6. ) N )
De toute facon, une premiére étape consiste & déterminer .o/, et p,q,
~/Anl et ﬁlbl- " .
On désigne par %, 'engemble des points frontiére; on pose F = F,
N «/h; on désigne par f, Pordre maximum d'un point de Z,. On a évi-
demment f,, < p. . ‘
On dit que le nombre p est un indice possible relativement i o/,

TeRD. o7y, Tesp. F, 8l o, vesp. h, vesp. FI est non vide. pn; resp. P
est le maximum des indices possibles pour .o, resp. 7n,; Pa, TESD. Du
resp. fu est le maximum des indices possibles pour (J&7,, resp. L{l)gfﬂq
resp. Fy,. ‘ ’
Dans la suite on suppose n = 5. B
PROPOSITION 9. Pour un point A de of;, on a ir}f(ai, p) = 1; par
conséquent_on a Ps = Ps.
~ Preuve. Notons que la proposition 6 nous donne il%f(af, p) <
sup (Ps, Ps—4) = 2 puisque l'on a 7, =2, p, = 5. Supposons (al,p)\é
(@2, P) < (@3, p) < (), p) < (&5, p) ce qui est pogsible A une permutation prés.
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Ona (a5, p)< 5. 8i, dans les inégalités (x) (us, P)<(ay,p)<(asp), il yaau
moins un signe d’égalité alors on a (a,, p) < Py = 2 et, oubien (a, p) = 1, ou
bien (a,, p) = (az, p) = (@,, p) = 2, ce qui est exclu par Py = 1. Si dans
(*) les inégalités sont strictes on a (a4, p) < 3; (@s, p) ne pent étre égal A 3
car cela ne serait possible qu’avec (a,, D) = (a4, p) qui entraine (@3, p) < Py
on a done (as, p) <2; si (a,, p) est différent de 1, on voit que 2 divise
au moing trois des (a;, p) ce qui est exclu par Végalité p, = 1.

Dans tous les cas on a bien (a;, p) = 1.

On se propose alors

(a) La détermination dune liste des p possibles pour of5, avee pour
thaque p possible 'exemple d’un point de A% Cela nous donnera en
particulier la valeur de ps,.

(b) La détermination de =‘>}51~ La proposition 9 montrant que tout
point de &;'5 appartient au méme cycle qu'un point de 75, on résoud
ainsi complétement le probléme des octaddres pour n» =5 dans le cas
fermé. On utilise (a) notamment pour borner les p possibles pour .n;sl
puisque on a Py < ps;. Laub [4] ayant déterminé Jx;?l pour p < 37, on
vérifie ainsi et compléte ses résultats.

(¢) La détermination dune liste des D possibles pour .

(d) La détermination de ps.

On est amené aussi & utiliser le corollaire de la

PROPORITION 10. Pour tout point A ={p;ay,...,a,} de o, on

n

a nécessairement, pour n > 4 , Pinégalité p <16 Y a;.
i

COROLLAIRE. Pour tout point A — {501, 45, 09,00, ¢} de %, on
a nécessairement a,+q—1 > (p—1)+16 et, en particulier g, > (p—1)=16
pour tout point A de 77,

n
Preuve du corollaire. Blle résulte de la remarque que p < 16 3 a;
n n =4
équivaut & p—1 < 16 S'a; done & 1+(p—1)+16 < Y a; du fait que les a;
=4 i=4
et p sont entiers.
Remarque. 11 résulte immédiatement de la proposition 10 que pour

un point 4 de 7, on a P <16 et la proposition 10 n’est autre qu'une
généraligation du lemme 5 de [1].

Preuve de la proposition 10. Considérons plusieurs cas

(i) Silon a §p > a, alors P—3a;20 pour { =1, 2, 3 et considérant
le point 34 on a

PH3A| < (p—3a,) +(p— 3a,) +(,’P*3%)—I—32M = 3p—3p|A[|+6 ' a.
’ i=4 T=4
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3
Linégalité p | 4| > p entraine done p[|34[ <6 Z; aq et 'inégalité p|3 4] >y

n
ne peut avoit lien que pour p < Gig{; @;-
(i) Si on a 1p < @, alors 3a;—p > 0 pour ¢ =1, 2, 3 et considérant
le point 34 on a

PIBA| < (3a,— )+ (30— D) + (38, —p)+ 3 é‘m = 3(p|4l—p).

Or la proposition 8 appliquée pour ¢ = n—3 nous donne

pllal<2(p/2)+2 D

fe=d
d’ol . N
—p <2 i et 3.A.” < 6 15
-7 2 a 2l ;‘

n
L’inégalité p||34] = p ne peut donc avoir ‘lieu que pour p < 6@2’; ;.
(iii) Si 'on a a3 < {p < a,, pour le point 34 on 2

PIBA| < (3a;,—p)+ (84— )+ (p—385)+3 D a; = 3p|| 4| —6ba,—p.

i=4

Or la proposition 8 appliquée pour ¢t = n—2 nous donne

PIAI<p[2+20,+2 Y a;  don pusAu<3<p/2)—p+6§ai

fmrt .,
et 'inégalité p 134 > p ne peut avoir lieu que pour p < 12{5‘: ;.

(iv) 8i Yon a @, < §p < @5, pour le point 34 on a

PIBAI < (38— p)+ (p—3aq) +(p— 3a5)+3 D a;

=4
= 60,6 Y a;-+p—3p|A|
=4
et D'inégalité pllA|| > p entraine
n
PI3A] < 6a,+6 D' a;—2p.
i=4

T’inégalité p|34|>p néeessite alors

(%) o+ ) >p2;

i=4

m@
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appliquons alors la proposition 8 au Point 24 — e, pourt = n,—2 en prenant
pour partie & n—2 éléments de [1,n] les entiers différents de 9 et 3.
On doit avoir
7
P<pIRAN<PR+2(p—20)+2 3 a).

i=4

n n
Or (+) entraine p—2a, <2 3'a; et on doit done avoir P<pl2+8 Jay
i=4 . i=4
n
ce qui ne peut se produire que pour p <16 ) a,.
1=4
Pour un point de 7, on se trouve nécessairement dans Dun des qua-
tre cas considérés ci-dessus ce qui achéve Ia démonstration.
Le corollaire de la proposition 3 donne une borne inférieure de a,
pour un point de 75, Une borne supérieure est donnée par le
LeMME 2. Pour un point de Ay on g a, < p/3 pourvu gque Von ait
P >12¢.
Preuve. Supposons que bour un point 4 de %, on ait ay = p[3.
On a alors 3a;—p > 0 pour ¢ =1,2,3,4 dont

pIBA|< (3“1’"]7)‘|'(3“2“.'P)+<3“3“‘P)+(3“4—‘p)+3“5 = 3plld|—4p.
Or la proposition 8 appliquée pour ¢ = 1 nous donne
PIAI<3(p[2)+2a; soit plj34]| < Pp[2+ 6as.

L’inégalité p 34| > p n’est alors Dossible que pour P/2 < 6ag soit
P <1205 = 12¢.

Les divers programmes de caleul que nous avons établis ont utilisé
les propositions 8, 9 et 10 et le lemme 2.

Donnons maintenant les résultats.

La détermination des p possibles pour o7 est donnée par le

THEOREME 1. Aucun p > 48 nlest possible pour oy, Pour p <48
toutes les valeurs de p > 2 sont Dossibles sauf les valeurs 42, 43, 44, 45, 46,
et 47. La Uste suivamte donme pour chague valeur possible de D Un point
semi-admis de o5, Un tel point est choisi semi-admis strictement quand
cela est possible c'est & dire pour les valeurs de p possibles distinctes de 2,3
et 415 4l est choisi point frontidre quand cela est possible ¢est-g-dire pour les
valeurs de p possibles distincles de 2,3, 4, 33, 35, 38, 39, 41.

{%1,1,1,1, 1}, {3;1,1,1,1,1)%, {4;2,2,2,1, 1), (5:1,1,1,1,13,
{6:2,1,1,1,13, {7:8,1,1,1, 13, 8:4,1,1,1, 1}, {9;4,2,1,1,13,
{10;5,2,1,1, 1}, {11;5,8,1, 1,1}, {12;6,3,1,1,1}, £13;6,3,2,1,1},
{14;7,3,2,1, 1}, {15;7,4,2,1,1}, {16;8,4,2,1, 13, {1717, 5,3,1,1},
U8;8,5,3,1,11,  {19;8,6,3.1,1}, {20;9,6,3,1,1),  {21;9, 6,4, 1,1},
{22;9,7,4,1, 1), {23;10,7, 4,1, 1}, {24,11,7,4,1,1},  {25;10,8,3,8,1}
COILS5 L1 (2111,7,6,3,1),  {28,12,0,5, 1,1},  {20,13.7.5.5, 13,
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(30:13,9,5, 2,1, (3114, 9;5;2’31%’}* gi }EL, i(lJ, g, ; B }g(;, i: 51)2,6 &4 2~1;} ) déterminer 5 pour p < 48. On range ensuite les points obtenus
515,10, 6,2,1},  {35; 17,14, 5,3, 1}7, 310,40 05 2 45, P de i r cyeles.
[ 15’1-) 7.3 15‘* §39- 17,15, 10, 4, 1}%,  {40;18,12,7,2,1}, {41;18, 16, 10,4, 1}*, par qree i i F i
{38; 18, 15, 4 4, D . 517,15, Notons aussi que les p possibles bour #; sont tous les p < 48 distinets
{48;23,13,7,4,1}.

. de 2,3,4,33,35,38 et des p vérifiant 41 Sp <47 On obtient pour

chaque valeur de p possible pour F; un point frontidre d’ordre P en

‘consultant la liste des points frontiére incluse dans la liste donnée dans

le théoréme 1 et en y ajoutant le point frontidre {39;19,8,7, 3,2}
On aborde maintenant la détermination de Ps.

Comme évidemment on a Dinégalité D5 =

Dans la liste ci-dessus les points marqués de .sont les seuls points
qui ne sont pas points frontidre. Parmi eux 1ex~.; points {2;1,1,1,1, 1},
{3;1,1,1,1,1} et {41;18,16,10, 4, 1} sont admis, les autres dtant semi-
admis strictement.

Preuve. On commence par établir & la machine la liste (}es P possibles
pour 2 < p < 83. On obtient les p indiqués ci.-dessus. P9u1' 84 <p g 11{3Y U o
les p pairs différents de 96 me sont pas possibles car si pour un tel p .11 w0 s
existait un point semi-admis 4 = {p; ay, ay, a3, a4, 1} le point 24 serait il nous suffit de considérer
aussi un point semi-admis d'ordre p/2 avec 42 < p/2 << B9 et p/2 # 48

Psi et gue l'on a prouvé

b,
ce qui est exclu par les résultats déja obtenus. 48<p<i2

Reste alors & vérifier que p = 96 et p impair avee 85 < p < 119 ne . r>Lap

t pas des p possibles Pour p fixé, 48 <p <120, un point 4 = {p;a;, a, a, tty, as} de
son Ole o' ffi t 1a machine /f appartient nécessaivement au méme cycle qu’un point de A%, avec
* ’ =inf(a;, p). En particulier, si pour » fixé n est ] ?
La détermination de P; est donnée par le q ; (@, p) P y D p on est assuré que l'on a
THEOREME 2. On a P; = 4+1. Aucun p =42 w'est possible pouwr un inf(a;, p) = 1 pour un point 4 de ¥, les résultats précédents montrent
- T
point de o5, Pour p < 41 toutes les valeurs de p somt possibles pour g que ¢ = @. Nous dirons dun tel P que ce n’est pas un p possible.
sauf 27, 28 et 30 < p < 40. Une liste compléte des cycles des points de o, On a alors le .
est la liste des cycles des points LM 3. Powr 48 < p < 120,
L L BLLLLL, wLLLL 1), 42,111 1), (i) st p eétt prea.m?r, pmssa,’nce dun ’)LO'II.LI))C’ premaer ou produit de deux
(422,11, 1), (5;2,1,1,1,1},  {5;221,1,1}, 6;3,1,1,1,1}, nombres premiers distinets, p n'est pas possidle;
6:2.2, 1,11}, 6:3,2,1,1,1}, 6;3,2,2,1,1}, {7:3,2,1,1,13}, (ii) 82 p est produit de trois nombres premiers 1,8, t avee r < s <1,
{7;8,3,1,1, 1}, {7:3,2,2,1,1}, {8:4,2,1,1,1}, {8:3,3,1,1,1}, t=11, et vs 5= 6, 10, p wlest pas possible;
{8;3,2,2,1, 1}, {8:3,3,2,1,1},  {8;4,3,2,1,1}, 19:4, 3L L1} 75 5 ;
{914, 2,2 gy 0452 LT (10552, 2,1, 1), {1054, 8, 2, 1, 1), (iii) 63, 75, 88, 98, 104 et 105 ne sont pas des P possibles.
{16;3, ’3, ’2, 1 1}, {10; 5, 3,3,1,1}, {105 4,4,3,1,1}, {10;5,4,38,2,1}, Notons que le (i) du lemme montre que les 40 valeurs suivantes de
1155,8,2,1,1}, 11;4,4,2,1,1}, {1155, 4,2, 1, 1}, {11; 5, 4,3, 1,1}, P ne sont pas possibles:
%1152, 43,2, 1%, Em,s, 4,2,1,1},  {12;5,5,3,1,1} {12; 5,3, 2,2, 1}, 19 = (7)%, 51 = 3-17, 53, 55 = 5-11, 57 = 319, 58 = 2.29, 59, 61
{12:5,4,8,2,1},  {13;6,4,2,1,1},  {13;5,5,2,1,1}, {13;6,4,3,1,1}, 62 =231, 64 =(2)% 65 =5 37, 69 = 3-2: 237,
Genetl  Beperpl Gmsszly 4 65911 2 =281, 64 =(2)f, b9 =518, 67, 69 =323, 71, 73, 74 =237,
50,9,9, 4, Ly, 39y & 9y 5, 1y, 3 Oy %y 9y Ly Ly A%5 0y, 0, 9, 1, 15, == o~ 0 Q1 . o 4 ] Q

(1454521, (5,153 L1}  {15:74352 1, {1557, 8, 4, 2, 1}, T =T11, 79, 81 = (3)*, 82 = 2-41, 83, 85 = 517, 86 — 243, 87 = 3.29,
16;7,5,3,1,1),  {16:7,6,4,1,1},  {16;7,4,3,2, 1}, {165 6,5, 3,2, 1}, 89, 91 =713, 93 = 3:31, 94 = 247, 95 = 5-19, 97, 101, 103, 106 = 2-53,
{16;7,5,8,2,1},  {17;8,5,8,1,1}, . {17;8,6,4,1, 1}, {175 8, 4, 3,2, 1}, 107, 109, 111 = 3-37, 113, 115 = 523, 118 = 259, 119 = 7-17.
{17;8,5,8,2, 1}, {17;7,6,8,2,1},  {18;7,5,4,2, 1}, {19; 9,5, 3, ?: 1} La partie (ii) du lemme, elle, montre que les 7 valeurs suivantes
19;8,7,3, 2, 1} {19;8,5,4,2,1},  {20;8,7,3,2, 1}, {20;9,8,5,2,1} ) " :
{19;8,7,3,2,1}, H de p ne gont pas possibles:
{20;9,7,5,3,13,  {21;9,8,5,2,1},  {22;9,6,5,2,1}, {22;9,8,6,2 1}, 52 = (2)%13, 68 = (2):17, 76 — (2) 1 = (2)2 2 = (2)29
(2259,7,5,3,1),  {28;10,7,4,2,1}, {23;1,7,4,2,1},  {23;10,0, 6,2, 1}, 02 = (2)13, 68 = ()17, 76 = (2):19, 84 — (2)221, 92 — (2)2-23,
{24;11,7,5,3,1},  {25;12,7,4,2,1},  {25;11,9,6,2,1)}, {26; 12,8, 5,3, 1}, 99 = (3)*11, 116 = (2)2-29, 117 = (3)213.

29;13,9,6,2,13,  {41;18,16, 10, 4, 1}. Ainsi en écartant les 54 valeurs de P couvertes par le lemme 3 res-

) tent & examiner les 17 valeurs smivantes de p:
Preuve. La liste ci-dessus, sanf le point d’ordre 41, est due & Laub o } ¢ valeurs sulvantes de p
(ct. [4], p. 50). D'aprésle théorame 1 et la proposition 9, il suffit de 50, 54, 56, 60, 66, 70, 72, 78, 80, 90, 96, 100, 102, 108, 110, 112, 114.
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Considérant alors individuellement chacune des valeurs de p d-
dessus énumérées on peut pour chaque p donngr une bon’le x‘}upél’lemre
du inf(a;, p) associé & un point 4 de 2% ce qui permet d’affirmer que

Ol £

i

Iy

seules certaines valeurs de ¢ divisant p ('q #1) sont a‘conmdérer. Nous
appelons ces valeurs de ¢ des valeurs possibles. On a alors le .

LEMME 4. Pour p = 60, 72, 96 et 108 les se.ules valeurs possibles de ¢
sont 2,3 et 4; pour p = 90 les seules valours possibles de q sont 2 et 3; pour
p = 80 et 112 les seules valeurs possibles de q sont 2 et 4 ;.pow P = 527
54, 56, 66, 70, 78, 100, 102, 110 et 114 la seule valewr possible de g est 2.

’ Nl)tons la méthode employée pour prouver les ]gmme? 3 et 4., 0}1
agsocie toujours au point A de M?l considéré le .1).011113 A = {p; Ch,’%,
a}, oy, ay} ot les a; sont une permutation des a; choisie de fagon que I'on
= (a1, ) < (a3, p) < (a3, p) < (04, ) < (a5, p).

‘aprés 1! u probléme des octaédres en dimension 4,(as,p) doit
gli});jfhésiggd:u%ga{) 4 p, = 16 et différent de 11, '13, 1.4 ou 15; de plu‘s
deux des (@i, p) ne peuvent &tre égaux sans étre lnférAleurs. ou 'éga.l?x a
ps = 4, trois des (a;, p). ne peuvsmt étre égaux sab}ls etre 111fér1eursA tou
égaux & p, =2 et quatre des (a;, p) ne peuvent &tre égaux sans étre
egauiej pzrjéuve: 'des deux lemmes se servent essentie'llement dela remargue
ci-dessus et de la décomposition explicite en produit de facteurs premuiers
des p entiers vérifiant 48 < p < 120, examen de (.:ette décomposition
permettant pour chaque valeur de p déaller plus loin que les résultats

? ire de la proposition 6. )

o OJ’i\Toplfsutdfx‘\ég:Illls ci-desso%:ts 11a preuve du lemme 3, laissant celle dt
lemme 4 & la patience dn lecteur. ) o

Preuve du lemme 3. (i) §i l'on a p = +* avec » premier et si (a;, p
est différent de 1, » divise tous les (aj, p) done (“a,l, oy O3, iy B, p) ce qu
est exelu; si p est produit des deux nombres premiers distinets r et s, r <s,
on a s =5 pour p # 6; (a;, p) ne peut prendre que les valleur.ﬂ 1, » ou :
et donc (ag, p) < s; on ne peut avoir (a,, p) = (as, g)) = § puisque s,>.o
done nécessairement (ag, p) < 7; on ne peut avoir (a;, p) == r donc néees-

i t (a =1 7
Smregl;)mOé ;’fe'zeessairement rs < 10 car sinon rst = (1%)2 > 120. Oomm:
I'hypothése élimine pour (r, s) les couples (2, 3) et (2,3) on a r = =:.
our = s = 3; (a7, p) peut prendre comme valeurs 1, r ou »2 et on a néees-
sairement (aj,p) =1 car sinon » diviserait (a,, a, as, s O, P). _

(i) On a 63 = (3)*7; les valeurs possibles pour (a;, p) solnt 1,3,:
ou 9. On a (a5, p) < 9; on ne peut avoir (ay,p) = 9 donc (ay, p) < H

on ne peut avoir (a3, p) = (a;, p) = 7 done (a3, p) < 3; on ne peut avoir

(“;7 p) = (“:fup) =3 done (“171’) =1

m@
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On a 75 = 3:(8)?; les valeurs possibles pour (ar, p) sont 1, 3 ou 5.
On a (a5, p) < 5; on ne peut avoir (a;, p) — 5 done (a1, p) < 3
avoir (a5, p) =3 done (af,p) = 1.

On a 88 = (2)3-11 et les valeurs possibles pour (a;, p) sont 1, 2, (2)2
on (2)* d’ou (aj,p) = 1.

On a 98 = 2-(7)*; les valeurs possibles pour (af, p) sont 1,2 ou 7;
on en déduit (ag, p) <2 et (aj,p) = 1.

On a 104 = (2)3-13 et les valeurs possibles pour (a;, p) sont 1,2, (2)2
ou (2 d’olt (ay,p) = 1.

On a 105 = 3-5-7; les valeurs possibles pour (a;, p) sont 1, 3, 5 ou
7. 0n a (a5, p) < 7 puis (af, p) < 5 puis (o3, p) < 3 et (a], p) < 1.

Indiquons maintenant le résultat final.

Les calculs fondés sur les considérations précédentes montrent que

U o, est vide. On peut done énoncer le
48<n<<120

u>1qp

; on ne peunt

THEOREME 3. On ¢ py = p; = 48, Py = P5; = 41.

Notons que le temps de caleul pour vérifier qu’aucun point d’ordre
supérieur & 48 ne peut appartenir & un réseau contenant les sommets
de 5 et permis pour £, est bien Plus important que celui nécessaire & la
détermination des points semi-admis d’ordre inférieur ou égal & 48,

Nous n’avons pas eru devoir surcharger ce texte d’une liste de tous
les cycles des points de A 5.

Remarque. 1. Pour évaluer le temps que demandent les calenls 3 Ia
machine, il est utile de connaitre le nombre d’éléments &(n), resp.

¥(n) de .MAn, resp. M;,l. On trouve

-1

2 z n! _ 2 n!
@ (n) =h~——(-n+1)! ig<7+z), Y(n) = T'!iﬂ(T_H)‘

Les quotients ¥'(6)/¥(5) et D(6)/(5) sont de I'ordre de plusieurs
wmillions ce qui exclut toute Dossibilité de determination compléte du
cas » =6 4 l'aide des moyens techniques existant actuellement.

2. Les résultats obtenus pour » = 3, 4, 5 montrent gque pour ces
valeurs de n, n!—1 est une borne supérieure de p,, qui n’est pas trés bonne.
La détermination éventuelle de Dy POUr 76 serait facilitée si on
Douvait trouver une borne supérieure meilleure. Copame on a prouvé
dans [2] que Don a m, < 7(Qy)n! ol n(2,) est la densité d’empilement
régulier de Q,, il suffirait pour cela de donner de 7(82,) une borne supérieure
meilleure que 1. Les seuls résultats de cetite nature que Pon connaisse

dus & Blichfeldt [3] et & Rankin [7] ne sont valables que pour n suffi-
samment grand.
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ACTA ARITHMETICA
XIV (1968)

Extensions of a theorem of Hardy
by
B. Berrowirz (Berkeley, Cal.)

The functional equation for the Riemann zeta function may be
written, sefting
f(8) = 2" ¥Ir(Es)(s), as

fs) =f(1—s).

Since the functions defining f(s) are real on the real axis, by the Schwartz
reflection principle, f(s) assumes complex conjugate values at complex
conjugate points; this together with the functional equation shows that
f(s) is real valued on the critical line ¢ = 4. Hardy has shown in [1] that
the real valued function f(}-it) vanishes infinitely often as t — oo, and
significant quantitative results have been obtained, first by Hardy-
Littlewood [2] and then by A. Selberg [4]. These zeros of f(34148) must
of course be zeros of Z(s).

The purpose of this paper is to show, by simple extensions of ideas
of Hardy and Ramanujan, that given any real 4, 0 <1 < 1, the real
and imaginary parts of f(1-14f) vanish infinitely often as t —oco. This
is very far from determining whether or not f(s) itself ever vanishes on
any ¢ =4, 1 # .

1. We begin by writing, for 0 < 1 < 1,
Ref(A+it) = F[f(A+it)+f(A—it)]

since f(s) assumes complex conjugate values at complex conjugate points.
It is clear from this relation that Ref(i--it) is an even function of %.
Using the functional equation, f(A—it) = f(1—2+4t), we obtain

Ref(A+ i) = F[f(A+at)+f(1—A+it)].
Congsider the function, for, say, positive real ,
W, (z) = f Ref(A+ it) cos wi dt.
0
Since cosxt is also an even function of f, we may write

V(@) = } [ Ref(a+it)cosatdt =} [ Ref(a+iny*a

—0o0
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