ACTA ARITHMETICA
XIV (1968)

Sur 'ordre maximum d’un élément dans le groupe
S. des permutations

par

JEAN-LOUIS NICOLAS (Paris)

Désignons par S, le groupe des permutations & n éléments. Landau
congidére la fonction ([1], §61)

g(n) = sup [ordre de ¢].

ceS,
1. Rappel de propriétés de g(n) ([1], § 61, et [3]).
g(n) est croissante, mais non strictement eroissante;

gn) = sup  [pp.em. (ng, %y, ..., %)
NNyt Bp=11

g(n) = sup [[ p" (p premier, re N*).
Zyr<n

logg(n) ~ MOgTz quand # — oo, et méme ([3]):

—_— loglogn 1+0(1)
=Vl e .
logg(n) Vn ogn {1+ 2logn 2logn }

DEFINITION. Soit I: N* - N;
i) =o,
k k
l(np%i) = Zp,-“" avec p; premier et ;e N*,
4=l =1
1 est une fonction arithmétique additive:
(mym) =1 =1(mn) =l(m)+1(n),
et sa restriction aux nombres p°® (p premier, ae N*) est application iden-
tique. On a I(k) < % pour tout %, et 1(k) = k entraine & = p°
Remarque. Si a = 0,1(p% = 0 #p° = 1.
On a done:
(1) g(n) = sup k.

Hy<n
Ce qui équivaut &


Pem


316 J.-L. Nicolas
(2) g () <m,
(3) M > g(n) = WH) >n.

Remarquons que (3) est équivalent & (3'):
(8" M>gn—1)=>1{M)=n.

PROPRISTE CARACTERISTIQUE. Les deusw propriéids suivanies somi
équinalentes:

(a) meg(N),

(by M > m = 1(M) > I(m).

Démonstration. (a) = (b). Soit meg(N), et soit M > m, (3) et (2)
donnent:

(M) > n =g (n) = L(m).

(b) = (a). Soit m vérifiant (b). Si m¢g(N), comme g est croissante

et mon bornée, il existe n tel que
gn—1) < m < g(n).
(3') et (2) donnent:
1(m) > n > 1fg(n).

On a construit M = g(n), M > m et I(M) < 1(m), ce qui contredit 'hypo-
these.

COROLLATRE. Si M #g(n) e si 1(M)<Ig(n)), alors M < g(n).

Clest une autre fagon d’écrire: (a) = (b).

Remarque. Soit f: N* — R une fonction arithmétique.

On dit que f est grande en n, si m < n = f(m) < f(n);

On dit que f est petite en n, si m > n = f(m) > f(n).

La propriété caractéristique s’écrit alors:

I’ensemble des nombres neN*, oL | est petite, est exactement g(N).

Soit d(n) le nombre de diviseurs de » ([1], §60). Ramanujan [2]
appelle Highly composite number un nombre en lequel la fonetion d est

grande, et utilise pour étudier ces nombres des méthodes qui peuvent
s'appliquer & d’autres fonctions, et en particulier & 1.

Relation entre 1 et g.
1° Caleul de Ig(n)). On définit sur N la relation d’équivalence
n~n' < g(n)=gn).
Soit « le plus petit élément de la classe de 7. On a

g(R) = g(n);

n<n;  g(i—1) < g(n).
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(3") donne Ug(#)) >, et (2) donme I(y(#)) < &, done
Ug(n) = g (R) = .
On a en fait démontré les équivalences:
n = <Ig(n)) =n<g(n) >gn—1) < nelog(N).

2° 1 est strictement croissante sur g(N). Soit g(m) < g(n), alors

g(m) < g(n), done m < @ (g est croissante) et, avee (2),
g(m)) <m < & =1g(n)).

3° g(l(N)) = N pour tout NeN*. L'égalité a lieu si, et seulement si,

Neg(N). Puisque g(Z(N)) = ksup k, N est une valeur possible de k, et
Wiy<i(N)

gl M) = N.

Si N ¢g(N), il ne peut y avoir égalité, car g{L(N))eg(N). 8i ¥ = g(n),
g(tg(m))) = g(@) = g(n).

4° Soient A eg(N), et A* le suivant de 4 dans g(N); alors
(4) A <n < 1(4Y) g(n) = A.
On a g(n) < gllA*)—1]<g(l(4") = A%, car 1(4*)el{g(N)). D'autre
part, g(n) > g(i(4)) = 4, done g(n) = A.

5° On a
(5) A< N<A" = (W) 21(4Y),
g(l () = N, done g(L(N)) = 4"

Or si [(N) < I(A"), on aurait gl{l(N)) < A d’aprés (4), d’ol contradie-
tion.

Finalement, la restriction de 7 & g(N) est une bijection croissante sur
1{g(N)), et Papplication réciproque est g. (4) nous permet de calculer
g(n) i n¢l{g(N)), et (5) nous donne une minoration pour I(N) si ¥ ¢g(N).

entraine

2. Etnde de la décomposition en facteurs premiers de g(n). Pour cela,
on va utiliser systématiquement la propriété caractéristique. On rap-
pelle que v, (N) désigne le plus grand exposant a tel que p® divise N.

PrOPRIETE 1. Soient p, ¢ deuw nombres premiers, p < q. Si

a=olgn) o B =vglg(m),

alors f < a-t1.
Démonstration. On peut supposer B2 (si f =0 ou 1, c'est
I
évident). Soit M =L g(n), avec & défini par pg > 9" > g.
q

On a M > g(n), done I(M) >1{g(n)), donc si a # 0,
P47 > 0"
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ce qui entraine
pg+d 7 > "+,
P(pg—1) > ¢ g—1) > p¢"",
(6) p%g > (pg—1) > "
>z,
a>f—2, done f<at1.
8i a =0, WD) > lg(n) sécrit:
P >
les caleuls sont les mémes, la majoration (6) pg—1 < pg n’ayant pas
4 é&tre faite.
PrOPRIETE 2. Soit p le plus grand nombre premier divisant g(n). On
a v{g(n)) =1, sauf pour n = 4.
On désigne par ¢ le nombre premier suivant p.

8i a=1nyg(n))>2, on pose M = %g(n) > g(n);

UM ~Ug(m) = g+p*'~p".
D’aprés le postulat de Bertrand ([1], §22), ¢ < 2p, done
g+ =" < 24" —p* < 2p+p—p* = p(3—p),

car la fonction ol p* '—p°* est déeroissante.

Si p> 8, (M)—Tg(n)<0, il y a contradiction.

Si p =2, il reste & résoudre g(n) =2°

8i a=3, M =2""3>g(n) et I(M)—Ig(n))=3—2""<0; les
seules solutions sont g(2) = 2 et g(4) = 4. Seule cette dernitre est excep-
tion.

PROPRIETE 3. g(n) est pair pour m 3, 8, 15.
Lemve. 8% deuw nombres premiers distincts p et p' ne divisent pas
g(n), tout nombre premier q > p+p’' ne divise pas g(n).

Démonstration du lemme. Soit p < p’, et supposons que
g=p+p' divise g(n). Soit &> 1, défini par

P+ <g<p*4p—1,
k¢

PP
q

UM)—1g(n) = p*+p'—¢< 0.

et posons M = g(n), on a
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D’autre part,

p)'cp/___q 2 plcp'_pk+1__p/+l
=" @' —p)—p'+1=p(p —p)—p'+1,
et
PP —p)—p'+1=(p—1)(p'—p—1) >0,
done M > g(n), il y a contradiction.

Démonstration de la propriété 3. Si 2 ne divise pas g(n), g(n)
est ,,quadrativel” (propriété 1), et 11 ne divise pas g(n). Sinon, en effet,
soit M = - g(n), M > g(n), et L(M)—Ifg(n)) < 4+6—11 < 0. D’aprés
le lemme, tout nombre premier supérieur ou égal & 13 ne divise pas g(n).

Ddne g(n) divise 3-5-7 = 105. En examinant les valeurs de g(n), on trouve
comme seule exception » = 3, 8,15, ol g(n) vaut 3,15, 105.

. g(n41 ‘
COROLLAIRE. Pour foul neN¥, gintl) <2 ou, ce qui est égquivalent,

g(n)
A*
pour tout 4 eg(N), - <2

Effectivement, si g(n-+1) # g(n), en posant g(n) = 4, on a
.A.*
g(n+1) = A* Supposons que A* soit pair et que 71-> 2, on aurait
A* A* :
A < - <A4* done, d’aprés (5), Z(T)>Z(A*), ce qui est faux. Si
A* =3, 15, 105, on trouve A =2, 12, 84, la relation est encore
vérifiée.
Proprrfir 4. Soient 2, u deusw nombres premiers, o« =w,(g(n)) et
B = vlg(n)), on a:
1 A®
S sH
1 a
I1 suffit de vérifier l'une des inégalités, par exemple ﬂgﬁ
Soit & défini par u—1 < A< A(u—1). Onadone k=28l < py et =1
I
8i A > p. Posons M = — g(n), on a
“

M>g(n) et UM)—1g(n) >0,
done

(7 2 gty — i > 0.


Pem


320 J.-L. Nicolas
A ent
Posons ¢ = _/1—‘” on obtien
1 1
1—— 1——
oo BB 1
17 Ap—1) A

Oe raisonnement ne vaut que pour a>1 et > 2.

Pour f = 1, Vinégalité (7) est encore vérifide.

1
8i g = 0; on a toujours Nz

A
cerg 1 1
§i a=0: sid<p daprés la propriété 1, F<1 et m < —”—;
1 1 . . s .
siA>pursif=10n a bienrgz; si B> 2, linégalité (7) devient
¥

1
A b —pf > 0. Posons o = rd

Y w11

> 7 I /“}:J-

PropRIETE 5. Soit p le plus grand mombre premier divisant g(n);
soit q le mombre premier swivant p; soit A wn mombre premdier tel que
a = v,(g(n)) > 2, alors,

P_rl<g e A<g+1.

On pose M =-%g(n), M > g(n), done

UM)—1(g(n)) = g+ 21— 1* >0,

done A°—2°"! < ¢. D'autre part, les solutions de cette inéquation en 2
vérifient 1 < ¢*-+1.

PROPRIETE 6. Soient A et A* deun éléments conséeutifs de g(N), p le
plus grand nombre premier divisant 4, g son suivant. On a

A" —U4) < g—p.

A
Soit A; le plus petit nombre de ¢g(N) vérifiant —pg- < A,;. On a,
d’aprés (5),

z(%l_) = 1(4)+g—p > U(4y),

Ordre mazimum d'un élément dans Te groupe Sp
ef
WA —14) SUA)—1(4) < g—p.

PrOPRIOTE 7. Soit & = w(g(n)) le nombre des nombres
divisant g(n). On a

2 ]/ “
logn’

pn étant le h-ilme nombre premier, on pose:

i
P?' = th-
he=1

n étant donné, on définit j par P;<n < P,,,. Ona

1) (g(n)) ~

k
E<j;  gln)< (LI:) .

g(n) étant un produit de & facteurs de somme an plug n. Soit

logg(n) < klog %

.9 ;
D’autre part, n ~ P; . logj dolt j ~2 ]/ "
‘ 2 logn
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premiers

k
: n :
Or la fonction % \— (f) est croigsante pour k<£done pour
e

k<j. Etpourkzzo]/
log n

n
logn

pour tout ¢ <1, on a k >20]/

Comme d’autre part,
k<j~ay/
¥ logn

k= olg(n) ~2 ]/ L
o logn

V

On a bien

. N ’ U
, klogI est équivalent & ¢Vnlogn., Done

COROLLAIRE. Le¢ plus grand nombre premier p divisant g(n). tend. vers

Vinfini avee n. )
On a

PPy~ klog kb~ nlogn.
Acta Arithmetica XIV.3
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PropRIGTS 8. Soit keN; soient 2,3, ..., P les kb premiers nombres

remiers. On suppose que Py <D, p élant tougours le plus grand nombre
r . !
premier divisant g(n). On pose:

w=vplg(n)) pour i=1,2,.., k,

et i
m = Z Upst).
=1

Alors il existe une consiante oy indépendante de p telle que

1 .
m> — pt-ah

D’autre part, .so'it u un nombre premier ne divisant pas g(n) et tel que

u > @R alors
1/k

m < p =g
/*M1/lc~ok

Démonstration. Soit y: N* — N, la fonction définie par

k
y(§) = sup (H}p‘#‘)-

3 U<
. i=1
On a, pour tout j,
j\E
: =< (2],

y(j) étant un produit de % nombres de somme au plus j. D’autre part,

si I'on fait
J
[
“ Logpe )’

, iy 1
y() = % w0

on voit que

o1 6 esf; 1a fonction de Uebytev. D autre part, on a

k
U@ <d,  vim) = H:Pfoi et Ify(m) =m.

m@
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Considérons maintenant M — M
py(m)

UM —Yg(m) < m+p—p—m =0,

g(n).

done M < g(n),

(m+p)* 1 - n\*
T e <) <pm) < (2]

On en déduit

p 1w o
m > —p——— > =) avee o = '@k
_’pl/kak—-l Cp 4 ¢

De méme, on pose M =, &W:;T‘u) g{n). Si m < yu, le résultat est
acquis, sinon on a Z(M)—l(g(n))syo, done M < g(n),
y (m—p) < y(m), )
. pim—p)* < m*e"®n,
Comme p'* > ¢,
1k
M<y——F';;_ck. )
PRrOPRIBIE 9. Sodt A un nombre premier fiwé; s0it 0y = v;(g(n)). Quand
7 - oo, 0N a
a;logl = logp 4 0(loglogyp),
D élant le plus grand nombre premier divisant g(n).

Démonstration. Etudions d’abord le cas A = 2. Pour une autre
valeur de 1, le résultat découlera de la propriété 4.
Utilisant les notations de la propriété 8, pour % donné,

k a k a, k
m U(p; %) —y Pl
2“2 == 2 222 < 21,12 <2 E p,,; = 21)]“
Te=1 =1 =1

aLaide de la propriété 4. Py, est défini comme étant 1a somme des & premiers
nombres premiers. On a done :

2“2 > - (yk)

2Py ¢ :
La propriété 4 nous donne (p=p,8=1,1=2): 2% < 2p, done

(1 —_ %) logp —log2Pye; < aylog2 < logp +log2.
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On en déduit a,log2 ~100"p
On peut méme préciser: si Von fait & = [logp], on a

¥ g2

k
~ —-logk
Py, 5 0giy

logP; ~2logk ~ 2loglogp,

0 (pr
log ¢ = —%0—’)— ~logk ~loglogp.
Done,
a,log2 =logyp - O(loglogp).

PROPRIATE 10. Avec les mémes notations qu'a la proposition 9, on o

& = egvers |
=0 ).
P logloglogp
Soit toujours k.fixé et, pour 1< i<k, o = vp,(g(n)). D’aprés la
propriété précédente, pour = assez grand on 8 a; #0 et en utilisant
la propriété 4: .

L .
m P

2% L o

=1

1 1 o
— E — = inition de wy).
> 5 e wp  (détinition de wy)

Pour un » assez grand, on 'peﬁt appliquer la propriété 8, avee u = g,
g étant le nombre premier suivant p.
Vk__ .
q > q 43

2 = g W’

" En faisant tendre ¢ vers I’infini, . Or w; est équiva-

lent & % loglogk, quand % tend vers linfini, don infini

avec n.
On peut méme préeiser: faisant &k = [Viogq], on a

loge, ~logk ~ § loglogyg,
1
log ¢ = —logg ~Vlogy,

on a bien ¢"* > ¢, et on obtient

2“2 -0 ( 1
' q logloglogq
d’ott la propneté puisque ¢ ~p.
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PrOPRIETE 11. Soit p le plus grand nombre premier divisant g(n),
soit p le plus petit nombre premier ne divisant pas g(n). On pose a, = p/u.
Alors,

lima, =1.
N—>00

Remarquons d’abord que la propriété 8 montre que u tend vers
Vinfini avec n.

La démonstration se fait en deux temps.

ler temps: On a Ti‘nTan < 400, et plus précisément Ti:t_nang 6. Re-
prenant les notations de la propriété 8, on fait & = 2, et on étudie:

= B ymtp—u)
P v (m)

On a I(M) < 1{g(n), done M < g(n).

Soit y(m+p—p) < ayy(m),

g(n).

v [m4-(a—1) ]l < 6a,m?,
car ¢"??) = 6. Done,

m>p—tnt
U
V6a,—1
Mais, d’aprés la propriété 8,
u
B > M
1//4—-1/6

Sl exigtait une sous-suite g de a, dont la limite soit > 6, en faisant
tendre j vers l'infini, on ne pourrait réaliser simultanément ces deux
inégalités.

2e¢ temps: Supposons que lima, >1; il exigterait alors &> 0 tel

8 .
que, pour une infinité de », on ait 14 < a, < 7. Pogons M =7“ g(n).
Pour les n vérifiant 14 < a, < 7, M > g(n) et

24

M)—Tg(n)) = T-2%4pu—p <727 Tyt 2

Pour p assez grand, 1(M)—1(g(n ) < 0, il y aurait contradiction.

Si @, < 1, alors u est le nombre premier suivant p, et on a lima, = 1.
La propriété est démontrée.

COROLLAIRE. Soit foujours p le plus gmnd nombre premier divisant
g(n), on a

» ~logg(n) ~ Vnlogn.
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En effet:
L Pr<P-
Comme -
p~u, p~pi~Vnlogn
(propriété 7).
3. Construction de G (cf. [2], §32). Soit G l'ensemble des nombre
N qui vérifient la propriété: Il existe ge¢R™ tel que, pour tout AeN¥,

A £N,
A
1(4) —1(H) > olog %

1° @ = g(N) (propriété caractéristique).

2° Supposons N 4, et soit p le plus grand nombre premier divisant
N. On sait (propriété 2) que v,(N) = 1.

Sid= L4
logp ~ )
Si g est le plus petit nombre premier ne divlsant pas N, on pose

4 = Ng, et on obtient ¢ < _q_

logg
est croissante pour # > ¢. On a done ¢ > p,

N, on obtient ¢ > -——
D

@
Or la fonetion & |-

log®
la seule exception possible étant p = 3,9 =
avec la valeur p =2, 8.

3° Solent 4 < p un nombre prem_ler, et o = v,(N). Etudions 4 = N2

2. On constatera que 3G

N
et 4 = - o trouve:

=1 <ot

T loga logh ’

>9 Aa__la—l < la+1—}»a
*=5 log2 e< log A

Pour tout A premier, considérons ’ensemble B, < R:

A -l et e
B, = ) yeens yeeefs
log i log 1

log1
Pour tout A + 2, la suite constituant B, est strictement crmssante Pour
A =2, les deux premiers termes sont confondus. .
Sl on se donne ¢¢FB,, la valeur de a = »;(¥) est done déterminée

par ,
2 Aa—l )'u+]_ 20

logi %< iz
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Soit B = | E;. F est un ensemble discret de R (la quantité de tels nombres

lpremler
inférieurs & @ est majorable et done finie). D’autre part, deux éléments
de F sont distinets: si lon avait

a b
logu  loga’

serait rationnel, ce qui est faux.

logp
g

4° Table des valeurs.

0 0 N N ()
3/log3 2,73
) 3 3 3
2/log2 = (4—2)/log2 | 2,89
4-3 12 7
5/logh 3,11
4-3-5 60 | 12
7/log7 3,60
4-3-5-7 420 | 19
11/log1l 4,59
4-3:5:7-11 4620 | 30
13/log13 5,07
4-3-5-7-11-13 60 060 | 43
(9—3)/log3 5,46
4-9-5-7-11-13 180 180 | 49
(8—4)/log2 5,17
8-9-5-7-11-13 360 360 | 53
17 [logl7 * 6,00 |
8-9-5-7-11-13-17 6126 120 | 70
19/log17 6,45
8-9-5-7-11-13-17-19 | 116 396 280 | 89
23/log23 7,34

Pour chaque valeur de ¢eR—Z, tel que ¢ > 3/log3, il existe un
nombre ,, et un seul, déterminé par sa décomposition en facteurs premiers.

Remarques:

Si o< ¢, alors N, divise N,.

8i I et I' sont deux intervalles contigus de R— B, séparés par
un élément de E,, et si pel, o' eI’, alors Ny = AN,
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2,(N,) est une fonction déeroigsante de p, ecar la fonction
» e

+1 "3 (N "
y = ___Fwa ¥ est croissante pour =2, quelle que so0it la valeur du
logw .

paramétre o > 1. o . .
5° Réciproque: Montrons que tout N, ainsi constroit appar‘tlent

bien & G- Soit A un nombre quelcongue, ef, pour tout nombre premier 2,

posons } ‘

Br=u(4) et a=u(N).

(A)— L) = DI —1(3%);
A

il suffit de montrer que, pour tout 1 tel que f; # a,
U#) —1(A") > glog ™.
Il v a cing cas & considérer:
a#0, f>a ‘
Poit = (=21 A+ . A
> (A= 2% (f— o) > olog ¥~
a=10, f>a ‘ ]
L) =12 = ¥ = 2 > pelogh = glog ¥;

#0,8<o,0naalors 21 et d>2, done,
' a—1 LZ’ 1 1
IR =1 =2 =2 =21 =19 1+7 +...—|—W

, o
> (27— 1) (a— ) > —ologh’ = glog -

f=0,a0a=1
W) =100 = — 2> —plogh;

B=10, a>2

A
UP) =12 = — 2" > — e logh > —2qlog2
ef

20logi 1 ! > plo 1
—2elogh = glog 77 > glog 7

On a-ainsi défini une partie @ de g(N), et on connait exactement la
décomposition en facteurs premiers des nombres de G-
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4. TEHBOREME. II ewiste des intervalles aussi grands que Von weut. sus
lesquels g(n) est constanie. i

D’aprés le §1, 4°, cela revient & démontrer -

lim (4% —1(4) = +oo.
Ae(N) R

En fait, on va démontrer
i LAY =1(4)
logp

ol p est le plus grand nombre premier divisant A4 et, comme d’apreés
la corollaire de la propriété 11, p ~log.d, on démontre en méme temps

R i L V
i 14 l(A)Z 1 e im Ug(n) —1{g(n—1)) 51
loglog 4 logn 2

?

La démonstration du théoréme résulte de deux lemmes:
Lmye 1. Soit N = N,<@'; soient r, s N*deus nombres preniiers entre
eux, tels que s divise N, on a

l(-:-N)—l(N) = e‘log'% +(¢"—¢7)logr,

ot Jo~, ot[ est la composante connexe de ¢ dans R— B.

Démonstration. Il suffit d’examiner de plus prés la réeiproque
(§ 3, 5°). Lorsqu’on minore A°**— 2* par glogJ, on peut aussi bien minorer
par g*logl, et de méme 1" '—2*> — o~logi. On a ainsi

N 1
H—]—U) > o log—
(8) (N)= e 0g87

Z(ﬂ)-—l (E) > otlogr.
) s

En ajoutant, on. obtient:
r 1 r :
l(;N) —UN) = e‘log§+ 0*logr = o7 10g—8— +(¢*—o7)logr.
LeMve 2. T ewiste une infinité dintervalles ( 0™, 07) de longueur supér-
teure ¢ 1.

Démonstration. Soit

@ o< Qo
Toga ~ * STogaf’

p(s) = Oard;{g 3
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Soient. .
l et A ier, a>2
E1={1 Z,Apremier 23} et By = -f()—éT’ premier, a2},
0g
On & ¢(a) = pu (@) +¢a(2) aveo
z < 2@
nta) = axalecls | <0<y

et

@ < 2%
py(1) = Gard{@eEz’ Togw < Q\log'w .

8i () est le nombre des nombres premiers inférieurs ou égaux b

» 1 3—|—210g2+o(1))
(_ log® '

@ (2) = =(20)—n(z) = Toga

D’autre part,

20
wz(m)<0arq{eeEzi < logw}-

Hg 2a , alors A< 1/55.
logd =~ logw
a a-1
Si KA % alors A< o' pour o3> 3.

— <7
logi log®

Et le plus grand o possible est Iexposant de 2:

2°—2%1 . 2p . logx
—_—— idomne a< .
log2  logw - ‘ = log2
Finalement,
— 3~ logw ) T
pal0) V20 + Vo Lo et pulo) = O0Va),
log2
@ © 3+4+2log2+o0(1)
p(m) = 1— .
log® logw
. . @ i . -<1 " e 22 i
$i pour tout o >T6_g—';’ on avait ¢T— ¢~ <1, entre Tog® log.a; .
y aurait seulement ¢(z) intervalles de longueur au plus 1, ce serait in-
x

suffisant puisque —g(@) est positif pour » assez grand. '

logw
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Ordre mamimuwm &'un élément dans le groupe Sp

TABLE NUMERIQUE

fa.c?eurs facteurs premiers
n g{n) premiers de n g(n) de g(n)
g
g(n)
1 1
2 27 2 | *53 360 360 890571113
*3 3 3 57 471 240 805711 17
4 41 4 58 510 510 2357111317
5 6| 23 59 556 920 8957 13 17
*7 12| 43 60 1021 020 4357111317
8 15 35 62 1 141 140 43571113 19
9 20| 4 5 64 2 042 040 8357111317
10 30} 235 66 3 063 060 4957111317
*12 60 435 68 3 423 420 49571113 19
14 84| 43 7 *70 6 126 120 8957111317
15 105 3517 . 72 6 846 840 89571113 19
16 140 | 4 57 76 8 953 560 895711 17 19
17 210 23857 77 9 699 690 235711131719
*19 420 | 4387 78 12 252 240 16957111317
23 840 | 8357 79 19 399 380 435711131719
25 1260 4957 83 38 798 760 835711131719
27 1540| 4 5711 85 58 198 140 495711131719
28 2310| 285711 *89 116 396 280 895711131719
29 2520 8957 93 140 900 760 8957111317 23
*30 4620 435711 95 157 477 320 89571113 19 23
32 5460 | 4357 13 97| 232 792 560 1695711131719
34 9240 | 835711 101 281 801 520 16957111317 23
36 13860 | 495711 102 446 185 740 43571113171923
38 16380 | 49517 13 106 892 371 480 8357111317 1923
40 | 27720 895711 108 1 338 557 220 49571113171928
41 30030 | 23571113 | *112| 2677 114 440 8957111317 1923
42 | 321760 | 8957 13 118 | 3375492 120 895711131719 29
*43 60060 | 43571113
471120120 | 835711138
*49 18~0 180 495711138
8i » n’est pas dans la table, si ny < 0’ < ny, aves n, et n, conséeutifs dans
la table, g(n) = g(n,).
Un astérisque signale les nombres de G.
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Démonstration du théoréme: Appliquons le lemme 1 3 la
famille infinie de nombres N, tels que ot—o" = 1L

. P
l("_ N) —lIN)= o log—g— +logr:
8 ©

R TS I T o
Or ¢ >To-g_17' Si on suppose : >1, alors P ©
' r ‘ P r

_N|— > ——L—log ~——- -+logr.
. Z(er) l(,N)/ logp Ogr——l +log

Or la fonetion y = alog———l— +logz admet un minimum pour » = ¢+1,
m_
et ce minimum est minoré par loga, done, pour tout » ot pour tout s < r

tel que s divise N, on a:

l(%N) — (V) = logp —loglogp.

‘ ‘ r
Cette relation vaut en particulier pour N* = " N, ot lo théordme est
établi. ‘
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