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ACTA ARITHMETICA
XIV (1968)

Demonstration d’une conjecture de P. Erdos
par

J. LescA (Talence)

§ 1. Introduction. Pour une suite de nombres réels (u,).x (') et une
partie quelconque A de R, m(4,n) (neN) désigne le nombre de points
appartenant & 4 parmi les n premiers points de la suite.

Supposons que pour tout neN : 0 < u, < 1; soit # un nombre réel
0 < B <1; le n-iéme reste de la suite pour Pintervalle [0, B[ est:

E(ﬂ; n) = n([(): ﬁ[; ’H/)-—’)Lﬁ.

Paul Brdés, dans [2], se demande il existe des suites (u,) telles que
la suite des restes n — E(f, n) est bornée pour tout . Il pense qu’il n’en
est rien; nous démontrerons, en effet:

THEORBEME. Soient (Un)nay une suite de nombres de Vintervalle réel
[0,1[ et 6 un intervalle quelcongue de [0, 1[. Alors il existe un ensemble
continu de points fe0 tels que la suile n — E(B, n) soit non bornée.

La démonstration utilise le résultat suivant qui fut conjecturé par
van der Corput:

(a) La fonction:

(B, n) — B(f, n)

qui applique [0, 1[ XN dans R est non bornée.
(a) est conséquence immédiate d’un résultat plus précis dd & Mme.
Aardene-Threnfest [1], qui a été amélioré par K. F. Roth [3].

§ 2. Transformation de la propriété (a). Il convient tout d’abord
de généraliser la notation E. Soient y, deR, y < 8, deux nombres réels
et (vn)nay tne suite de nombres réels tels que pour tout neN, y < v, < 6.
Pour g réel, y < f < 4, posons:

Byy (B,m) ==(ly, B[, n)—n(f—p)[(6—y).

M N=1,2,3,..
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LeMME 1. v, 8 et la suite (Vn)uew étant donnée: pour tout ty réel, il
exviste heN et Bely, 6[, tels que:

1) |Bys (B, 1) 2 1

Démonstration. Considérons Papplication linéaire o de B dans B
qui amene y en 0 et d en 1. On a, pour tout Bely, 6[ et neN:

2) B(a(p), n) = Bys(Bym).

(B, s correspondant 3 la suite (v,) et B = By, correspondant & la suite
Uy, = 0(Vn).)

Tl est clair que (1) est une conséquence de (2) et de (a).

LEMME 2. Soient (). une suite de points de [0,1[, ¢ un nombre
réel et O un intervalle de [0, 1[.

Alors il emiste fef et weN tels que:

(3) |B(B, )| =1

Démonstration. Soient y, d (¥ < 8), deux points distincts de 6.
8i sup{B(y,n)} =t ou sup{|BE(,n)}>1, lo lemme est démontré;
neN neN

’Hf) = Eo,l(o'(ﬂ)f

sinon on peut écrire, pour tout neN:

(4) ny —t < w([0, y[, n) < ny-+1t,
(5) nd—1t < =([0, o[, n) < nd--t.
On en déduit, pour toubt nelN:

(6) [ ([y, o[, n)—n(d—y)| < 2¢.

La suite n — m([y, 6[, ) est donc non bornée et, par conséquent, l'en-
semble des points de la suite (u,) appartenant & [y, o[, constitue une
sous-suite (v,). (Dans ce qui suit, les notations portant les indices y, o
correspondent & la suite (v,).) Pour la suite (v,) d’éléments de [y, o[,
et pour f, = 4¢, d’aprés le lemme 1, il existe fely, o[ et veN tels que:

(7 [Zys(B,0)| 2 1o = 41.
Soit nweN tel que v = #([B, y[,
EB(B,u) = =([0, B[, w)—up
= a([0, y[, w)—uy+m,s([y, 6[, v) —v(B—»)/(6—y)+
+o(f—p)(6—y)—u(f—y)
By, u)+Bys(8,0)+ ((B—»)[(8—9) (([y, 6L, %) — (6 —7) ).

). On peut éerire:

(8) E(fu)=
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Les inégalités (4), (6) et (7) et D’égalité (8) entrainent Dien l'inéga-
lité (3).

§ 3. Fin de la démonstration du théoréme.

1. Supposons construite une suite (7)o @intervalles de [0,1]
telle que:

(a) F, est fermé (neN);

(b) Fo < 6;

(e) -F?H-l < F, (‘)LEN);

(d) Pour tout neN, il existe u,e N tel que, pour tout Be
E(f, uy) = n.

Pour tout point § de lintersection ,mnon vide” des F,, on a: fe0
et B (B, n) non bornée.

2. 8i, pour toute suite finie F,,..., F, d’intervalles vérifiant les
conditions ci-dessus, on sait construire deux intervalles disjoints
FQL,, FY., véritiant les conditions (a), (e), (), alors, on est assuré de
Pexistence d’une infinité continue de points f qui appartiennent & 6
et qui sont tels que E(B, n) est non bornée.

3. Enfin la possibilité d'une telle construction est une conséquenee

du lemme 2 et du fait que, pour tout n, la fonction 2 — E(z, n) est
continue a gauche.

Le théoréme est démontré.
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