132 K. O. Leland

on all of B. For some ¢ > 0, Af = ¢f for all feF. Now 0 = AE(O) = oi(O)
= ¢, and thus the elements of F' are harmonic functions. For ¢ > 0, there
exists ¢ = N (6) such that feF, zedomf, U;(d) < domf implies
of(@) = 067" [ fam

Ug(d)

and hence
0=0cl(0) =067 [ldm =1.
v
Thus the elements of ¥ are volume mean functions in the strong, i.e.

clagsical, sense. Similarly they are surface mean functions in the gtrong

sense.

Further developments along this line, including full radius of con-
vergence of power gseries, the solution of the Dirichlet, Neumann, and
Robin problems for the sphere, ete. may be found in [2, 3].
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Sur les solutions généralisées des &quations quasi-linéaires
par

T. LEZANSKI (Lublin)

Nous considérons dans ce travail les équations différentielles aux
dérivées partielles quasi-linéaires elliptiques; nous y démontrons Pexis-
tence d’une solution faible, et donnons une méthode de solutions nu-
meérique. Soit

ou ouw Ok oh
h) = ey ey e ey s a g ——
Flu, ) gf f(afl’ FTRE TN ’as,,)”m

une fonetionnelle de deux variables « et k, linéaire par rapport & h; sup-
posons quune fonction fixée @(Z,,..., £,) de classe 0, sur Q satisfait
& I"équation ¥(%, h) = 0 pour toutes les fonctions h(&yy ..., &) de classe
O, sur Q, remyplissant la condition iz(él, -<-y &) = 0 gur le bord § de Q.
Une intégration par parties donne

JR@)-ra2 =0

pour tout k de la classe mentionnée, ot R est une opération différentielle
(en général non-linéaire) d’ordre 2. Par suite (en vertu d’un lemme clas-
sique du calcul des variations) on a RN(z@) = 0.

Or, si la fonction % n’est pas de classe C,, mais seulement de classe
Ly,o (C'est-a-dire si les dérivées du/d&; sont de carréds intégrables sur £,
au sens de Lebesgue), et @(&,, ..., &,) satisfait & la relation ¥(u,h) = 0
pour toutes les fonctions h (d’une classe assez large) nous appellerons
la fonction %(&, ..., &) solution généralisée de V’équation R(u) = 0.

1. Soient H un espace réel de Hilbert, dont les &léments sont T, Y,
%, v, h, f ebe., et le produit scalaire (z, y). Soient M un ensemble linéaire
dense dans H, au sens de la norme |jz|| = V(z, z), (@, ¥); un autre produit
scalaire sur M tel que

1) el =V(@,2); =ylel, (2,9, <m@)|y| pour »,yell.

Désignons par H; le complément de M en norme || |, par 4 Popéra-
tion lindaire, définie sur M par lidentité (Asz,y) = (x,y); 4 étant,
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grace & (1), symétrique et positivement définie sur M, on obtient de la
théorie de Friedrichs ([3], No 124) que H, < H.
Soit enfin ¥(x, k) une fonctionnelle de deux variables 2 et h par-
courant 1’ensemble M, satisfaisant aux conditions suivantes:
(A)  ¥(s, ) est lindaire par rapport & &, et |¥(0, k)| < C|hll (heM).
Pour tout #, h, feM il existe

¥ (o, b, ) =l [P+, )= ¥(o, )]

telle que
B) ¥, b, N < w1
(V)] 'z, hyh) = alhly (0 <<a<m).

" TEROREME 1. La fonctionnelle ¥(x, h) admet un prolongement unique
& Vespace H, tout entier ; il existe un (et un seul) dlément e H, tel que P(@, h)
=0 pour tout heM.

Démonstration. Prouvons d’abord les inégalités
2) 7 [¥ (2, h)—¥(y, h)| < mle—yl 5],
(8) Pz, 0—y)—¥(y, 2—y) > alo—yli.
En effet,

1
d
¥ (@, =Py, B)| = | [—Pla+to—y), Bat]

= |f1!ﬁ'(y+t'('w—y),w~y,h)dtl

0
1
< [mlo—yl [l dt
0
en vertu de (B); tout pareillement, la condition (C) nous donne

1
d
Vo, o—y) =Py, a—y) = [ ¥(y+1(a—y), —y)dt
0
1 1
= [¥(y+ilo—y), 0—y, 0—g)at > [ allo—ylki,
! [
c.q.f.d. 0

- La fon(}tionnelle W(z, h) remplit alors, grace & (A) et (2), & la con-
dition de Lipschitz par rapport aux x, et i la fois, an sens de la norme
llzll; ¥(xz, h) peut alors &tre prolongée & H (et d’une seule maniére), de
sorte que (2) et (3) restent valables, par continuité, En verta de (A) et (2)
on a |“U("f” h)| < (.C'—l—m[[mHJL) hll; P(z, h) est alors pour tout se<H, fixé,
une fonctionnelle lindaire bornée de b sur H 1- D’aprés un théordme connu
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de F. Riesz, il existe dans H, un seul élément, que nous désignons par
F(2), tel que ¥(w, b) = (F(z), h);, pour tout heH,. De (2) et (3) il découle
immédiatement:

(4) 1# (@) —F ()], < mlz—yly,
(5) (F(@)~F(y), 2—1); = alz—ylf,
(6) 1 (z)—F (y)]l; > allz—yl);-

(6) est une conséquence immédiate de (5).
Posons ¥ (#) = #—am *F(x). Un calcul facile donne
1V @)~V (@l < 1—dm™) [p—y],.

En effet, on a
WV (@) =V @i

= [o—yli—2am™*F (2)—F (y), 5—y),+ & m*|F (2) —F ()|}

< lo—ylh—2d*m~* o —yli+-o*m~ lo—yl} = 1—m™2) o—y|}.
Il existe alors, d’aprés le théordme de Banach-Cacciopoli, un seul

#eH, tel que V(@) = @, c'est-i-dire F (%) = 0; cette dernidre égalité
équivaut & ¥(7, h) = (F(ﬁ), h); = 0 pour tout heM, c.qfd.

2. Méthode numérique. Soit a,, a,,... une suite infinie d’elements
de M, orthonormale et compléte dans H, au sens de (x,y);. Posons
Zyp, = lin(ay, s, ..., a,) = ensemble de toutes les sommes a;a,+ aya,-+
+...-+ anay,, et désignons par F,(z) pour xeZ,, la projection orthogonale
de ¥ (x) sur Z, au sens de (@, ¥);. On a alors

(7) (Fn<w)“_F(w)1 h)l =0(@), &, hey,,
et par suite k
(8) (Fn(“')’ h)l = (F(w): h)l =¥(x,h) powr @, heZ,.

THEOREME 2. Pour tout n naturel il emiste un seul élément ®,eZy
tel que Fy(x,) = 0. De plus, ||,—7%l; =0 (n — co).

Démonstration. Comme la fonctionnelle ¥(z, k) remplit les con-
ditions (A), (B) et (C) sur tout M, elle les remplit, en particulier, pour
@, h,feZ,; on déduit la premidre partie de notre conclusion en vertu
du théoréme 1, en y posant Z, et 7, au lieu de M et F respectivement,
et en utilisant la relation (8). De plus, de (6) on obtient

(9) alle—anlly < [[Fo(@)ll.  pour weZ,.

Montrons que l{w,;—ﬁ]ll -0 (ou F(&) = 0). Or, la suite a;, @y, ...
étant complete dans H,, il existe pour tout » un élément 2,eZ, tel que
llen— ||y, =0 (ot F (%) = 0) de sorte qu’on a, en vertu de (9), (8) et (6)

alltn—zull: < | Fn(2n)lly < NE(20)]l; = [1F (20) —F (W) < m{len— 7] — 0.
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Alors [, —ully < ln—2alli+ len—@l; — 0, c.q.f.d. . .
Comme |z, — %] — 0, il 0’y a plus qu’a calculer «,. Fixons » et désig-
nons par R, ’espace euclidien & » dimensions; ses éléments parnf = (&g, ...

ooy &)y M = (M1, +ovy 7m)y lo produit scalaire par (&, ) =i§ Em et la

norme |[&]2 = <£, £). La correspondance entre les éléments de R, et ceux
de Z,, définie par la formule

(10) E= (b, En) > 0+ Epaat.
est biunivoque et isométrique, grice & I’orthonormalité de a;. La transfor-
mation (U(£)); de Pespace R, en lui-méme, définie par la formule
n
11) (U@) =2 &, 0, i=1,2,...,,
k=1
vérifie évidemment 1’identité
n
(12) U@, =P,y si o= Y &a,y= ) na
=1 =1
et l'on tire de (12)
n
(13) U(E) =0 = Fo Y tea) = 0.
ia

En effet,
‘ U(£) = 0=<U(&),n> =0 (pour tout nek,)

= T(j’fiaiy Z'ﬂkalc) =0 (nely),
4=1 k=1

T(ﬁ’&a@-, h) =0 (heZy)

d=1

Il

n

(Fa 3 &0, ) = 0 (hezzy)

li

=1
51«’,.(2&,-«4) =0,
i=1
Tout revient alors & résoudre I’équation U(&) = 0. Or, les inégalitiés
(14) U =Tl <m|é—nl,
(15) OE=TUln), £—n)> = alt—y|?

qui sont des simples conséquences de (12) et des conditions (B) et (C),
nous permettent d’employer la méthode de ’itération : posons &° arbitraire,
E* = ' am T (£%); les £* ainsi définis tendent avec & — oo vors un
EeR, tel que U(E) = 0.
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3.1. Soient £ un domaine borné de Fny 8 le bord de 2, M I’ensemble
de toutes les fonctions de classe C, sur Q prenant la valeur 0 sur le bord S.
Posons

(16) (#,y) = ff”(fu o B Y&y oy B AEAE,. . d&,,
2
S
(17) (#,9) = fz a; a—gdfldfg .. A&,
o I=1 7 2

et désignons par H et H, les compléments de l’ensemble M en norme
el = (z, %), respectivement |[|a]}, — (m,2)i”. On a M <H, cH,
d’aprés P'inégalité connue de Friedrichs

(18) plwll, = lloll, u ébant une constante.

Soient Fy(t, tyy ouytn), 6 =1, 2,...,m, des fonctions définies sur R,,
continues avec leurs premiéres dérivées OF;[0t;, qui satisfont aux iné-
galités

n n n
oF; 1z 12
19 2 i, we<m] D] 3]
() kel Ot Sykgm[‘—l % *=1 o

1
n n
. OF,;
(20) S > aZ s (0<a<m)
k=1 K =1
pour toutes les suites ¢, 1y, ..., %, 8;, 82y ey 8y TyyToye.n,y . Considérons

P’équation (en écrivant U, au leu de dufo&;)

% 9
(21) Za—a(pi(uél,...,ufﬂ)=a, W(Epy ey &) = 0 sur 8,

i=1

ol a(é;, &, ..., &) est une fonction de H. Montrons que (21) a une seule
solution généralisée. Posons dans ce but, pour uel,

(22) Y(u, ) = f[i’pi(uﬁ, e ufﬂ)hei—}—ah]d!).

Vérifions les conditions (A), (B) et (C) pour ¥. Or, la condition (A)
est évidente, ayant égard 4 (18); ensuite, 'existence de ¥’ (4, f, h) découle
du fait que toutes les fonctions en question sont de classe (. On caleule
facilement que

P (4, f, ) = lim .:85 [P (u+ ef, h)— P (u, h)]

= [ D) Fi(uy, ..., ue)fs,he, 402

Q tk=1


GUEST


138 ' T. Lezahski

ofL Pon écrit F¥ au lien de 8F;/dt,. Vérifions (B) et (C). Tn vertu de (19)

= f 2 Ff(ugl,

Q2 ik=1

W (u, f, b y g, ) s, by, 002

n

< [l ][ 3 0ai]"as
<l [ X rae]™| [ 2 feul 2] = m 17l Il
Q d=1 Q kel

et d’une maniére tout 4 fait analogue

= f Z Fi(uy, ..

2 i,k=1

B

¥ (u, £, 1) s g, I, 42

>a gf é’;fﬁlzd!? = allfli

de sorte que les conditions (A), (B) et (C) sont vérifides. Il existe alors,
d’aprés le théoréme 1, un élément unique #%eH, tel que ¥W(@,h) =0
pour tout heM. Il reste & vérifier que dans le cas @eOy, B(&y, ..., &)
est une solution de (21). Mais on peut le constater en intégrant par partles
Pégalité

n
(@) = [[ X Py, ... U, ) g+ uh] 42 = 0,
7] sl

et en tenant compte du fait que [wwdS = 0 pour toute fonction ueH,
s

et toute fonction v(&,,...,¢&,) continue sur 8.

3.2. Nous indiquerons maintenant application de notre méthode
4 la théorie non lindaire de 1’élasticité.

Soient Q un domaine de R, dont le bord & est composé de parties
non vides 8;+8, = §; les déplacements des points & = (&, s, &3),
7= (171, N2, 73) de Q seront désignés par (&) = wu(&,, 2, E4),1=1,2,3.
Admettons que les déplacements sont s petits qu’on peut ('onmdérel
les déformations ¢; et les tensions o; comme des fonetions définies sur le
méme domaine Q. Pour la méme raison nous omettrons les termes carrés
dans leg formules des déformations, de sorte qu’elles prendront les formes

a%; ..
e(h) = L (t=1,2,8),
(23) .
0uy . Ou _ Ou ou. ou ou
B = 2 3 3 1 et BT
e (h) 9%, + 652’ es(h) 851 + = 9E, ; ea(h) 9z, - 3¢, -

icm°®
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Définissons la matrice ay(é,k =1,...,6) comme il suit:

A+2u 4 A 0. 0 0
Ao+ 4 0 0 o
24 ap=| * P A0 0 0
0 0 0 u 0 0
0 0 0 0 u 0
0o 0 0 0 o0 94

et admettons, au lieu de la loi de Hooke linéaire, les relations suivantes
entre les tensions o; et les déformations e

{25) » €6,

olt les fonctions F;(t,, ty, ..., %) sont de classe 0, sur R, et, de plus, sa-
tisfont aux inégalités suivantes:

0’,;=.F,'(€1,62,... i=1,2,...,6,

6 6 6
2
(26) [ X Franf <m 3 ausiSi Y auren,
k=1 ir=1 iF=1
6 6
2
(27) 2 Fis;8r > a Z Q1 838)y
i,k=1 k=1

OUFF by, oy ooy t) = OFy 0, (5, =1,2,...,6).

Soient a = 4 (51; 82y &), b = (&, &5, &) les champs de forces,
-définies et continues sur 2 resp. S,.

L’état d’équilibre du corps 2 sous Pinfluence de forces a et b, sous
la condition que les points de la partie §; du bord § restent fixes (immo-
biles), s’exprime par I’6quation

6
= f{gﬂ(el(u),
+ fjb’%d&zo

Pt

es(w)) ei(h)+ Y a'

i=1

(28) K} ao+

pour tout déplacement b,

égal & 0 sur 8.

Le premier membre de (28) constitue le travail virtuel, effectué par
les forces a et b dans le déplacement % ([1], p. 660 ss.). Montrons que (28)
a une solution unique dans un espace H, convenablement défini.

Dans ce but désignons par M 1’ensemble de toutes les vecteur-fone-
tions w = u;(&,, &, &3), b = hi(&y, &y, &) définies et de classe C, dans
Q4 8, égales & 0 sur S,. Posons pour u,veM

V)= fzs'uwidﬁ,

2 i=1

(29)
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(uy0)y = [ D) aspei(w)e(v)af,
1,k=1

(30) ,
, : u; 0y

(31) (u,?})*: IZE 5§]¢d97
2 Q=1

(32) lulf = (u, w), |ulf = (uw, w)y, |l = (u, ),

et désignons par H (resp. H,) le complément de M au sens de la norme
llul| (vesp. [u]l,). Notons les inégalités

(33) I D witds < Oy Ui+ w21,
8 i=1

(34) Calull, < lully < Csllull,,

(35) el < Callely < O,

ol C; sont certaines constantes. Pour le démonstration remarquons que (33)
est une simple conséquence de I'inégalité de Poincaré (voir [2], p. 101);
le second membre de (34) est évident; lo premier constitue I'inégalité
de Korn; pour la démonstration voir [2], §§ 41 et 42, ott se trouve aussi
la démonstration de (35). On tire de (33), (34) et (35) que la fonctionnelle

3
o) = [ Y'b*nas
8, 1=1
est lindaire et bornée an sens de la norme |k, (resp. [I%],). Bn vertu de (35),
il en est de méme de

3
p(h) = [ Y d'hdQ.
Q i=1

Les fonctionnelles (k) et u(h) satisfont alors & la econdition (A);
pour vérifier que v (u, h) remplit (A), (B) et (0), il suffit de le prouver

pour
6

Plu ) = [ ' Fier(u), ea(u), ...,

2 i=1

€ (u)) ei(h)dR

va que P(u, h) = G(u, h)+p(h)+yp(h) et que ¥ (u,f, h) = & (u, f, h)
(u,f, heM). Or, en posant

]
Fi'c(tu“-:tn) = E;Fi(tl’ ~--7tn)7

on prouve facilement que

6
Pl fib) =@, f0) = [ 3 Files(w), ..., on(w) es(f) eu(h) a2,

g ir=1

icm
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d’ol

[, f, W) < m f[§ U«z,kﬁi(f)ek(f)]llﬂ[z o ei(h) Gk(k)]llzd.Q
g L£ o

<m [J%’ai,,cei(f)ek(f)d[}]llz[ f%;a;,kei(h)ek(h)dg]xlz

= m||fll, JIAll,

en vertu de (26). D’une maniére analogue on obtient de (27)
n
Pushyh) Za [ N apelh)en(h)dQ = mih]e.
Q ik=1

Les conditions (A), (B) et (C) étant vérifiées, il existe en vertu du
théoréme 1, un élément unique ZeH, tel que Y(w, h) = 0 pour tout
heM, c'est-i-dire un élément remplissant la condition d’équilibre (28).
Si w est de classe €, on peut montrer, en intégrant (28) par parties, que
u(€y, £a, &) satisfait &

(36) R(u) =a, K(u) =b sur 8,, % =0 sur 8,

ot R et R sont certaines opérations différentielles non linéaires. Mais
d’autre part, la forme (28) du probléme d’équilibre nous assure exis-
tence unique d'une solution et permet méme un calcul numérique de
sorte que ’équation (36) ne joue quun réle secondaire.

Remarque. Dans 3.1 on peut remplacer les hypothéses F;eC, et
les inégalités (26) et (27) par les suivantes:

(37) [Filtyy ooy ta)=Fu(ty, ..y )| < pmmax [f—1],
2

n n

(38) [Z AkFisi'rk]“ < st% Zri,
i,k i=1 k=1

(39) UFisis > a ) s,

i
ol

1
AkFi(tu ey tn) = ZEF«i(tn ey tk—litk+Aytk+l7 "'7tn)—Fi(t17 vy tﬂ)]

In effet, faizons correspondre & chaque &> 0, d’aprés [2], §16,
Pp. 69, une fonetion K,(t,...,1,) telle que:
1o K, est de classe O, par rapport aux %;

n
20 K, (t, ..., ;) est positive, si 3 [f]* < e, d'ailleurs égale & 0;
is1

30 [ R (ty, ..., t)dldly ... dl, = 1.
Rn
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Posons
{40) F'i,c (CTRIR )

=fk..fK(il——sl, st Su) Fi(81, .1y 8p)ds dsy. . . ds,.
n

On tire de 10, 20 et 30

(41) 68=s}lp]li’l-’,(tl,...,tn)—lh(tl,.‘.,tn)l-—)-0 (e = 0).
T

En appliquant & (38) et (39) lopération X,, définic par (40), on
vérifie que les fonetions ¥, satisfont aussi & (38) et (39) ; par congéquent,
les F;, étant de classe 0y, elles satisfont & (26) et (27). Définissons Yo (u, h)
comme la fonctionnelle gui résulte de ¥(u,h), si 'on remplace dang
la formule (22) les fonctions F; par F,;,; définizsons ensuite Dopération I,
par Pidentité (F,(u), ), = ¥,(u, k), pour £ > 0. Bn vertu de (41) on a

(42) [# (w0, ) =W, (u, B)| < &l
par conséquent, pour wel,
(43) I (w)—F,(u)ll, <6, >0 (e 0)

vu que (Fy(u), h) = P,(u, h), (F(u), h) = ¥(u, h). Or, les fonctions F;,
satisfalsant aux hypothéses de 3.1, Popération F, satisfait aux indgalités (4),
(8) et (6) du moins pour @, yeM; en vertu de (43) il en est de méme de I
pour &, y e M, d’ol1 'on conclut, en suivant la démonstration du théoréme 1,
qu’il existe un seul %eH, tel que F(%) = 0. Un remarque analogue sera.
vraie aussi pour 3.2.
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On the spectrum of finitely-generated locally m-convex algebras *
by

R.M. BROOKS (Minneapolis)

If 4 is a commutative complete locally m-convex algebra with
identity, then there is a natural map m — (dy(m), ..., ay(m)) of the
spectrum M of 4 onto the joint spectrum of any generating family
{ay, ..., ay} for 4. If A is a Banach algebra, then the mapping is topolo-
gical. We ghall show that for non-Banach algebras one can make only
the obvious statement that the map is a continuous injection, even in
the simplest case (an F-algebra with one generator). We demonstrate
this with a series of examples and show (i) it may oceur that one gener-
ating family yields a topological map, while a second fails to, (ii) it may
be that no generating family induces a homeomorphism, (iii) the joint
spectrum of a generating family need not be polynomially convex (con-
trary to the Banach algebra results).

We show that while o(ay, ..., ay) need not be polynomially convex,
it is polynomially convex with respect to a certain family of compact
subsets determined by the algebra, and we give conditions in terms of
the family {a,,..., ax} and its action on the equicontinuouns subsets
of M in order that the natural map be topological. These conditions are
necessary and sufficient in case 4 is an F-algebra, sufficient but not
necessary for more general algebras.

If § is a compact subspace of C¥, then there exists an N-generated
Banach algebra 4 such that § is the spectrum of A if, and only if, § is
polynomially convex. We consider this question for locally m-convex
algebras and show (i) if § is a subspace of €V, then § is the spectrum of
an N-generated F-algebra if, and only if, 8 is hemi-compact and poly-
nomially convex, (ii) every subspace of CV is the spectrum of an
N-generated locally m-convex algebra.

1. The natural maps of the spectrum. In this paper we shall consider
only commutative complete locally m-convex algebras with identity and
shall write ‘“locally m-convex algebra” rather than the longer, more com-
plete, description. A locally m-convex algebra is a locally convex (Haus-

* The research for this paper was supported in part by NSF Grant 5707.
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