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clearly also reduced. If (V, W) is a reduced 0-gystem, then it is the sum

of ity subsystems of the types IIy. Therefore if neé and 7 % 0, then
b,V = W. Moreover,

(V) W)n = (Vy W) N (V7 W)n = (V7 W)a (o) (V! W)n = (07 0)7

and 7 is not an eigenvalue of (V, W). Thus (V, W)is a non-singular system,
and (provided it does not vanish) it has the single eigenvalue 8. All ques-
tions relating to the structure of (¥, W) are equivalent to questions about
the C[A]-module V defined by

(Mo = p(T(,) " T(a))o, p(A)C[A], veV.

The latter is a reduced A primary module. Taking into account the
former reduction we see that the study of the structure of an arbitrary
eigenvalue system is reduced to the study of such modules. Note though
that even a reduced eigenvalue gystem may be singular (this is the case

if and only if every 6 in € is an eigenvalue) and not correspond to
a module over C[1]. The reader will observe that if (V, W) is a reduced
f-system, then a subsystem spanned by chains representing bases of
QI (a,b; V, W), m =1,2,..., corresponds to a basic submodule of
a A-primary module attached to (V, W). However, as the present work
shows, the scope of the method of chains is much larger.
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Eigenschaften Greenscher Funktionen nicht-selbstadjungierter allgemeiner
elliptischer Operatoren
von

HANS TRIEBEL (Jena)

In {10] wurden Differenzierbarkeitseigenschaften Greenscher Funk-
tionen spezieller elliptischer selbstadjungierter Operatoren angegeben,
wobei sich die Betrachtungen auf das Dirichletsche Randwertprob-
lem beschréinkten. Weitere Aussagen iiber Greensche Funktionen allge-
meiner elliptischer Differentialoperatoren mit glatten Koeffizienten, die
zumeist lokaler Natur sind, und iiber Eigenwertverteilungen elliptischer
Operatoren findet man bei Berezanskij [4], III, §5, sowie bei Ag-
mon [2].

Die in [11] entwickelten Methoden gestatten nun, Aussagen iiber
Greensche Funktionen nicht-gelbstadjungierter Differentialoperatoren mit
allgemeinen Randbedingungen zu machen, die notwendigen und hinrei-
chenden Charakter haben. Wie iiblich wird die Bezeichnung ,nicht-selbst-
adjungiert” im Sinne von ,nicht notwendig selbstadjungiert” ver-
wendet, die selbstadjungierten Operatoren sind also nicht ausgeschlos-
sen.

Abschnitt 1 beginnt mit einer Zusammenstellung bekannter Aussagen
iiber elliptische Differentialoperatoren

Ay = Z az(z) DU

Jaj<zm

mit normalen (mit 4 vertriglichen) Randbedingungen
Bju= Y bul@)D'u, j=1,..,m;m;<2m,
laj<my
D(4) = {u]uewgm(Q), Bjulse =0, =1, ..., m}.
Q ist hierbei ein beschrinktes Gebiet im R, mit glattem Rand 02.

Ferner wird gezeigt (Satz 1), daB (44" +E)™' und (A"‘A—(—.E)‘1 nicht
o Sy, P, 0<p < oo, aber zu Gpume gehoren. Die Opera-
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toren werden hierbei als Abbildungen von L, in L, betrachtet. (Die
Klassen &,, wurden in [11] definiert.)(?)

Ist A ein Operator mit nicht leerer Resolventenmenge, es sei z. B.
0 ein Element dieser Menge, so wird im Abschnitt 2 u. a. untersuchs,
unter welchen Bedingungen sich A~! in der Form

(A7 f)(@) = [@(z, )Fy)dy
o

mit G(z,y) Wi(2x2), o >0, ¢ nicht notwendig ganzzahlig, darstellen
1aBt. Bs zeigt sich, da8 eine solche Darstellung dann und nur dann maoglich
ist, wenn

n
2m— —
7~ ¢

gilt. Bin entsprechender Satz 148t sich fiir p << 0 herleiten. Die Forderung,
daf die Resolventenmenge von A nicht leer ist, ist entbehrlich, wenn
man unter Ausschaltung der endlichdimensionalen Nullrdume der Ope-
ratoren A und A* einen verallgemeinerten Umkehroperator 4~ kon-
strulert. Fiir diesen Operator Ag' bleibt der obige Satz richtig (Ab-
sehnitt 2).

Abschnitt 3 enthilt Bemerkungen zum selbstadjungierten Fall. Die
erzielten Ergebnisse verallgemeinern Resultate der Arbeit [10]. Ferner
wird die Richtigkeit eines in [11] formulierten Satzes ([11], Satz 6)
nachgewiegen.

1. Allgemeine elliptische Differentialoperatoren und Eigenwertver-
teilungen. In diesem Abschnitt sei Q ein beschrinktes Gebiet im n-dimen-
sionalen reellen euklidischen Raum R, mit hinreichend glattem Rand
08, 0Q2¢0™. Bs werden die in der Theorie der Differentialoperatoren
iiblichen Bezeichnungen verwendet.

Bs wird der Differentialausdruck

Tu= > a(@)Du, a,(2)C®(@),
lof<2m
betrachtet, a,(x) komplexwertig. L soll regulir-elliptisch sein, also fol-
genden Bedingungen geniigen:

) (*) Ein kompakter Operator K, der einen separablen Hilbertraum in sich ab-
bildet, gehort genman dann zur Klasse Ggp0 < g< 00,0 < p< oo, wenn die Reihe

oo
121 8247171 konvergiert. Dabei sind 8; die Approximationszahlen des Operators K ([5],

S. 48). Entsprechend gehort ein Operator K zur Klasse S0 0 < ¢ < oo, wenn die
Zahlen #;i/% gleichmaBig beschrinkt sind. Es gilt Sgp = Sy fiir 0 < g < o und

0<p<p < oo, ferner ist Sgp < Sy pr fiir 0<¢<g <o 0<p< oo und
0<p'< o ([11], Lemma 2).

©
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(a) Fiir jeden Punki ©,10eQ, und jeden reellen Vektor & = (&, ...
ooy En) F#0 sed

a(@,8) = D a,(2)§ 0.

la|=2m

(b) Fiir jeden Punkt x, x <08, und jeden Tangentialvekior 7 im Punkte o
an die Dliche 02 besitze
a(3, 1o+ %) = a*(8)a~ (£)
als Polynom in { betrachtet genaw m Nullstellen mit positivem Imagindrteil,
at (L), und genaw m Nullstellen mit negativem Imagindrteil, a= (). Dabei
ist m, die duPere Normale im Punkie » beziiglich 0.
Neben Lu werden die Ausdriicke

Biu= > bu(@) D,  bu(0)e0™(Q), j=1,...,m,
lal<cm
betrachtet, b;,(#) komplexwertig. Hs sei
(@, &) = D bul@)&, E=(b,..., &)

lalmMi

Die Ausdriicke B;u sollen folgenden Bedingungen geniigen:
() 0 <my <my < ... <My <2m. Fiir jedes 202 gelie

bi(w, ng) #0, j=1,...,m.

(d) Die Polynome Q;() = b;(», 7Z;+Cr) seien modulo a*(Z) fiir jeden

Punkt ©, <02, und jeden Tangentialvektor T im Punkte o an 09 lincar
unabhdngtg (d. h., daB aus

D) G0 = 0()a* (),

0(Z) Polynom in ¢, stets 0; =0, =1,...,m, folgt). Der Operator
Au =Tu, D(A)={u|ueW;"(Q), Bjulp =0, j=1,...,m}

wird als allgemeiner elliptischer Differentialoperator bezeichnet. Solche
Operatoren wurden u. a. von Agmon [2], [3] und Berezanskij [4],
IIT, § 6, betrachtet.

Bigenschaften allgemeiner elliptischer Differentialoperatoren.
(I) Fiir s = [s]> 0 und W3 ~ D(4) gilt

) Culilygnss < AU+ Tz, < colilmse

wobei ¢, und ¢, positive von u unabhiingige Konstanten sind ([4], 8. 224).
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(IT) Der zu A adjungierte Operator ist ebenfalls ein allgemeiner
elliptischer Differentialoperator im obigen Sinne. BEs exisfieren also
Differentialausdriicke Bjf, die den Forderungen (c) und (d) beziiglich
des adjungierten Differentialausdruckes

Lty = 2 (—1)
fal<2m

1ol D°(a, () )

geniigen, so daf

A*u = Ltu, D(A* = {w|ueWi", B ulpp =0, j=1,...,m}

igt. Der Beweis dieser Behauptung 148t sich durch Kombination einiger
Sitze aus dem Buch von Berezanskij [4] erbringen (Theorem 6.5,
S. 234, Theorem 6.6, S. 236, und Lemma 6.6, S. 239).

(III) Der Nullraum des Operators A

N(4) = {u]ueD(A), Au = 0}

ist endlichdimensional. Das folgt aus der Abschitzung (1) und der Kom-
paktheit der Abbildung von W3" in L,.

(IV) Der Wertevorrat R(4) des Operators A4 ist abgeschlossen.
Also ist

Ly(9) = R(4)ON (4") = R(4")@N (4).

(V) Als Folgerung aus der letzten FEigenschaft erhdlt man, daB
der Operator

(2) Ayu = Au, D(4y) = R(4*) ~ D(4A)

als Operator von R(4*) in R(4) betrachtet einen stetigen Umkehroperator
A7'eL(R(A), R(A™)(%) besitzt, der als verallgemeinerte Resolvente des
Operators 4 im Punkte 0 bezeichnet werden soll (R(4) und R(A4*) werden
hierbei als Unterrdume von IL,(2) angesehen und dementsprechend nor-
miert).

Es gilt nun

Sarz 1. Ist A ein allgemeiner elliptischer Differentialoperator der
Ordnung 2m, so gilt

(3) (AA*+E)_1¢6nmn,p Jir 0 <p < oo,
(4) (A*A+E)_1¢Gn/4m,p f"‘” 0<p < oo,

(A-A* +B)~ e 6%/41IL,00 )
(A*A4-B) €Sppm, o0+

Dabei werden (AA™+B)™ und (A*A+8)" als Blemente von L(L,, L,)
betrachiet.

) () L(B,, B,) ist die in der iiblichen Weise normierte Menge der linearen und
stetigen Operatoren, die einen Banachraum B, in einen Banachraum B, abbilden.
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Beweis. AA*+F ist nach v. Neumann ein selbstadjungierter
Operator ([1], S. 102). Aus der Eigenschaft (IT) und der Formel (1) folgt
fiir weD(A44%)

(5) IAA* wz, + lullz, > 65 (1A A™ ullz, + |4 ullz, + lulz,)

>
= ey IIA*MIIW§m+ Iy = ¢s Ii%]]Wm

wobei sémtliche Konstanten positiv und von der Wahl der anktlon U
unabhingig sind. Somit ist fir H = D(44%)

(6) WinQ) < H < WiN@),

wobei die Einbettungen stetig sind, wenn man H in der iblichen Weise
normiert. Schreibt man U= (4A*+E)"!, wenn man (4AA*+E)"' als
unitdren Operator, der L,(R) auf H abbildet, betrachtet, so ist

(A4* +B) = Frp,U.

Dabei ist Fgy, der (jperator der Einbettung von H in L,.
Die Behauptung folgt dann unmittelbar aus Satz 1 der Arbeit [11].
Fir (A*4+E)™"! verlduft der Beweis analog.

2. Greensche Funktionen elliptischer Differentialoperatoren. Das Ziel
des Abschnittes ist es, den Operator A;' aus dem ersten Abschnitt,
Formel (2), als Integraloperator darzustellen. Dabei werden wieder die
Bezeichnungen aus [11], ingbesondere die dortige Definition 4, benutzt.

SATZ 2. 2 <= R, sei ein beschrinktes Gebiet, 0Q2eC™. Ist A ein allge-
meiner elliptischer Differentialoperator wnd Ag'eL(R(A4), R(4")) die
frither konstruierte verallgemeinerte Resolvente im Punkte 0, so gilt

(a) Im Falle m > nl4
(1) Ag'le)(z) =

fG o, ye(y)dy, ey)eR(4),

mit G(z,y) eWi(QxQ) fir o < 2m—n/2.
o

(b) Im Falle m < n/4 ist die Darstellung (7) vichtig fir G (z,y) W5 (2 X
X Q) mit ¢ < 2m—n/2.

Beweis. Fir p < 0 sind WS und W§ die im Sinne von Lax adjun-
gierten Riume zu W5° und Wz , man vergleiche mit [11]. Nach Satz 1
und dem Lemmsa von Rellich [8], S. 335, sind A*A und AA4* Operatoren
mit reinem Punktspektrum, die Eigenwerte sind nicht negativ. Mit
2%,4=1,2,..., werden die positiven Eigenwerte des Operators A*4
bezeichnet, f; seien die zugehérigen Eigenfunktionen, (fis Fi)zg = Gujs

AMAf = 2fi,  M>0.
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s sei e; = A7 'AfieD(AT
A%e; = R (&, €)1, = -

Aug Ly = R(A*)@N(A) und N(4) = N(4*4) folgt, daB die Ele-
mente f; den Raum R(4*) aufspannen. Um zu zeigen, daB die Elemente ¢;
den Raum RB(A4) aufspannen, braucht man nur nachzuweisen, dall es
kein Elgenelement e, lle] =1, des Operators AA* zu einem positiven
Bigenwert g? gibt, so daB (e,e) =0, ¢=1,2,..., gilb. Wire AA*e
= p%¢, 80 wire fir f= g 'd%e

(f7fi)L2 =0,i=1,2,..., ATAf = *f, Ifll = 1,

was nicht sein kann. Aus diesen Vollstindigkeitseigenschaften der Lle-

mente f; und e;, sowie aus Ay eL(R(4), R(4%) und

). Dann. ist

und

und

1
Aile = n fi
folgt sofort

(8) (4d5te) (@) = e(r)eR(4).

2 n (6, &)z, fi(m),

Es wird der Ansatz

(®) (2,9) = 2—&

gemacht, wobei mit Gy(z,y) die N-te Partialsumme der entsprechenden
Reihe bezeichnet wird. Es ist

(A*A+B)fi = (B+1)f;

_ 2 (,12+1

i=1

und somit

[(4*A+Ey® ElGy(z, y) e(y)fi(

Daraus folgt

N 2
A" 4+ BY @B 16 i = Z A

Satz 1 zeigt, daB die Summe

o) (24-1)™

konvergiert, sofern 1—2x > n/4m ist. Somit ist

G(o,9)<D((A*A+B)) S I,

G
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fiir x < }—n/8m. Ist m > n/4, so daB x> 0 gewiblt werden kann, so
zeigen Formel (6) und die Interpolationseigenschaften der Réume H
und Wi™(R) (Lemma 6 aus [11] und Formel (5) aus [11]), daB

G, y) W™ (2)Q Ly (2)

ist. Da  und y gleichberechtigt in die Uberlegungen eingehen, (man hat
lediglich A*4 und AA4* zu vertauschen), so erhilt man schlieBlich

(@, 9) W™ R Ly n L@ Wy™ = W3™(2X Q)

mit 4mex < 2m—n/2 Entsprechend hat man fiir m < nf4 in den Uber-

legungen W durch W zu ersetzen, da nach Formel (6) und den Interpola-
tionsverfahren fiir negative Werte von »

D((A*A+Ey) c Wi

gilt. Bildet man jetzt nach Definition 4 aus [11] mit G(z,y) den Inte-
graloperator

(Ge) (o) = [ (@, 9)e(y)dy,
2

so isb

1
Gei = If{ .

Dabei kann fiir m > n/4 der Operator @ als Blement von L(R(4), Ly
betrachtet werden, wihrend, fir m <n/4, G als Element von

L(R(A), Wi™) anzusehen ist (Definition 4 aus [11]), wobel die obige
Bedeutung hat. Da A in jedem Fall auch als Element der entspre-
chenden Riume Dbetrachtet werden kann, so zeigt Formel (8) die
Richtigkeit des Satzes, sofern man noch 4mx durch o ersetzt.

s soll nun gezeigt werden, daB Satz 2 nicht verbesserungstihig ist.

Satz 3. Hs seien die Vorausseteungen des Satzes 2 erfiillt. Dann ist
(@) filr m >nl4
Gz, y) W " (QX Q).
b) fir m < nf4
G (@, ) W= (2 X Q).

Dabei ist G(z, y) die verallgemeinerie Greensche Fumktion aus Satz 2.
Beweis. Bs zeigh sich, daB man fiir die beiden Fille getrennte
Beweise fithren mub. Es sei m > n/4. A;" wird als Element von L(L,, Ly)
angesehen. Die Darstellungen (7) und (8) stimmen auch in diesem Fall
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tiberein. (8) zeigh, daB die Approximationszahlen von A;' gleich 1/4
sind ([5], 8. 47). Andererseits folgt aus (7) und Satz 5 der Arbeit [11], daB

Ay 1eG m = n
nFEEm—nE) " £
(e =r=8=2m—n2, 7 = ¢ = 0 in der dortigen Bezeichnungsweise) ist.
Beriicksichtigt man, da8 der Nullraum des Operators 4*A endlichdimen-
sional ist, und daB A die von Null verschiedenen Eigenwerte des Opera~
tors A*A sind, so folgt
(A*A+B)" eCryym,

im Widersprueh zu Satz 1.
Es sel m < nf4. In diesem Fall zeigt Satz 4 aus [11] (nachdem man
W durch W ersetzt hat), daB A;' eine Hilbert-Schmidt-Abbildung von

Ly in W™ " leistet. Da nach Formel (6) und den Interpolationseigen-
schaften der betreffenden Réume fiir » = }—n/8m

R(47%) = D(A*4A+By) ¢ Wi"2(0)
gilt, wobei die Normen der beiden letzten Riume {ibereingtimmen, so
ist 47" ein Hilbert-Schmids-Operator von I, in D((A*A-+E)"). Somit ist

0

o 1
Z 145 €3l ana ) = 2? il anay
T=1 "

=1
o (A2 +1)*
:2(_})_ < oo,
=1 g

Berticksichtigh man wieder, daB der Nullraum von A*A endlichdi-
mensional ist, so folgt aus 1—2x = njam
(A-*-A- +E )~ le 6n/4m,n[4m,
im Widerspruch zu Satz 1.
Durch Zusammenfassung der Sitze 2 und 3 erhilt man
Sarz 4. Bs seien die Voraussetzungen des Satzes 2 erfillt.

(@) Far m > nf4 lift sich der Operator A7t dann und nur dann in
der Form (T) mit Gz, y)cW(Q2xQ) darstellen, wenn 2m—n/2 > g ist.

(b) Far m < nf4 lapt sich der Operator A7 damn und nur dann in
der Form (7) mit Gz, y) W2 X Q) darstellen, wenn 2m—nf2 > o ist.

) Ein Beispiel. Durch lokale Betrachtungen Greenscher Funktionen’
emfac'sher elliptischer Differentialoperatoren kann man den obigen Satz
plausibel machen. Bs sei etwa Au — Ay mit den Dirichletschen Randbe-

e ©
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dingungen und £ die Einheitskugel im R,. Fir » =2 zeigt G(x,y)
bekanntlich ein Lokalverhalten wie log|oz—yl|, tir » > 2 wie 1f/jlo—y[**.
Fiir eine heuristische Betrachtung ist es ausreichend, die Zugehorigkeit
von log|z| bzw. 1/|z|*"* zu WE(K) zu priifen, wobei K die Einheitskugel
ist. Differentiation von log|z| zeigt sofort, daf

log |w|¢ W3(K), log|z|eWy(K) fir p <2
ist. Aus
1 . n n
(10) Wyp(K) = WE(E) fir e—5 = 1~;

[91, folgt loglw|eWi(K) filr ¢ <1,n = 2. Das stimmt mit Satz 4 fur
n =2, m =1 iberein. Entsprechend ist fiir » =3

fir p<> (r=1lal),

1 1
”r_pr(K) 2

woraus nach Formel (10) fir n =3
1 . 1
- eWSHE) fir p< ry

folgt. Wire 1/reWY(K), so wirde aus Wy* < L, folgen, daB 1/r zu Ly
gehort, was nieht sein kann. Damit hat man wieder mit Satz 4 f}u‘ m =“_];
und n = 3 Ubereinstimmung erzielt. Es sei » > 4. Dann gehort 1/

zu L, fir ¢ <n/(n—2). Aus dem Einbettungssatz [9], S. 301,

n

o—— = ——,

2

folgt durch Ubergang zu den adjungierten Réumen

Wic L, fir 6>0, 1<p< oo,

o n n
L, s W§ fir —~—q—=g—~——2~, e<0, 1<g<oo.
Somit ist
1 o . n n _ﬁ
7‘“_2 EWg fiir g‘—‘E—“E<2 2

Wire 1/r “zeI?VE—”“, so wiirde aus der bekannten REigenschaft

Gzl <

s
lo—y"*
der Greenschen Funktion des Operators 4
1

T'n— 2

(4~ w) ()] = | 1! w(y)6 (@, 9)dy | < oelol g pann
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folgen, 4~! wiirde also eine stetige Abbildung von V}E"z‘z(l{) in O(K)

leisten. Da 4 eine stetige Abbildung von W3* in w2 vermittelt, so
wire die Einbettung F,;,m/z o= A7' A stetig, was ein Widerspruch ist.
(TN

Bemerkung. Aussagen iiber Differenzierbarkeifseigenschaften Green-
scher Funktionen allgemeiner elliptischer Differentialoperatoren kann
man benutzen, um quasilineare Differentialgleichungen zu lésen. Dabei
kann man nach dem in [12] entwickelten Verfahren Existenz- und Uni-
tétssitze in den Réumen €7 (2) und WE(2) herleiten. In diesem Zusammen-
hang ist es miitzlich und notwendig, Aussagen iiber das Randverhalten
der Funktion G(z,y) zu machen. Es seien die Voraussetzungen des
Satzes 4(a), insbesondere also m > nf4, erfillt. Mit Gy(z,y) wird wie
frither die N-te Partialsumme der expliziten Darstellung von G(z, y)
in der Formel (9) hezeichnet. Die das Randverhalten der Funktionen
aus D(A*) kennzeichnenden Differentialausdriicke werden wie frither,
Abschnitt 1, Bigenschaft II, mit

(Bifw)(@) = D' bh(@Du, mi<om,j=1,..,m
lalm ¥

bezeichnet. Da die Funktionen f;(») zu D(A) und die Funktionen e (y)
zu D(A4*) gehoren, gilt

B;aGn (@, ¥)leae = 0, ji=1,...,m,
Ve

BiyGn(®,Y)lzo =0, j=1,...,m,
YedQ

wobel B; . statt B; geschrieben wurde, um anzudeuten, daB B;Gy beziiglich
der Variablen » bei fixiertem ¥ zu bilden ist. Entsprechend ist Bj, zu
verstehen. Wegen des nachfolgenden Grenziiberganges ist es zweckmﬁﬁig,
z. B. die erste Gleichung im Sinne der Sobolevschen Binbettungssitze
fir variables £<02 und variables yeQ (diese Menge wird mit 0Q2xQ
bezeichnet) zu interpretieren, obwohl dies nicht notwendig wire, da nach
den bekannten Differenzierbarkeitseigenschaften von Eigenfunktionen
elliptischer Differentialoperatoren mit glatten Koeffizienten die Gleichung
auch punktweise, also bei festem 2¢9Q und festem y 82, betrachtet wer-
den konnte (entsprechend fiir die zweite Gleichung). Aus Satz 4 (a) und
dem Einbettungssatz

”v”Wg(ﬂﬂxD) <6 l]leW;+1/2(ﬂx!))’ §=0

([6‘], 8. 178), erhilt man durch den Grenziibergang N — co aus den
beiden letzten Gleichungen
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(@) Flir 0 <my < my < ... < my < 2m—(n+1)/2, &k <m,
Bi oG (#, Vlwyyeaexe =0, j=1,...,k.

(b) Fiir 0 <mf <mi <...<mi <2m—(n+1)j2, 1<m,
B?:uG(wy?/)[(x,u)snxag =0, 4j=1,..,1

Fiir die Anwendung der Betrachtungen auf quasilineare Gleichungen
ist der Fall

n-+1
max m; < 2m—
i=1,...m 2

von besonderem Interesse. Es folgt
B;.G(x, "J)I(z,v)eaaxx: =0, j=1,...,m.

Die Uberlegungen dieses Abschnittes legen die Frage nahe, wann
der Operator A4 eine nicht-leere Resolventenmenge besitzt. Gehdrt = zur
Resolventenmenge, 5o ist (A4 —7E)~! als Operator von L, in L, kompakst.
Die Riesz-Schauder-Theorie fiir kompakte Operatoren [7], Kap. VII,
zeigt dann, daB das Spektrum des Operators A aus isolierten Punkten
besteht. Jeder Punkt des Spektrums ist ein Bigenwert endlicher Viel-
fachheit (das gilt auch, wenn man die assozierten Eigenelemente hin-
zunimmt und dementsprechend die algebraische Vielfachheit betrachtet).
Agmon hat in [3] hinreichende Bedingungen angegeben, unter welchen
Voraussetzungen die Resolventenmenge nicht leer ist: 4 sei ein allge-
meiner elliptischer Differentialoperator, der den Bedingungen (a)-(d) des
Abschnittes 1 geniigh. Die Forderungen (b) und (d) werden durch die
schiirferen Forderungen (b’) und (d') ersetzt.

(b") Fiir eine geeignete reelle Zahl 0,10 < 7, sei

(—1)™a(z, &) # 6©a(z, &), ©eQ, &= (£&,..., &)

reell. Verwendet man die Bezeichnungen aus der Bedingung (b), so besitze
fibr jedes e0Q und fir jede Zahl A mit argd = © das Polynom

(—1)"a(®, ng+C7) = A

genau m Nullstellen mit positivem Imagindrieil, die zu dem Polynom a*(Z, A)
zusammengefa Bt werden.

(d") Die Polynome Q;(L) (Bedingung (d)) seien fir jedes 1, argd = 0,
modulo a* (&, A) linear unabhingig.

Agmon hat in [3], Theorem 1, 8. 123, gezeigt, daB ein Operator,
der den Bedingungen (a), (b"), (¢), (d') geniigt, ein digkretes Spektrum
besitzt. Somit folgt aus Satz 4 der
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SaTz 5. A sei ein allgemeiner elliptischer Differentialoperator mit
wicht-leerer Resolventenmenge, z. B. ein Operator, der den Bedingungen
(a), (b"), (¢) und (d') gendigt. Ist v ein Element der Resolventenmenge, so
gilt:

(a) Ist m > nj4, so lipt sich (A—vE)™" dann und nur dann in der
Form

(11) (A—7B)"e = [G(z,y)e(y)dy
2
mit Gz, y) eWs(R2 X Q) darstellen, wenn

2 >
My — —
) e

ist.
(b) Ist m < n/4, so 1ipt sich (A—<B)™" dann und nur dann in der
Form (11) mit G(z, y)eW5(2X Q) darstellen, wenn

2m i >
3 e
1st.

3. Selbstadjungierte elliptische Differentialoperatoren. Q2 — R, sei
ein beschrinktes Gebiet, 02¢(0™. Bezeichnet man mit D[ 4] das Defini-
tionsgebiet der Bilinearform A[wu,v], %, veD[A], 80 sel fiir ueD[4]

Alty u] > alllm, >0, DIA] < W(Q).
2

Ferner sei D[A] beziiglich des Skalarproduktes 4 [w,v] ein (voll-
standiger) Hilbertraum. Dann gibt es einen positiv-definiten selbstadjun-
gierten Operator mit reinem Punktspektrum (die Rigenwerte werden
mit 4;, die zugehorigen Eigenfunktionen mit ¢;(2) bezeichnet), so daB
fiir ueD(4) « D[A]

(A, )z, = 4 [u,v]

tir jedes Element veD[A] gilt. Bekanntlich ist D(4Y?) = D[A], wobei
A~ eine unitéire Abbildung von L,(2) auf D[A] vermittelt. Aus

Az, =1

-1/2
WLy I DL} AL2->D[A]
und Satz 1 ans [11] folgt

(12) : A3, .
Sowit ist "
0 1 f"
% << o0 ur g > T
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Durch die gleichen Uberlegungen wie im Abschnitt 2 kann man
nun den folgenden Satz beweisen:

Satz 6. (a) Ist A der aus der Bilinearform A[u,v] gewonnene
positiv-definite selbstadjungierte Operator, so lipt sich fiir ein positives x
A~*e¢L(L,y, L,) in der Form

(A7) (@) = [ G, y)f(y)dy

mit Gz, y)eWi(2XQ), o < 2mx—n|2, darstellen, sofern 2mx > n/2 und
o < m st

(b) Die Aussage des Saives gilt insbesondere fir den in [10], S. 327,
konstruierten elliptischen Operator mit lokalintegrierbaren Koeffizienten.
Hierbei braucht man vom Rand des Gebietes Q keinerlei Differenzierbarkeits-
eigenschaften zu fordern.

Dieser Satz erlaubt nun, den in [11], Satz 6, ohne Beweis formu-
lierten Sachverhalt zu begriinden. Es ist also zu zeigen, dall man bei
vorgegebenen Konstanten r >0, ¢ 20, ¢ >0 und v,

—wo<t<e, oto=r,

zu jedem e, ¢ > 0, einen Integraloperator

(69f)(2) = [6“ (@, y)f(y)dy

Q
mit GO (z, y)Wi(Q2x Q) gibt, so daB
@ eL(W;", W3)

fiir kein p,0 <p < oo, zZu
G an

n+2(e—7)+¢ 2
gehort. Dazu wéhlt man

Alu, 0] = (u,9) D[4] = Wy,

w?
m wird gpiter geeignet gewihlt. In diesem speziellen Fall kann Formel (12)
unter Beriicksichtigung von Satz 1 aus [11] durch

AP ¢Bymp, 0 <p < oo,

erginzt werden. Somit ist

1
(13) {7} fhaampy 0 <P < 00,

0
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wobei mit A; wie friiher die Bigenwerte des Operators 4 bezeichnet werden.
m und » >0 werden nun so bestimmtb, da8

n 1
P < me——z—, n < ~2—,
1
T = 20m, |@I<E‘7
1 ’ 1
o =20m, 00O <§,

ist, Dann ist

4™ e = A+ Oully, = [[A%+~* 4~ u|z, = IIA@W““%HW;M

7 1 1
O+O —x = %(H— o—2mx) = m(r—k’r—g——mmc)

1 1
= %(('r——mnn—!—g) —%—g—]—r) = -m—(n-ﬂ(g—r)—]— )

durch geeignete Wahl von x. Identifiziert man den Operator .4~* mit
dem Operator G*), was nach Satz 6 (a) moglich ist, so sieht man, daB
die Approximationszahlen des Operators G eL(W;° Wi) gleich
1 (B+2@—7)+8/am
() = (7]

sind. Formel (13) zeigt nun, daB
{8:(@N}¢ln  im =1 4

W nrIe—) e oG e i

st. Damit ist Satz 6 aus [11] bewiesen.
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