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by w. On the other hand, {f,;n =1,2,...} is a linearly independent
system by one of the remarks in section 2. Contradiction. Hence, L must
be of finite dimension.
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Invariante Masse positiver Kontraktionen in ((X)
vou

T. ANDO* (Tiibingen und Sapporo)
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und Herrn Professor Wiladystaw Orlicz
cum 40, Jubildum threr wissenschaftlichen Forschung
in Verehrung gewidmet

1. Einleitung. Wir betrachten einen kompakten Hausdorffraum X,
der quasi-stonesch ist, d.h. der Banachverband C(X) ist bedingt o-ord-
nungsvollstdndig, und einen positiven Operator T in C(X), der kon-
stante Funktionen invariant l4sst (einen Markov-operator). Bekanntlich
erscheinen solche Voraussetzungen oft in der Theorie der messbaren
ADbbildungen und in der Theorie der Markov-prozesse, wenn man den
Korper aller messbaren Mengen (modulo Nullmengen) mit dem Korper
aller offen-abgeschlossenen Teilmengen eines kompakten Hausdorffraumes
identifiziert.

Extremalpunkte der Menge aller T™-invarianten Wahrscheinlich-
keitsmasse sind sogenannte ergodische Magse. Ein ergodisches Mass mit
minimalem Triger ist von Interesse in Zusammenhang mit der letzten
Arbeit von Schaefer [4]. Zunichst stellen wir die Frage: Wieviele ergo-
dische Masse konnen mit einem gegebenen minimal-ergodisehen Mass
gemeinsamen Triger haben? Hierfiir stellt Theorem 1 die “1L oder oo”
Regel auf.

In bezug auf die o-Ordnungsvollstindigkeit von C(X) zeichnen sich
ordnungsstetige Masse und Operatoren aus, die wir c-additiv nennen.
Wir stellen dann die Frage: Wann sind alle invariante Masse eines
o-additiven Operators o-additiv? Theorem 2 antwortet darauf mit dem
l\lht;telergodensatz und der endlichen Dimension der Menge aller invarian-
ten Funktionen.

TUmgekehrt behandeln wir auch die Frage: Wann kann kein o- -addi-
tives Mass invariant sein? Eine Antwort darauf ergibt sich aus der Cha-
rakterisierung (Theorem 3) des von allen o-additiven, invarianten Magsen
annullierfen Bandes. Aus Theorem 3 folgt auch die von Ito [2] bewiesene

* Forschungsstipendiat der Alexander von Humboldt-Stiftung.
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Bedingung fiir die Existenz eines strikt positiven, o-additiven, iuva-
rianten Masses.

Die Abschnitte 2
Hilfsmittel.

2. Quasi-stonesche Riume. X sei ein kompakter Hausdorffraum,
und C(X) bezeichne den Banachraum aller stetigen, reellen Funktionen
auf X. O(X) bildet dann einen Verband beziiglich der natiirlichen Ord-
nung, wobei Norm und Ordnung durch die folgende Beziehung ver-
bunden sind: ||fl <1 wnd —I <f <1 sind gleichbedeutend, wenn I
die konstante Funktion mit dem Wert 1 bezeichnet. Das Infimum g¢
einer Folge {f,} in O(X) wird, wenn es existiert, durch die Rigenschaft
g(z) = int f,(z) bis auf einer Menge der ersten Kategorie charakterisiert.

X heisst quasi-stonesch, wenn der Banachverband C(X) bedingt
o-ordnungsvollstéindig ist, d.h. wenn jede beschrénkte Folge ein Infimum
(und ein Supremum) besitzt. Ist X quasi-stonesech, kann man in C(X)
fiir jede beschrinkte Folge {f,} den Oberlimes (o)-limf, und Unter-
limes (o)-limf,, einfiihren:

und 3 enthalten die wichtigsten Definitionen und

{7 ;iflc-

M=l k=

/D< vfk und

N=1Fk=n

(0)-limf, = (o) limf, =
Stimmen beide iiberein, so wird der gemeinsame Limes mit (o)-limf,
bezeichnet.
Ein Unterraum J von C(X) heisst Ideal, wenn aus |g| < |f], fed,
stets geJ folgt. Jedes abgeschlossene Ideal J hat die Gestalt

J = {fIf(x) =0 fir alle ¢ Y}

mit einer eindeutig durch J bestimmten, kompakten Teilmenge ¥ von
X. Y heisst Triger des Ideals J. Ausserdem ist bekannt, dass der Quo-
tienten-Banachverband C(X)/J dem Banachverband C(Y) isometrisch-
isomorph is. Jedem Ideal J entspricht das Ideal

JL = {g|1g,Ifl =0 fiir alle feJ}.

Gilt O(X) = J+J?t, so ist das Ideal J ein Band. Offenbar ist ein
abgeschlogsenes Ideal genau dann ein Band, wenn sein Triger cine
offene Menge ist.

Ein Mass auf X ist eine stetige Linearform auf O(X). Bin Mass ¢
heisst possitiv (bzw. strikt positiv), wenn fiir jedes 0 < feC(X) stebs
0 <o(f) (bzw. 0 < ¢(f)) gilt. Unter diesem Positivititsbegrift bildet der
Raum M (X) aller Masse einen Banachverband, in dem das Infimum von
¢, pe M(X) wie folgt eindeutig bestimmt ist: Fiir jedes 0 < fe0(X)

@ (r9)(f) = inf{p(f—g)+9(9)10 <g <f}.

icm°®
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Ziwei Masse ¢ und y heissen disjunki, wenn |p{ lp| = 0. Ein posi-
tives Mass mit Norm 1 nennt man Wahrscheinlichkeitsmass. Das ein-
fachste Beispiel dafiiv liefert das Diracmass 0y mit 8,(f) = f(z) fiir ein
zeX. Fiir jedes Mass ¢ bezeichnet man mit J, das Ideal aller feC(X)
mit |p}(f]) = 0 und nennt den Triger von J, den Triger von g.

Nun sei X quasi-stonesch. Ein Mass ¢ heisst o-additiv, wenn fiir
jede absteigende Folge {f,} mit A f, = 0 stets inf lpl(fa) = 0 gilt. Dann

n

gilt fir jedes positive o-additive Mass ¢ und jede beschriinkte Folge {f,},

(2) ¢((0)-limf,) <lime(f,) < limp(f,)

<o((0)-limf) <int I'o(Ifa).
7 E=n

Bin Mass heisst rein endlich-additiv, wenn es zn allen o-additiven
Magsen disjunkt ist. Die Menge M, aller s-additiven Masse und die Menge
M, aller rein endlichadditiven Masse zusammen spannen M (X) auf, d.h.
M(X) = M,+M,. Also hat jedes positive Mass ¢ eine eindeuntige
Zerlegung: ¢ = g,+¢, mit positivem, o-additivem ¢, und positivem,
rein endlich-additivem ¢,.

Nun besitze X ein strikt positives, c-additives Mass @. Dann ist
0(X) sogar bedingt ordnungsvollstindig, d.h. jede beschrinkte Teil-
menge von O(X) hat ein Infimum (und ein Supremum), denn zu jeder
nach oben gerichtete, beschrinkte Teilmenge {f;} existiert eine steigende
Teilfolge {fs,} mit

ﬁ“'%P‘P(fz) = Siipw(fz,,)

und man kann leicht zeigen, dass \ f; auch das Supremum von {fs}

ist. Fiiv jedes o-additive Mass y ist J, ein Band, denn zu jedem 0 <f
existiert das Supremum % der Menge {¢|0 < ¢ <f und geJ,} und stimmt
mit dem Supremum einer Teilfolge iiberein. Also gehért auch h zu J,
wegen der o-Additivitdt von |y], und offenbar gehért f—h zu J{. Man
kann ebenfalls beweisen, dass fiir jede Teilmenge {y;} von M, das Ideal
(D Jy, ein Band ist.

LeMMA 1. Hs scien ¢ und v positive, disjunkte Masse auf einem
quasi-stoneschen Raum X. Ist ¢ o-additiv mit ¢(f) > 0 fir ein f > 0, ewis-
tiert ein 0 < g <f mit @(g) >0 und w(g) = 0. Ist auch v c-additiv, so
kann zusditelich die Beziehung @(g) = @(f) verlangt werden.

Beweis. Ang (1) folgt die Existenz einer Folge {g,} mit 0 < g, <f
und

S p(f—gn)+ p(ga)} < oo

=1
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Da ¢ c-additiv ist, folgh ans (2)
#(f)—p{(0)-1im ga) = p((0)-lim (f—ga)) = 0.

Tst auch p o-additiv, so folgt nochmals aus (2) w((0)-limg,) =0,
also kann man als g hiex die Funktion (0)-&1_1_1_% nehmen. Allgemein
gilt wegen der o-Addifivitdt von ¢,

p(f) = S%]W(A\n )

Also ist fiir geniigend grosses

e . o0
‘P(]/\ ge) >0 und 'q)(k/a\n oK) =0,

e=10

©0
und man kann als g die Funktion A g nehmen.
k=n

Ausser der Normtopologie fithrt man zwei andere lineare Topologie
in M(X) ein: die eine ist die schwach*-Topologie, die von allen Linear-
formen ¢ — ¢(f) erzeugt wird, wobei f ganz ¢(X) durchlintt. Die andere
ist die schwache Topologie, die von allen stetigen Linearformen aunf M(X)
erzeugt wird. Bekanntlich ist die Binheitskugel von I[(X) schwach®-
-kompakt.

3. Kontraktionen in ¢(X). X sei ein kompakter Iausdorffraum
und 7 ein linearer Operator in C(X). Bine Funktion f (bzw. ein Masss @)
heisst invariant, wenn Tf = f (bzw. T"p = ¢, wo T den adjungierten
Operator von T Dezeichnet). Mit Ny (bzw. N« wird die Menge aller
invarianten Funktionen (bzw. aller invarianten Masse) bezeichnet. Ein
Unterraum M von O(X) (bzw. von M (X)) heisst ebenso invariant, wenn
TM < M (bzw. T*M <= M). Fiir jeden invarianten Unterraum M von
¢(X) ist seine polare Menge

M" = {p|p(f) = 0 fir alle feM}

ein schwach™-abgeschlossener, invarianter Unterraum von M (X).
Ein linearer Operator 7' mit |7 < 1 heisst Kontraktion. T', bezeichnet
das arithmetische Mittel von 7°, 7%, ..., 7"}, d.h.

n-1
T, = n* 2 i

F=0

Zugleich. mit T ist aunch jedes T), eine Kontraktion, und jede Folge
{Tn¢} Desitzt mindestens einen schwach®-Hiufungspunkt, der immer
invariant ist.

° ©
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. LEMMAH2. X sei ein quasi-stonescher Raum und T eine Kontraklion
in O(X). Fz*w ¢in Mass @ folgt die Normkonvergenz der Folge {The} aus
der schwach”-Konvergenz irgendeiner Teilfolge {Ty. 7}

Be?veis. Nach einem Satz in meiner fritheren Arbeit [1] (siehe

auch [5]) folgh aus der schwach*-Konvergenz einer Folge in M (X) sogar
die schwache Konvergenz. Nun ergibt sich die Behauptung durch An-
wendung des Mittelergodensatzes (siehe [6], VIIT—3).
) Lemma 3. X sei ein quasi-stonescher Raum und T eine Kontraktion
in C(X). Ist AM ein schwach™-abgeschlossener, invarianter Unterrawm von
M(X) mit dim(M ~ Np) < oo, so gilt die Normkonvergenz der Folge
{Tnep} fiir jedes peM.

Beweis. Da der abgeschlossene Unferraum

G = {flp(f) =0 fir alle peM ~ Np}

endliche Kodimension in O(X) hat, existiert ein endlich dimensionaler
Unterraum H mit 0 (X) = @+H. Wegen der endlichen Dimension von H
kann man soleh eine Teilfolge {I} @} wihlen, dass fiir jedes heH die
Folge {fl’:kqa(h)} konvergiert. Andererseits ist jeder Haufungspunkt der
Folge {T;",k(p(g)} fiir jedes g <@ gleich p(g), wobei p ein schwach*-Haufungs-
punkt der Folge {T% ¢} ist. Da M ein schwach®-abgesehlossener, in-
varianter Unterraum ist, folgt yeld ~ Ny, also p(g) = 0. Dies bedeutet
aber, dass die Folge {T5 ¢(s)} Null als den einzigen Hiufungspunks hat.
Also konvergiert sie gegen 0. Aus der Besiehung C(X) = G+H kann
man die sechwach*-Konvergenz der Folge {T7 ¢} folgern. Nun folgt die
Behauptung aus Lemma 2.

Ein linearer Operator T' in C(X) heisst positiv (bzw. striké posiliv),
wenn fiir jedes f> 0 stets Tf >0 (bzw. Tf > 0) gilt. Einen positiven
Operator T mit T1 = 1 nennt man Markov-operator. Ein Markov-ope-
rator ist eine besondere Kontraktion, die die Menge aller Wahrschein-
lichkeitsmasse invariant lasst, Zugleich mit T ist jedes arithmetische
Mittel 7, wieder ein Markov-operator. Jede stetige Abbildung v von X
in sich erzeugt einen Markov-operator: Lf(w) = f(za) fiir reX und feC(X).

Nun sei X quasi-stonesch. Ein positiver Operator T heisst o-additiv,
wenn fiir jede absteigende Folge {fn} mit A fu = 0 stets {1\ Tf, = 0 gilt.

Zugleich mit 7' auch jedes T, c-additiv. Fir jeden o-additiven Operator 7
und jede beschrinkte Folge {f.} gilt:
(8)  T((0)-lmf) < (0)-limTf, < (0)-HmTf, < T((0)-limf).

Jeder o-additive Operator lisst die Menge aller o-additiven Masse
invariant. Umgekenrt charakterisiert diese Bigenschaft die o-Additivitds
eines positiven Operators, wenn X oin strikt positives, c-additives Mass
zuldsst.

Studia Mathematica XXXI,2 B
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Jedes Band J von C(X) bestimmt eindeutig eine positive Projektion
P; mit der Bigenschaft: P;f = f fir alle feJ und Pyg = 0 fiir alle geJ*t.
Offenbar erhilt die Projektion P, o-Verbandsoperationen, d.h. fiir jede
beschrinkte Folge {f.} gilt

(4) PJ(an) =V Psfn und PJ(/q}f'n) = /}PJf?r

Levma 4. X sei ein quasi-stonescher Rawm mit einem strikt positiven,
o-additiven Mass, und T eine positive Kontrakiion in O(X). Ist y ein
o-additives, positives, invariantes Mass, so ewistiert (o)-UmPT,f zu jedem
feC(X), wo P die J} entsprechende Projektion dst.

Beweis. Den Operator PT kann man als eine Konftraktion in C(Y)
und o als ein strikt positives, s-additives Mass auf ¥ ansehen, wobei ¥
der Triger von v ist. Nach dem ZErgodensatz von Chacon-Ornstein
(siche [6], XIIT—2) existiert zu jedem g¢geC(Y) der Limes

' n—1
(0)-limn=! ¥ (PT)g.

n =

Andererseits ist das Ideal J, invariant, denn aus (|f]) = 0 folgt

0 < »(ITf) < w(TIf1) = »(fl) = 0.

Auf Grund dieser Invarianz kann man duorech Induktion zeigen,
dass

n—1

PT, = n~12 (PTYP fir alle n,

=0
also existiert (o)-ImPZ,f zu jedem feO(X).

4. Minimal-ergodische Masse. X sei ein kompakter Hausdorffraum
und T ein Markov-operator in ¢'(X). Dann ist Ny ein Unterverband von
M (X). Bin invariantes Mass heisst ergodisch, wenn es ein Extremalpunkt
der Menge aller invarianten Wahrseheinlichkeitsmasse ist. Bin ergodisches
Mass ¢ heisst minimal, wenn es kein ergodisches Mass mit kleinerem
Triger als ¢ gibt. Die Triger von zwei verschiedenen minimal-ergodischen
Magsen sind entweder gleich oder disjunkt (siehe [4]).

Schaefer [4] zeigte: Gilt fiir jedes feO(X) stets die Normkonvergenz
der Folge {T,f}, so ist jedes ergodische Mass minimal und zwei verschie-
dene ergodische Masse haben verschiedene Triger.

THROREM 1. X sei ein quasi-stonescher Raum und T ein Markov-
operator in O(X). Ist ¢ ein minimal-ergodisches Mass mit Triger ¥, so
ist die Anzahl der verschiedenen ergodischen Masse mit Triger ¥ entweder
1 oder oo.

® ©
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Beweis. Angenommen, die Anzahl sei weder 1 noch oo, d.h. genau
die ergodischen Masse ¢;(= @), gy, ..., g (m > 1) haben den Triger Y.
Wegen der Disjunktheit von ¢ und y = ¢,+...4 ¢y, kann man nach (1)
zwel Folgen {fu} und {g,} mit 0 <f, <1, fot g, =1 und

iylbﬁ{rp(fn)w(gn)} =0

finden. Da ¢ und % invariant sind, gilt auch
iilf{(P(kan)'i"‘/)(Tkgn)} =0 fir alle &.

Daraus folgt, weil p und ¢ strikt positive Masse auf ¥ sind,
AN Tefa)™ = N(Trgn)™ =0 fiir alle %,

n n
wobei ~ die Einsechrénkung auf ¥ bezeichnet. Dann gilt
int(Thfu)™(y) = 0 fiir jedes &

bis auf einer Menge der ersten Kategorie und ebenfalls fiir {T%g,}. Also
existiert ein Punkt ze¢Y mit der Eigenschaft:

int Tpfp(#) = infThg, (@) = 0  fir alle %.
n n

Das Diracmass 8, gehort zu dem sehwach®-abgeschlossenen Unter-
verband J; von M (X). Da jeder Extremalpunkt der Menge aller invarian-
ten Wahrscheinlichkeitsmasse in J§ schon ergodisch ist, ergibt sich nach
dem Satz von Krein-Milman (siehe [6], XII—1), dass J;’,n Ny die
schwach*-abgeschlossene, lineare Hiille von {gi, ..., pm} ist, also gilb
dim (J8 ~ Nqu) < oco. Nun normkonvergiert die Folge {756,} nach Lem-
ma 3, und der Limes hat die Geéstalb

m m N
Nogy mit >0 wnd e =1,
=1 f=1
weil 7' ein Markov-operator ist. Dann gelten fiir gentigend grosses k die
Ungleichungen.:

IThfn (’17)—‘ 2 ai%‘(fn)‘ < 1/2'm"
f=1
und
[ Tuga () — ) ey (g)| < 1f2m.
j=1

Da man voraussetzen kann

@(gn)y i (fa) > 1fm  fiir j=2,...,m und fiir alle n,



GUEST


180 T. Ando

ergibt sich
afm < arp(fa) < Thegn () +1[2m?
und
aim < ap;(fa) < Tufaz)+1/2m?  fir alle =,

also auch fiir das Infimum beziiglich n. Dann gilt
o <1/2m firj=1,2,...,m,

was zum Widerspruch
m

2 a <1
j=1
fithrt. Damit_ist die Behauptung bewiesen.

ProposITIoN 1. X sei ein quasi-stonescher Rauwm und T der wvon
einer stetigen Abbildung v erzeugte Markov-oporator n O(X). Zu jedem
minimal-ergodischen Mass g, dessen Triger unendlich viele Punkie enthilt,
gibt es unendlich viele verschiedene, ergodische Masse mit einem mit ¢ ge-
meinsamen Triger.

Beweis. o sei ein Punkt im Triger von ¢. Alle 7'» sind verschieden,
denn anderenfalls wiirde aus 7°@ = o mit k < j folgen, dass

i-1
pr=(—%)" D) big
d=1c
¢in invariantes Mass mit einem kleineren Triger als ¢ ist. Die Folge
{T 8.} kann nicht normkonvergieren, denn anderenfalls miisste der Limes
p, die Gestalt

Yajbi, mit >0 und Yo =1
i=0 : L =0
haben. Aber aus Ty, = y, wiirde o, = a, = ... folgen, was widerspruchs-
voll ist. Nun folgt aus Lemma 3

dim (J ~ Nge) = oo.

Da Jy ~ Ny die schwach*-abgeschlossens, lineare Hiille der Menge
aller ergodischen Masse mit dem mit ¢ gemeinsamen Trager ist, existieren
unendlich viele solecher Masse.

Ein Spezialfall dieser Proposition wurde von Rudin [3] bewiesen.

5. Wann sind alle invarianten Masse c-additiv? Da ein o-additiver
Operator die Menge aller ¢-additiven Masse invariant lisst, interessiert
uns der Fall, in dem sogar alle invarianten Masse o-additiv sind. Das
folgende Theorem zeigt, dass ein soleher Fall selten auftritt:

) ©
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THROREM 2. X sei ein quosi-stonescher Roum und T ein o-additiver
Markov-operator in C(X). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Alle invarianten Masse sind o-additiv.

(b) Fir jedes feO(X) normkonvergiert die Folge {T.f}, wnd es ist
dim (Ny) < oo.

. Beweis. Bs sei (a) erfiillt. Angenommen, die Normkonvergenz gelte
nicht allgemein. Dann kann man aus dem Mittelergodensatz (siche [61,
VIII—3) folgern, dass die algebraische Summe von Ng und dem Wert-
bereich des Operators T—1I, wo I die Identitit ist, nicht dicht in C(X)
igt. Der Satz von Hahn-Banach garantiert dann die Fxistenz eines auf
der Summe verschwindenden, nichttrivialen Masses ¢. Dies bedeutet
aber, dass geNg. und ¢(f) = 0 fiir jedes feNp. Da No wegen der Mar-
koveigenschaft von 7' ein Unterverband von M (X) ist, so sind die beiden
Masse ¢t und ¢~ invariant und ferner c-additiv wegen (a). Da ¢F und
@~ disjunkt sind, existiert nach Lemma 1 ein 0 < F<Imib g (f)=0
und ¢*(2) = ¢*(f). Wegen der o-Additivitit von T und der Invarianz
von _(p+ und ¢~ ergibt sich auf Grund von (3) fiir die Funktion g =
(0)-lim T™f:

0<y<Ty<i, ¢ (=0 uwd ¢*{T) =¢"(g).
Weiterhin besitzt die Funktion h = \/ "¢ die Eigenschaft: heNy,
¢~ (h) = 0 und p*(h) = ¢*(1). Daraus folgt
0 =g(h) =g¢*(B)—¢ (h) = ¢* (1) = [p*],
also wegen ZeNyp
0= —9(I) =9~ (1) =llp7].

Hieraus folgt aber ¢ =0, so dass damit die Konvergenzaussage
bewiesen ist. Der Limes Pf=1limT,f definiert eine positive Projektion
auf Ny. Da das abgeschlossene Ideal J = {f|P|f] = 0} invariant beziiglich
P ist, so induziert P eine strikt positive Projektion P~ in dem Banach-
verband O(X)/J. Gilt P~f~ =f~ und P~g~ = ¢~, wo f~ und g~ die
kanonischen Bilder von f und ¢ bezeichnen, ergibt sich wegen der Posi-
tivitét von P~ i

PV —fvg~ >0,
und wegen der Idempotenz von P~
P (B (fvg™)—f"Vg) =0.
Daraus folgt
Pr(frve™) =fve,
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weil P~ strikt positiv ist. Dies zeigt, dass das kanonische Bild von N¢
ein abgeschlossener Unterverband von C0(X)/J ist, der eine Ordnpngsemhelt
enthilt, weil es aus allen f~ mit P7f~ = f~ besteht. Ferner ist es nach
dem Satz von Kakutani (siehe [6], XII—5) zu einem Banachverba.nd
C(Z) isometrisch-isomorph, wo Z ein kompalkter Hausdorffraium ist.
Andererseits findet die Normkonvergenz der Folge {FPfa} fu.r ]efle pe-
schriinkte, absteigende Folge {f,} statt: Fir jeden Punkt zeX ist nz‘mm]m.h
das Mass P* 6, invariant und also o-additiv wegen (a). Daraus folgt mit
lim Pf,(z) = Pf(x).

Daher folgh die besagte Konvergenz aus dem Satz von Dini. Dann
gilt die Normkonvergenz fiir jede beschréinkte, a,bsteigende Folge {f;}
(mit f, > 0) in dem kanonischen Bild von Ny, denn die Folge {gn} mit

"
In = /\f )
§=1
ist beschrinkt und absteigend, also ist {Pg,} eine Canchyfolge. Die Norm-
konvergenz von {f;} ergibt sich aus der Beziehung:

(Pga)™ = P05 = NP~ff =1z

Diese Konvergenz-eigenschaft in C€(Z) ist aber nur dann moglich,
wenn O(Z) endlich-dimensional ist. Schliesslich folgt die endliche Di-
mension von Ny aus der Eineindeutigkeit der kanonischen Abbildung
auf Np. Damit ist (b) bewiesen.

Umgekehrt sei (b) erfiilll. P bezeichne wieder die Projektion: Pf
=lim7,f. Nach der Positivitit von P und der endlichen Dimengion
von Ny hat P die Gestalt

m
Pf =Y oNg
F=1
mit 0 < gjeNp und 0 < @;eNgp. Wegen der o-Additivitdt von T gilb
fiir jede absteigende Folge {f,} mit Af, =0,
n

intTyfn(2) =0  fiir alle %,
n

bis aunf eine Menge der ersten Kategorie, also auf einer dichten Menge
von X. Nach Lemma 2 normkonvergiert jede Folge {T5d,} gegen P*4,,
weil fiir jedes. f

lima T f (3) = Pf (o)
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gilt. Nun kann man wie im Beweis von Theorem 1 zeigen, dass inf Pf,(x)
n

=0 auf einer dichten Menge, also A Pf, = 0. Andererseits gilt

NBfn> D) (it (F) g;-
=1 *

Hieraus folgt

i]:‘f(p,-(f,,) =0 firj=1,2,...,m,
d.h. alle ¢; sind o-additiv. Nun folgt die Eigenschaft (a) daraus, dass
@1y ooy ¢ den Raum Ng. aufspannen. Damit ist das Theorem bewiesen.

Rin positiver Operator heisst irredusibel, wenn er kein echtes, abge-
schlossenes Ideal invariant lisst. Jedes invariante Wahrscheinlichkeits-
mass eines irreduziblen Operators ist strikt positiv. Fiir jeden irredu-
ziblen Operator ist 1 die bis auf einem Skalar einzige invariante Funktion
(siehe [4]).

PROPOSITION 2. X sei ein quasi-sionescher Raum mit einem o-addi-
tiven Wahrscheinlichkeitsmass, und T ein irreduzibler Markov-operator in
C(X). Fiir jedes feC(X) normkonvergiert die Folge {T.f}.

Beweis. Nach dim(Nz) =1 und dem Mittelergodensatz ist die
besagte Normkonvergenz mit dim(Nyg,) = 1 gleichbedeutend. Angenom-
men, es sei dim(Ngp) > 1. Da Nyp. ein Unterverband von M(X) und T
irreduzibel ist, gibt es zwei strikt positive, disjunkte, invariante Masse ¢
und y. ¢ hat die Zerlegung ¢ = ¢,+¢, mit c-additivem ¢, und rein end-
lich-additivem ¢@,. Aus der Disjunktheit von ¢ und v folgt die von ¢,
und y. Nach Lemma 1 muss das zum strikt positivem Mass disjunkte
o-additive Mass ¢, verschwinden, also ist das strikt positive Mass ¢ selbst
schon rein endlich-additiv. Dies filhrt zum Widerspruch, da ¢ dann zum
vorausgesetzten, o-additiven Wahrscheinlichkeitsmass disjunks ist. Damit
ist die Proposition bewiesen.

Auf Grund der Propositionen 1 und 2 kann man zeigen, dass eine
stetige Abbildung von X in sich kann nur dann einen irreduziblen Ope-
rator in O(X) erzeugen, wenn X aus endlich vielen Punkten besteht,
oder wenn X kein nichttriviales, c-additives Mass zulisst. Man kann
aber einen quasi-stoneschen Raum ¥ mit unendlich vielen Punkten und
einen Homéomorphismus von Y angeben, der einen irreduziblen Operator
erzeugt.

6. Wann sind alle invarianten Masse rein endlich-additiv? Nun wollen
wir uns dem anderen Extremalfall zuwenden: Wann sind alle invarianten
Masge rein endlich-additiv? Eine Antwort darauf gibt das folgende Theo-
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rem, das das Band (J, charakterisiert, wobel p die Menge aller o-addi-
tiven, invarianten Masse durchliuft:

TemoREM 3. X sei ein quasi-stonescher Rawm mit einem strikt posi-
tiven, o-additiven Mass, und T ein o-additiver Markov-operator. Das kleinste
Band J, das alle f<O(X) mit (0)-LmT,|f| = 0 enthdlt, stimmt mit dem
Band N, iberein, wobei p die Menge aller o-additiven, invarianten Masse
durchlduft.

Beweis. Fiir jedes o-additive, invariante Mass v und jedes f mit
(0)-limT,|f| = 0 gilt wegen (2),

] (1f1) = Lim [p| (Ta)f1) = lpl{(0)-Em.T, |f]) = 0,
weil wegen der Markov-eigenschaft auch |y| invariant ist. Also ist das
Band J in dem Band () J, enthalten. Angenommen, die beiden stimmten
nicht iiberein, d.h. es existiere ein 0 < ge(d,, das zu jedem f mit
(0)-lim7,]f| = 0 disjunkt sei. ¢ sel ein strikt positives, o-additives
Mass, und @, irgendein sechwach®-Héufungspunkt der Folge {Thot.
Es sel ¢, = -+, eine Zerlegung mit c-additivem g, und rein endlich-

additivem @i, und ebenso sei T%py = @, +¢; mit g-additivem ¢, und

rein endlich-additivem @5. Da @, invariant und 7' o-additiv ist, so ist

P11 = (T*‘Pz‘f“%)‘l"%
ebenfalls eine Zerlegung von ¢, wobei T¥p,+ @, c-additiv und ¢; rein
endlich-additiv ist. Also gilt
P2 = T*‘Pz‘l' Pay
wegen der Eindeutigkeit solecher Zerlegungen. Daraus folgt ¢, =0,
weil ¢, ein positives Mass mib ¢ () = 0 ist. Da nun @, ein positives,
o-additives, invariantes Mass ist, ergibt sich @,(g) = 0. Da ¢ strikt po-
sitlv, c-additiv und g, rein endlich-additiv ist, existiert nach Lemma 1
ein 0 < kb < g mit gs(h) = 0. Damit gilt sogar ¢,(k) = 0, weil
0 < (h) < palg)+os(h) = 0.
Andererseits ist @, (7) ein Hiufungspunkt der Folge {@(Tyh)}, also
nach (2)
0 < p((0)-Um T, k) < limp(Tnh) < pu(h) = 0.
Hieraus folgt (0)-IimT,h = 0 wegen der strikten Positivitit von ¢.
Es bleibt nun nocfdie Existenz eines 0 < b’ < h mit (0)-lim T,h'
=0 zu zeigen. Daﬁ_if geniigh es zu beweisen, dass zu jedem £ > 0 ein
0 < h, <k mit (0)-ImT,k, < el und @(h,) > (1—e&)p(h) existiert. Denn

fiir die Funktion b’ = A hy—j gilt
7=l

0 < (o)l Tyl < A ((0)-TimTuhems) =0,
=1

® ©
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und wegen der ¢-Additivitit von ¢ und (2)

p(h)—g0) < D) plh—hae-1) < g(h),
also ' > 0. -
Die Existenz von h, wird nun wie folgt bewiesen. Mit f = el—%
und S, = »T, gilt
f‘I_T(;'\:/lij)-'- 21\:/18,-]‘ tiir alle n,
weil
FHT(8f) = Sypaf  fiir alle 5.

Daraus folgt mit g, = V 8,
j=1

&1 2 h+g,— Ty,
also
el = hangt+gr—Tgr  fir alle n.

Aus der Ungleichung

&l = T (e1) > T (h Angs) +Tm(I—T)gs
= Tu(hangd) +m™ (I—T") g
folgt

(0)-Timp T (hAngd) < el fiir alle n.
Aus )

Vgt =V B(Tu(el— B >V Ty(ed—B) > o —(0)-im Tph = o
=N =N =1 ——

ergibt sich
V (hangt) = k.

N=1

Schliesslich gilt wegen der o-Additivitdt von ¢ fiir gentigend grosses 7,
phangt) > (1—e)g(h).

Man kann nun hangi als b, nehmen, und die Behauptung ist be-
wiesen.

Aus diesem Theorem folgt leicht

PROPOSITION 3. X sei ein quasi-stonescher Raum mit einem striki
positiven, o-additiven Mass, und T ein o-additiver Markov-operator in
C(X). Dann gelten die folgenden Aussagen:
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(A) Alle invarianten Masse sind genau dann rein  endlich-additiv,
wenn zu jedem 0 < feO(X) ein 0 < g <f mit (0)-ImTyg = 0 existiert.

(B) Bs ewistiert ein strikt positives, o-additives, invariantes Mass
genan dann, wenn aus (0)-HmT,|f| = 0 stets f =0 folgi.

Ito [2] bewies (B) neben vielen verschiedenen, dquivalenten Be-
dingungen fiir die Existenz eines strikt positiven, o-additiven, invarianten
Masses. Aus dem Beweis von Theorem 3 ist es klar, dass man in Theo-
rem 3 und Proposition 3 (0)-lim T, |f| = 0 durch (0)-Lim T, |f| = 0 ersetzen
kann. Der Ubergang von (0)-lim7,h =0 zu (o)-lim7,%' =0 im
Beweis von Theorem 3 stammt wesentlich von Tto [2]. Nach dem Ergo-
densatz (Lemma 4) kann man zusétzlich in (B) die Existenz von
(0)-im T, g fiir jedes geC(X) verlangen. Nun stellt sich die Frage: Wann
existiert (0)-Um7,f zu jedem feC(X)?

PROPOSITION 4. X sei ein quasi-stonescher Rawm mit einem sirikt
positiven, o-additiven Mass, und T ein o-additiver Markov-operator in
C(X). Dann sind die folgenden Aussagen dGquivalent:

(i) Zu jedem feC(X) emistiert (0)-LmT,f.

(i) Fir jedes o-additive Mass o normkonvergiers die Folge {Tno).

Beweis. Hs sei (i) erfiillt. Nach (2) findet die schwach*-Konvergenz
der Folge {The} fiir jedes positive, o-additive Mass ¢ statt, also fiir jedes
o-additive Mags, weil es sich als Differenz von zwei positiven, o-addi-
tiven Massen darstellen lisst. Die Normkonvergenz ergibt sich aus Lem-
ma 2, und (ii) ist bewiesen.

Nun sei (ii) erfiillt. y bezeichne den Normlimes der Folge {Th¢},
wo ¢ ein strikt positives, ¢-additives Mass ist. Offenbar ist o ein posi-
tives, o-additives, invariantes Mass. Zu jedem feCU(X) existiert mnach
Lemma 4 (o0)-imPT,f, wobei P die Ji entsprechende Projektion ist.
Da wegen (4)

P((0)- Tm T,f— (o) im T, f) = 0)-lim PT,f— 0)-UmPT,f = 0

gilt, gehort die Funktion
g = (0)-ImTpf— (0)-lim T, f

zu dem Band oJ,. Mif (3) kann man leicht zeigen, dass T = ¢ > 0. Dann
ist die Funktion b = \/ I™g invariant und gehért zu dem Band J,. So
n

ergibt sich
¢(h) =limg(Tyh) = p(h) = 0,

also k=g = 0 wegen der strikten Positivitit von ¢. Dieg besagt aber
die Existenz von (0)-LmT,f, und (i) ist bewieseq,
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