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Let = be the natural homomorphism of B onto B/E. The proof of
Lemma 2.2 gives the continuity of the involution in B/E. Therefore
7 (Up) & 70 () — (w) = im(v). Hence sw(u—u,) — 0, where w(u—wu,) is
self-adjoint in B/R. Formula (2.3) then shows that T¥[m(v—u,)]— 0.
Consequently T(u,) ~ T(u). Likewise T'(v,) - T(v).

2.6. ConoLLARY. Let E be a B*-algebra. Suppose that, for some inte-
ger ny, T(R") =0 in B for all heH. Then T 4s continuous. ‘

Proof. Let u,veH. Then ([1], p. 15)

1T (" + 2" = |7 (")

and we may apply Theorem 2.5. In particular, if f is any linear functional
on B with f(h%) = 0 for all heH, we have f continuous.

Theorem 2.5 shows the continuity of 7' in other situations as well.
Let S denote the cone in B consisting of all finite sums of the form 3'73,
where each %;eH. Let T be a linear map of B into L([0, 1]), say. Then T'
is continuous if 7T'(g) > 0 almost everywhere for each geS.
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Uber nukleare Folgenriume
von

GOTTFRIED KOTHE (Frankfurt — College Park)

T. und Y. Komura haben in [1] bewiesen, daf jeder nukleare
Raum eingebettet werden kann in einen Raum (), s der Raum der schnell
fallenden Folgen, A eine geniigend groBe Indexmenge. IThr Verfahren
148t gich fiir nukleare Folgenriume so vereinfachen, dal gleichzeitig
eine zusitzliche Einsicht in die Struktur der nuklearen Folgenrdume
gewonnen werden kann.

Es sei P eine Menge von Folgen a = (a,) > 0 (d.h. alle a, > 0) mit
den Eigenschaften: a) zu jedem n gibt es ein aeP mit 4,50, D) P ist ge-
richtet, d.h. zu o®,...,a™ in P gibt es stets ein acP und ein M >0
mit a® < Ma, dh. off < Ha, tir alle i und 2.

Fiir gegebenes P ist A(P) der Raum aller Folgen » = (&,) mit Pal)

= 3 ty|@n] < oo fiir alle aeP. Die po(e) sind die Halbnormen der auf A(P)

R=1
definierten Topologie 7.

Tst M eine Menge von Folgen b = (b,), so besbeht die normale Hiille
von M aus allen Folgen ¢ = (y) mib |y,| < |bal, fir alle » fir ein geeig-
netes bel. Bine Menge heift normal, wenn sie mit ihrer normalen Hiille
zusammentéllt.

Bezeichnet A’ die normale Hiille der Menge, die aus allen positiven
Vielfachen der Folgen aus P besteht, so ist A’ ein linearer Folgenraum.
Aus der Definition von A(P) folgt, daB A(P) gleich (A")" ist, dem o-dualen
Raum zu A’ (vgl. [2], §30). A(P) ist also ein vollkommener Folgenraum.

o

Da fiir ein « = (u,) aus A’ stets 3 [tt] ) << 00 fiir jedes # aus A(P) gilt,
N=1

ist 4’ ein normaler Teilraum von 4% braucht jedoch nicht mit A° zusam-
menzufallen. Die Topologie T von A(P), die auch durch alle pp(2), b >0,
aus A’ erzeugt werden kann, isb also im allgemeinen schwicher ?,ls die
durch die positiven Elemente aus i® definierte normale Topologie. )
Wie in [2], § 30, 4. () ist A(P) als projektiver Limes der durch die
einzelnen @ aus P definierten vollstiindigen Riume 2, darstellbar, also
vollstéindig in der Topologie T (vel. [2], §19, 10. (2)). SchlieBlich ergibt
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21, § 22, 6. (3), daB der duale Raum zu A(P)[T'] mit dem eben definierten
Raum 4’ zusammenfallt.

Nach Grothendieck-Pietsch (vgl. [3], S.88) ist A(P) genau dann
nuklear, wenn es zu jedem & >0 in A’ ein b > 0 in A’ gibb mit a, < by,

und Yt, = M < oo, also ¢ = (t,) in I"
n=1

Es sei nun A(P) ein nuklearer Folgenraum und a, b,? wie eben. Wir
setzen voraus, daf a,7%0 fir alle n =1, 2,... gilt. Ordnet man die

absteigend, % =1, =..., so gilt ¢, < Y6 /k= M/k Bs gibt also
= n=1

eine Permutation =(k) = j;, der natiirlichen Zahlen, so daf t.x < M/k
fiir alle k& gilt. Aus a, < by, folgt daher b,y = an(k)k/M . Da mit b
auch Mb in 2’ liegt und A’ normal ist, liegt anch die Folge (ka.p) in A';
diese Bezeichnung ist hier und im folgenden so zu "verstehen: das z(k)-te
Element der Folge ist ka.py. Da = eine Permutation der natiirlichen
Zahlen ist, sind die Glieder der Folge fiir alle natiirlichen Zahlen als In-
dizes definiert.

Damit sieht unser Ergebnis so aus: Es gibt zu o > 0 in 1’ eine Per-
mutation =;, so daB die Folge a™ = (ka,,) ebenfalls in A’ liegt. Dies
ist der Fall p =1 des folgenden Satzes:

(1) Bs gibt eine Permutation n™, so daf mil a auch die Folge (k' a,w)y)
in A’ lieglt, p > 1 eine vorgegebene natiirliche Zahl.

Durch Wiederholung des obigen Schlusses finden wir Permutationen
Ty .oy mp und Folgen a®,...,a® in 1, so daB a!) = (kalyy)) in 2 ist
fiir r=2,...,p. Wir definieren nun die Permutation =™ durch die
folgende Anordnung der natiirlichen Zahlen

(1), wa (L) ouvy p(d)y ooy wa (), Wy(0), onvy 7wp(m), ..oy

wobei sich wiederholende Zahlen wegzulassen sind. Wir bemerken, da8
a®(pn-+1), 1 < 1< p, als Vorgéinger mindestens alle m;(j) mit § =1, ..., p
und j < » hat. Das Glied @) pny7) der Folge a ist also keines der Aoty s
vy Oy nye Dann ist aber (n+ 1)”’»(@)(11714-1) < a/(lzz)(P)(zzn+Z)- Wiederholung
des Schlusses ergibt (n-- 1)pan(p)(m ) < aﬁp)[,m_l_l) fir alle n=1,2,...
und 1 <7< p. Daraus folgh

(pn+1) P atoyon 1y < (P (B4 1)) tatorgn sty < 2F am)pngyy

oder, einfacher geschrieben, ¥”a.tip <p"a®wyy, & =1,2,...
Dies ist aber, da o’ in dem Raum 1’ und p” eine Konstante ist, die
Behauptung.

(2) Fs g’L‘bt sogay eine Pe?’/ﬂutat’l:o’ﬂ 7T, 80 da/? alle Folge”b (70”0/ ]()
. e (k)]
P = 1,_13,.-., m A l’&ﬂgeﬂ.
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Es seien nach (1) z®,s®, ... Permutationen, so dag die Folgen
(X aatmygy) in A" liegen. Die Permutation & wird nun durch die folgende
Anordnung der natiirlichen Zahlen definiert, wobei sich wiederholende
Zahlen wieder wegzulassen sind:

al(1), (1), 2 (2), =¥ (@), 29(1), 2(2), 2 (3), a8 (3), 2(3), ...

(das Prinzip wird sofort klar, wenn man die =®(j), i,j=1,2,..., als
Elemente einer Matrix auffaft).

Wir behaupten, daB fir m = p24+1,p2+2, ..., stets m™ a,m <
< 1P tao)y ilt, Wobel m(m) = 2’ (n) ist. Da die Folge (n”a.@)y) nach
Voraussetzung in 4’ liegt und es auf die 2 Glieder mit den Indizes =(1),...
...y m(p?) nicht ankommt, liegt anch die Folge (m™* agm) in 4’. Durchliutt p
alle geraden Zahlen, so folgt daraus die Behauptung.

Zum Beweis iiberlegen wir uns, durch welche der Zahlen #®(n)
dié ww(m) mit m > p® dargestellt werden. Ist m > p2, so liegen nach Kon-
struksion von x alle natiirlichen Zahlen, die durch ein =™ (n) mit n% < m
dargestellt werden, links von x(m). Also ist z(m) ein = (n) mit » = Vm.
Daraus folgt m?* < n’ wnd ™ tapmy = WP @atng < 07 as0)m). Damib
ist (2) bewiesen.

(2) besagt, daB A’ mit a > 0 einen Teilraum 2’(a) enthélt, der durch
die Permutation » und die durch (dapy, G, ...) = (1,1,...) erklirte
Diagonaltransformation in den Raum s’ iibergeht, den dualen Raum von s;
s ist der durch die Folgen s® = ("), p = 1,2, ..., erzeugte Stufenraum.

Unsere Uberlegungen gelten unter der Voraussetzung, daf alle
Koordinaten von & von Null verschieden sind. Ist a >0 beliebig in ',
so zerfillt die Menge N der Indizes in M (a) und N (a), wobei N (a) alle n
enthilt mit a, = 0. Ist M(a) unendlich, so wenden wir unsere Uberle-
gungen auf die auf M(a) als Indexmenge beschrénkten Folgen an und
erhalten einen Raum A’y (a), der durch eine Permutation von M(a) und
eine Diagonaltransformation in &' iibergeht. Schlieflich bezeichne ¢(a)
den Raum der auf N (a) erklirten Folgen mit nur endlich vielen von Null
verschiedenen Gliedern. Dann enthilt 2’ den Teilraum A'(a) = 'y ()@
®e(a) fir jedes o 3> 0. Ist M(a) endlich, so setzen wir A (a) = ¢. Damit
ergibt sich

(3) Ist A(P) ein nuklearer Folgenraum, so ist X' = aL>J01’ (a); dabei durch-
liuft a die a >0 aus A’ und A'(a) ist gleich @ oder gleich Ay (a) D e(a),
wobei Ay () ein auf M(a) definierter Folgenraum ist, der durch eine Permu-
tation wnd eine Diagonaltransformation aus s’ erhalten werden kann.

Bs ist klar, daf man nicht alle ¢ >0 aus 2’ zu nehmen braucht;
e geniigt ein gerichtetes System ao S0 da8 zu jedem ¢>>0 aus A’ ein a,
mit o < Ma, existiert, also etwa das definierende System P selbst. Wir
nennen ein solches System ein Fundamentalsystem in 1.
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Wie wir oben sahen, ist 2 = (1')", also gilt A = (U A(@))" = ﬂ (2 (@)

Setzen wir (l’(a))’“ = A(a) und beriicksichtigen wir ¢° = o und (s ¥ =s,

80 erhalten wir
(4) Jeder nukleare Holgenraum A(P) hat die Darstellung A = ﬂl(a);

dabei durchliuft a > 0 ein Fundamentalsysiem in A und A(a) ist glewh )
oder gleich Ay(a)® o(a), wobei Axy(a) ein auf M(a) definterter Folgen-
rawm ist, der durch eine Permutation und eine Diagcmaltmnsfor-matimz
aus s enisieht; o(a) ist der auf dem Komplement N(a) von M (a) erklirte
Raum aller Folgen.

Die Topologie 7' von 1 ist die des projektiven Limes der A(a), wenn
deren Topologie die normale Topologie ist.

Bs ist ein recht tiefliegendes Ergebnis der Theorie der nuklearen
Réume, daB der stark duale Raum eines nuklearen (ZF')-Raumes
wieder nuklear ist. Fiir Folgenrdume ergibt sich dieses Resultat
sehr einfach.

(5) Ist A(P) ein nuklearer Folgenrawm, B eine beschrinkie Teilmenge
von A, so liegt B in der normalen Hille eines Hlementes von A.

Die normale Iiille einer beschréinkten Teilmenge eines vollkommenen
Raumes ist wieder beschrinkt ([2], S. 416), B kann also als normal und
abgeschlossen angenommen werden.

Setzt man g, = sug[mn], 50 ist gne,eB, e, der n-te Hinheitsvektor.

e.

Definiert man ¢ = (p.), so liegt die Menge B offenbar in der normalen
Hiille von p. (5) ist daher bewiesen, wenn wir pel zeigen.

Seien a,b in 1’ wie im XKriterium von Grothendieck-Pietsch. Aus
der Beschmnkthelt von B und gneneB folgt [bnon] < M < co. Dann ist

aber Z‘ U n < 2 batnOn \MZ’ 1, < oo, also gel
Te=1
Da.raus folgt soforb

(6) Ist A(P) nuklear, so ist der stark duale Rauwm von 1 identisch mii A,
verschen mit der normalen Topologie.

(1) Ist A(P) nuklear wnd metrisierbar, so ist der stark duale Raum
gleich 2% und nuklear.

Die Voraussetzung, daB A(P) metrisierbar ist, besagt, daB A(P) ein
gestufter Raum ist. Dann ist aber nach [2], S. 422, der duale Raum A
identiseh mit dem a-dualen 2% Nach (6) ist die starke Topologie auf A*
die normale Topologie, gegeben durch 1. Der duale Raum zu A® ist dann
aber nach [2], § 30, 2. (4) gleich 1 = A. Nach dem Kriterium von Grothen-
dieck-Pietsch geniigt es also zu zeigen, daB zu jedem » in A ein y in 2 exis-

tierty so daBl @, <yut, und Y't, < co gilt.
N=1

icm°®
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Sei a® < a® < ... eine Folge positiver Elemente aus 4%, deren zuge-

horige Halbnormen die normale Topologle auf 1 definieren. Nach (1)
gibt es Permutationen »® der M (a®), so daB die Folgen (n'a’y &z)(n)) in A%
liegen. Wir ordnen die Zahlen #®(n) nach dem Verfahren im Beweis
von (2) in eine Folge z(m) um; = definiert dann eine Permutation aller
natiirlichen Zahlen. Wir erhalten wie m( ), daB fiir m = 4241, 4242, .

vy 0l =0 ist oder m2dl (”()m) <t a1(p)(n) gilt. Daraus folgt daB a]le
Folwen (m*a,‘,’{)n)) 2=1,2,..., in i liegen.

00

Liegh nun @ in 4, 50 ist Y'm2ally |#qm| < oo fiir alle p, also liegt
Me=1

(M2 @ppmy) in A Wegen 3'1/m?< oo ist dies unsere Behauptung.
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