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Correction a mon travail intitulé
“Une idée concernant la majoration numérique
de la solution du probléeme de Neumann
relatif a I’équation de la chaleur” ()

par G. ADLER (Budapest)

Dans le § 3 du travail en question j’ai distingué les cas des domaines
“croissants” et ‘‘décroissants” comme des cas essentiellement différents.
J’ai apercu plus tard que ces ne sont que des cas spéciaux d’un seul cas
plus général qui peut an fond étre traité sur le modele du théoréme 2
du § 3. L’idée de distinguer les deux cas est la conséquence d’une erreur
qui se trouve dan§ la démonstration du théoréme 1. Mon attention a été
attirée sur cette erreur par M. Piotr Besala.

Le théoréme général se démontre comme il suit. (On utilisera les
notations et les résultats du travail originel sans les répéter ici.)

THEOREME. Supposons que
1° la fonction u(x,1)
(i) satisfasse a U’équation (1) dans D,
(ii) admette la dérivée dujex continue dans D,
(iii) admelte les dérivées Pufox®, o*uloxdl, e2ufotox continues dans D;

20
oﬁignr_rl(t) > mingp () [H}Y?Xp(m) max [6:(t) —&1(0)] +

D
+max p(z) max |§(1) —&(0)[] (%) .
s o<t<T

() Annales Polonici Mathematici 17 (1965), pp. 119-128.
(*) 8i la condition 2° n’est pas réalisée, mais si I'intervalle 0 < ¢ < 7 peut étre
divisé par les points 0 =T, < T, < T, < ... < Ty = T de telle facon que

1
min [{t) > — — [maxp(x) max t)—E(T
ot (t) Hynp(wl[):n 54\ T‘{Kn“l&() E(TY)|+-
iy

“+maxp(z) max |[§(t)—&(T)!],
Zog Ti<it<Tiy1
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Alors (3)

m < max| max (t)(aM + B);
o<t<T

2MTmaxk(x)+ !,mmp(:v ) max I($)2(aM + B)+Q+F(T)

£1+£z D osth

mmp(w) min (¢ Zmaxp () max |&i(t) —&:i(0)!

D o<I<T i=1 X o<

Démonstration. Soit (z*,?*) un point du domaine D ol la fonc-
tion |u(x,t)| prend le maximum de ses valeurs prises dans D:

le(z*, t*) =m, (z*,t*)eD.

Si la fonction z(z) = u(z, t*) s’annule dans lintervalle &(#*) < ax < &(t%),
alors la majoration suivante est évidente:
m < MU(t*) < (aM +B) max [(t) .
o<IST
Si la fonection z(x) ne s’annule pas dans Dintervalle én question, alors

supposons-la positive sans restriction de la généralité.
Etant donné que u(x, t*) est supposée positive, on aura

m= u(x*, t*) [= max w(r,t")],
HU)<T<EEY

et u(x, t*) peut étre minorée de la fagon suivante:
u(x, t*)y = m—je—x*| M [E() <a < &)

On en obtient, par un calcul élémentaire,

) ’
@) [ wle, t)de = L)y m— 3 I {[2" — £ P +[E() —2* )
£,(1*)
> ml(t*) — L MI(t*)2 > m min [(t) —} M max [(1)?
o<i<T o<i<T

ol
=D n[(Ty <t € Tuy)X (—00 < T < Fo00)],
Zy =0 [(Ti st € Ty )X (—o0 <z < +o0)],
Zy =0 [(Ty st € T X (o0 <3 < +o0)],

alors la majoration de m peut étre établie graduellement, en progressant de Di i Diss.
(* Ici a et B sont les deux constantes introduites 4 la fin du § 2.
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Intégrons 1’équation (1) par rapport & = de £(f) & &£,(¢) en tenant ¢
fixe:

Ez( ) . §a(t) é2(f)

aa:[k )3 ]dm: [k(w)iu-' =8O _ f p(w)aa—c;d:c—J flz, t)dx

ox -
az=ah £t

En intégrant cette équation par rapport & ¢ entre les limites ¢t = 0
et t = t*, nous obtenons (4):

FAd

ou =
f [k(a));E dt
: 0T Jz=t:t)

&)

N sx(i') Ez(f‘) §2(¢) e Ez(l)

_ oU 3\ dr —
—f{[ +f] tdwdt J flz, t)ydxdt
0 e aim &0 o &)
£106%) £40%)
= [ p@lule, &'@) —ule, 0|+ [ p@u@, *)—ulz, 0)dz-
£(0) )
£2(0) 0
+ J p(w)|u(m,52"1(m))—u(w,0)]dz—fJ f(z, tydadt
£2(L%) 0 &18)
1* &2 fl(f‘)
_Q_fj f(:v,t)drcdt—}—J p@)ufz, & @) dr
0 &{t) £(0)
£(0) £a(t%)
+ | p@uie, &' @)azt [ p@ue, )i,
£alt®) &)

Les intégrales qui figurent dans cette équation peuvent étre majorées,
respectivement minorées, de la maniére suivante:

t‘
z=£2(0)
J [k( )a“] @t < 2max k(z)Mt* < 2MTmaxk(x);
H cx x=£{1) )4 Zs PR X
en vertu de (a) et du fait que u(x, t*) est positive:
£20t%)
p(z)u(x, t*)dz > minp(z)[m min I(t) —3 M max L(1)>);

&1(6%) D o<I<T o<i<T

®Ht= E,T’(a:) (i =1,2;) dénote l'inverse de la fonction z = &(f). Pour obtenir
une fonction univalente elle est définie par la relation

§'(x) = mint.
&illy=x

Il est facile de vérifier que le changement de 'ordre des intégrations par rapport a r
et ¢ est légitime.

Annales Polonici Mathematici XXI 4



50 G. Adler

£1(0)
P@u(z, & '(#))de < maxp(z)m max [&(1) —&(0)];
5 I LT
S(t%)
[ p@ulz, &\(2)dr < maxp(@)m max [£(t) —£(0)] .
£2(0) L o<U<T
En substituant aux termes figurant dans (b) les bornes supérieures re-
spectivement inférieures ci-dessus, on obtient 1’inégalité a démontrer.
Remarque. Si
lim I(t) =0,
t—>To—0
c’est-a-dire si Pintervalle se contracte 4 un seul point pour {7, la con-
dition 2° ne peut pas étre satisfaite et le théoréme perd son sens. L’exemple
donné dans la remarque & la page 126 du travail originel montre que ce
phénomeéne est une caractéristique essentielle du probléeme traité.

Regu par la Eédaction le 21. 4. 1967



