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ACTA ARITHMETICA
XV (1969)

Ternire und quaterndre quadratische Formen
und Quaternionenalgebren

von

M. PrrERS (Basel)

Einlejtung. Die Arbeit untersucht Zusammenhinge zwischen Gittern
in metrischen Réumen R iiber algebraischen Zahlkérpern X und Ordnun-
gen o in den zu den Réumen gehérigen 2. Clifford-Algebren C,(R).

Die metrischen Réume werden durchweg als halbeinfach vorausge-
setzt, d.h. es sei 4(R) 0, wobei 4(R) die so definierte Quadratklasse

n(n—1
in K ist: A(R) = (—1)(Tll(t,,Ly)|, wenn i, ..., &, eine Basis von R ist.
Die C(lifford-Algebra C,(R) eines terniren Raumes R ist eine
Quaternionenalgebra iiber dem Grundkérper K; fiir einen quaterniren
Raum R ist Oy(R) eine Quaternionenalgebra iiber K (I/ZI), wenn 4
= A(R) +1, andernfalls eine direkte Summe von zwei isomorphen

Quaternionenalgebren iiber K.

Aus diesem. Sachverhalt ergeben sich Beziehungen zwischen terniren
bzw. quaterndren Gittern und Ordnungen in Quaternionenalgebren,
deren Untersuchung den Kern (§§1,4,5) dieser Arbeit bildet. Die
Ergebnisse dieser Untersuchung lassen sich in definiten Réiumen auf
explizite Berechnungen von XKlassenzahlen, Mafen und Spuren von
Anzahlmatrizen anwenden, wie in §§ 6-9 der Arbeit ausgefiihrt wird.

Die Terminologie schlieBt sich an [5] an; die Ubertragung der dortigen
geometrischen, begrifflich fundierten Sprechweise in die Klassische,
algebraisch formale Matrizenschreibweise findet sich fiix den rationalen
Zahlkrper ¢ ansfithrlich bei P. Fuchs in [20], S. 199 £f. Die vom [blichen
abweichende Geschlechtsdefinition in [5]wird in § 2 untersucht (s. S.336 £.);
es zeigen sich keine Abweichungen

a) bei ungerader Dimension von R und

b) bei definiten Ridumen gerader Dimension fiber dem rationalen
Zahlkérper @; insbesondere gehoren hierzu alle in dieser Arbeit wesent-
lichen Félle.
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Der Inhalt der einzelnen Paragraphen ist folgender:

In §1 werden Beziehungen zwischen Klassenzahlen von ‘‘Gitter-
komplexen” (verallgemeinerten Idealkomplexen, s. Def. 8. 333) und
Anzahlen von Isomorphietypen von Ordnungen hergestellt, und zwar bei
beliebiger Raumdimension nur grobe Ungleichungen, bei Dimension 3
jedoch Gleichungen und bei Dimension 4 enge Schranken, die fiir
ungerade Idealklassenzahl h, des Grundkorpers zusammentallen.

Die Anzahl der Geschlechter in einem Idealkomplex wird in §2
bestimmt: bei ungerader Dimension enthilt ein Idealkomplex %, Ge-
schlechter (B, ist die Idealklassenzahl des Grundkorpers K), und jedes
dieser Geschlechter zerfiillt in die gleiche Anzahl von Ahnlichkeitsklassen;
Dbei gerader Dimension und Raumdiskriminante 4 (k) =1 und ungera.
dem h, ist es ebenso; bei 4(R) ?f 1 14Bt sich zwar die Anzahl der Ge-

schlechter im Idealkomplex angeben (Satz 6), iiber die Klassenzahl der
einzelnen Geschlechter 148t sich aber — jedenfalls bei definiten Réumen,
die hier vor allem interessieren — wenig aussagen.

In §3 werden einige Hilfsséitze tiber Quaternionenalgebren vorweg-
genommen, in §§ 4 und 5 werden die Zusammenhinge ternirer bzw. qua-
ternirer Gitter in B mit den Quaternionenordnungen in O, (R) untersucht.

In den §§ 3-5 sind viele Schliisse und Aussagen von lokaler Natur;
im Falle der terniren Gitter wird so der begriffliche Hintergrund der
Rechnungen in der Theorie von H. Brandt ([1]) deutlicher, und der
Giiltigkeitsbereich der Aussagen wird grofer.

Die Resultate des ternfiren Falls bestehen

1) darin, daB die zu terniiren Gittern gehorigen Ordnungen der
Clifford-Algebra gekennzeichnet werden; es sind nimlich genau diejenigen
Ordnungen der Quaternionenalgebra, deren Diskriminante gleich ist
der Stufe (im Sinne von Hecke, ([12], S. 845)) der Normenform der
Ordnung (genauer s.S. 340 £. und Sitze 7 und 8). Dieses Resultat findet
sich schon in [18], Kap. I, unsere Behandlung bringt aber starke Ver-
einfachungen.

2) darin, daB sich auf Grund der Ergebnisse von §1 Anzahlen von
Ahnlichkeitsklassen von Idealkomplexen in R durch Anzahlen von Iso-
morphietypen von Ordnungen in O,(R) ausdriicken lagsen; speziell ergibt
sich, daf die Anzahl der Ahnlichkeitsklassen eines terniren Geschlechts
in R mit reduzierter Determinante 2q bei gquadratfreiem ¢ gleich ist der
Anzahl von Isomorphietypen von Ordnungen des “Grundideals” g (Def.

8. 8. 340) in C,(R).

Im quaterniren Fall in § 5 schrinken wir uns auf Riume R mit
4(R) ?2&1 iiber dem rationalen Zahlkbrper @ ein. (Der Fall 4(R) 5 1,

wo die Clifford-Algebra direkte Summe zweier Quaternionenalgebren

i=m®
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ist, verlangt andere Betrachtungen und ist schon vielfach behandelt
von H. Brandt ([1]) und von Schiilern von v.d. Waerden (5. die Arbeiten
von G. Aeberli und H. Gross in [20]).)

In dem von uns behandelten Fall ist ¢,(R) Quaternionenalgebra
iiber Q(l/ 4); es werden deshalb diejenigen Gitter charakterisiert, deren
zugehorige Ordnung die Maximalordnung I y3 von Q(I-’/Z) enthilt. Diese
Gitter werden ‘‘quasiquadratfrei” genannt, weil sich zeigt, daB sie im
wesentlichen iibereinstimmen mit den Gittern I “2.Art” (d.h. die
dyadische Frweiterung 3J, besitzt keine Orthogonalbasis) mit einer
reduzierten Determinante, die gleich ist der Korperdiskriminante von
Q(]/J), also bis auf einen moglichen Faktor 4 quadratfrei ist (genauer
5. Satz 10). Fiir diese quasiquadratfreien Gitter 2. Art ist die zugehirige
Ordnung der Clifford-Algebra eine Maximalordnung, und es stellt sich
bei anisotropem R eine umkehrbar eindeutige Zuordnung der Ahnlichkeits-
klassen der Gitter zu Isomorphietypen dieser Maximalordnungen heraus;
in genauer Formulierung lautet das Hauptergebnis des § 5: Die Anzahl
der eigentlichen Ahnlichkeitsklassen eines Idealkomplexes von quasi-
quadratfreien Gittern 2. Art ist gleich der Anzahl der Isomorphietypen
der Maximalordnungen derjenigen total-definiten Quaternionenalgebra
iiber Q(I/-A ), die an allen endlichen Primstellen zerfallt.

Dieser Zusammenhang wird in § 6 fiiv die Berechnung der Klassenzahl
von Idealkomplexen verwertet: Die Anzahl der Isomorphietypen der
Ordnungen mit quadratfreiem Grundideal fiir total-definite Quater-
nionenalgebren iiber total-reellen Zahlkérpern entnehmen wir [6]; die
dortigen Ergebnisse miissen etwas erweitert und in einem Punkt korri-
giert werden. Die Berechnung der Typenzahl beruht im wesentlichen
aut der Berechnung von Spuren gewisser Anzahlmatrizen, welche in [6]
vorgenommen ist; wir benutzen in §8 die Gelegenheit, die Berechnung
der Spuren von Anzahlmatrizen ternirer und quaternirer Idealkomplexe
(unter gewissen Binschrinkungen) auf die nach [6] bekannte Bestimmung
von Spuren von Anzahlmatrizen zu Quaternionenalgebren zuriickzu-
fithren; im einzelnen s. § 8. Vorber, in § 7, werden Minkowski-Siegelsche
MaBe von ternfiren und quaterniren Gittergeschlechtern unter dort
aufgefithrten Einschrinkungen auf MaBberechnungen in Quaternionen-
algebren zuriickgefithrt; letztere MafBle lassen sich einfach explizit aus-
rechnen ([6], § 4).

Am SchluB, in § 9, werden Klassenzahlen und MaBe in einigen einfa-
chen Féllen (bei Grundkérper @ und Q(V 4)) explizit ausgerechnet, und zur
Tlustration werden Tabellen aufgefiihrt, zu deren Verstindnis s. 8. 360 ff.

§ 1. Gitter und Ordnungen. R sei ein halbeinfacher metrischer Raum
iiber einem algebraischen Zahlkérper K, dessen Klassenzahl mit &,
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bezeichnet werde. Die Maximalordnung (Hauptordnung) von K sel [
Die zu den Primstellen p von K gehorigen lokalen Hilllen werden durch
Anhingen des Index p bezeichnet.

Gitter I in R sind endliche 7-Moduln vom Hochstrang. Invariante
einer Gitterisomorphieklasse ist die Norm #(J). Ox(E) ist die 2. Clifford-
Algebra des Raumes k. Unter einer Ordnung o in 0,(R) wird ein endlicher
I-Modul vom Hochstrang verstanden, der gleichzeitig Ringstruktur
hesitzt und das Binselement enthilt.

Die Zusammenhinge zwischen Gittern in B und Ordnungen in Cy(R)
sind im Fall dimR = 2 weitgehend geklirt, s. [5], § 14. Dort wird ferner
fir dim R > 3 gezeigt:

SaTz 1. Bs sei ein Qitter S in R gegeben; dann bilden alle endlichen
Summen von Klammersymbolen

a(fl) ey 52")

eine Ordnung o = o(3J) in Cy(R). Dabei gilt:
() Zu dhnlichen Gittern gehoren isomorphe Ordnungen:

I~ F = 0(J) == 0(J).

mit £, n(I)77| acK

(b) Durch die Ordnung ist das Gitter in folgender Weise festgelegt:

o(3) =o(I) = I =mI  mit einem Ideal m in K.

Bine Ahnlichkeitstransformation (Ahnlichkeit) £ von R (das ist
eine lineare Abbildung, bei der sich die quadratische Form mit einem
festem skalaren Faktor n(X) multipliziert) liefert einen Automorphismus
8§ von O,(R) vermittels

(€1 evey Ezr)s =N (Z)r(z_l TRy 2_1§27)'
X heiBt eigentlich, wenn das Zentrum von C,(R) bei 8 elementweise
fest bleibt. Bin solcher Automorphismus von C,(R) ist bekanntlich ein

innerer; also existiert zu eigentlichem X ein bis auf einen Faktor aus
dem Zentrum eindeutig bestimmtes T'(ZX)eC,(R) mit

1 W(EV(ZT &y ey T Ea) = (D) by ooy &) T(Z)-

Damit gilt (vergl. [5], §14).
Sarz 2. Ist X eine eigentliche Ahnlichkeit und I ein Gitter in B, so
gilt fiir jedes X gemdfp (1) darstellende Element T(Z) von COy(R):

0(ZF) = T(Z)o(I)T(E) .

Im folgenden bedeute: ~ eigentliche Ahnlichkeit (bei Gittern oder
Réumen),

: o~ innere Isomorphie (bei Ordnungen oder
Algebren).

i=m®
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Wo Verwechslung ausgeschlossen, sprechen wir kurz von “#hnlich”
bzw. ‘“‘isomorph” ohne Zusatz.
Es ist jetzt die Aufgabe gestellt, ausgehend von Satz 1 und Satz 2
Anzahlbeziehungen zwischen Ahnlichkeitsklassen eines Idealkomplexes
in einem Raum R mit durchweg dimR > 3 und Isomorphietypen in der

“Clifford-Algebra herzustellen. Die Uberlegungen dieses Paragraphen

sind noch so allgemein, da8 man statt Idealkomplexe “Gitterkomplexe’
zu Grunde legen kann (diese Verallgemeinerung findet Anwendung in § 4):

DerINITION. Eine Menge M von Gittern J in R, die aus einer end-
lichen Amnzahl k von Ahnlichkeitsklassen besteht und die mit S auch aJ
enthilt fiir beliebiges Ideal a in K, heiBe Gitterkompler M. Die Menge

(M) = {o(I)| T

in Cy(R) heile der zu I gehérige Ordnungskomples o(IM).

Sarz 3. Die Anzahl m der Isomorphietypen eines Ordnungskomplexes
o(M) ist endlich und steht zur Anzahl k der Ahnlichkeitsklassen des zugrun-
deliegenden GQitterkomplexes M in folgender Beziehung:

@)
(3)

wobei hy die Anzahl der Idealklassen von K wvon wungerader Ordnung
bezeichnet.
Beweis. Aus Satz 1 (a) folgt die Endlichkeit von m und die Unglei-

chung %> m. Aus Satz 1(b) erkennt man, daB die Ungleichung {(2)}

k= hym, wenn dimE ungerade,

k> hom, wenn AimR gerade,

(3)
bewiesen ist, sobald a; 3 fiir L= Loy h‘,’ (wobei 1y eees Ong L gy Repra-
t=1,..., 1k U1y oeey Qprg
Idealklassen

sentantensystem. der { von K) als

Idealklassen von ungerader Ordnung
paarweise nicht dhnlich nachgewiesen sind. Wir zeigen jeweils:
ais Nais =>'l: =j.
Aus 0; 3 = X(q;J) folgt durech Normbildung fir die Gitter:
a = n(Z)aj.

1) Wenn dimR ungerade, so ist nach [5], §23: n(X) = %t K.
Daher folgt o; = ta;, teK, also i =j.

2) Wenn dimR gerade, so sind nach obiger Voraussetzung a;, g
von ungerader Ordnung. Also folgt aus

(%) = n(Z)eK wiederum ¢ = j.

)
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Fiir spatere Anwendung notieren wir das Jedes Quaternion 7, fiir welches =" existiert, stellt nach [5], S. 29
KoROLLAR. In den Fillen (4) {einen eigentlichen Automorphismus A dar, sogar bei beliehigem

1) dim B ungerade,
2) dim R gerade, h, ungerade
gilt: .
3 ~ a3 = a Houplideal.
Zusarz. In diesen Fillen gilt sogar:
3, ~ a5, = a Hauptideal,

wenn n(Ty) = n(Z) n(Is) fiir ein X richtig ist.

Idealverwandte Gitter mit dieser Eigenschaft nennt Richler ([5],
§ 19) halbverwandt; es handelt sich um eine Vergroberung des Geschlechts-
Dbegriffs. Diese Bemerkung wird beim Beweis von Satz 5 angewandt.

Fiir ternire und quaternivre Gitter findet man auf Grund der be-
sonderen Struktur der Clifford-Algebren auch eine obere Schranke fiir k.
Das Ergebnis lautet: ‘

SATZ 4. Bei Benutzung der Bezeichnungen von Saiz 3 gilt:

1) k= hym fiir dimRE = 3,

2) hgm <k <hym fiir dimR =4, insbesondere k= hym fiir un-

gerades hg, bei anisotropem E.

Beweis. In beiden Fillen 1), 2) zeigen wir

LEMMA. Wenn 0(3) und o(R) isomorph sind bei terndren oder quater-
niren Gitiern S, R, so existiert eine Ahnlichkeit X mit:

a3 = IR/  mit einem Ideal a in K.

Aus dem Lemma folgt Satz 4 so:
Das Lemma besagt zusammen mit Satz 1:

0(3J) = o(]) » aTI ~ K.

Seien o(%;) (j =1, ..., m) Reprisentanten der m Typen von o(I)
Dann gilt fir beliebiges KeDi:

K ~al;, @A<j<m) fir gewisses jo,a.

Weiter ist a = fa;, (1< 4y < h) fiir gewisses 4,. Demnach ist & ~ a, S,
(L<jo<my 1< iy < hy). Also ist k << hym. Aus Satz 3 ergibt sich dann
Satz 4. .

Beweis des Lemmas: 1) dimR = 3. Die Clifford-Algebra Cy(R)
ist eine Quaternionenalgebra @. Die Voraussetzung des Lemmas besagt:
a(3) = 7-0(R) 7! mit ved.

Grundkoérper mit von 2 verschiedener Charakteristik.
Also ist T = T'(A); andererseits ist nach Satz 2:
0(AR) = T(A)o(R)T(A)™.
Demnach ist 0(AR) = o(J) und daher nach Satz 1 (b)
AR = a3 mit einem Ideal o in K.
2) dim R = 4. Die Clifford-Algebra C,(R) ist
Quaternionenalgebra iber K (1»’7) fir 41
direkte Summe zweier Quaternionenalgebren iibﬂer K fir A=1],

wobei 4 die Diskriminante von R ist.
Das Zentrum von @ ist

EWd) fix 4 #1
E@E ftir d=1].

Die Voraussetzung des Lemmas ist:
0(J) =7-0(R)-77" mit 1.

Mit B wird der Antiautomorphismus der Clifford-Algebra bezeichnet,
der durch Umkehrung der Reihenfolge in den Klammersymbolen definiert
ist: (£qyveny 808 = (&ryenny £1).

Nach [4], 8. 24 wird hei 4 =1 durch

(8) (&) = (n) = (Z7'§)

bei reguliirem ve® eine eigentliche Ahnlichkeit X des Raumes R mit
Norm n(Z*) = Npx(vv®) definiert. Die Aussage gilt Dbei beliehigem
CGrundkérper K mit CharK # 2. Die Uberlegungen itbertragen sich
wortlich auf den Fall 4 = 1.

Mit dem durch (5) definierten X' gilt ersichtlich
(6) (271511 2‘152) = 1]3({51)-5'5]3(52)1:.

Hierbei liegt 77° in Z. Wenn man fiir den Raum R eine Orthogonalbasis
Gy evy ty zugrundelegt, so ist Z = K (i) mit ¢ = (4, &, 45, ). Man bere-
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chnet {;‘(ﬁ) : m; (22 : - 0}. Daher wird aus (6) unter Beachtung von

B =787 (denm B =tr"Y, teZ),
(T8, I = T vt (£ )T
= ’"'(2_1)f~1(£11 &) 7,

wobei der Querstrich den Konjugationsautomorphismus in Z bedeutet.
Induktion ergibt

7?1(2)’(2_1&1, veey Z—l 521’) = 77—'1(517 ey 527)7'

Algo ist nach (1) 7 = T(ZX), und wie unter 1) folgt weiter: 0(3J) = 0(ZR),
also 0 = I/ mit einem Ideal a in K. Damit ist das Lemma bewiesen.

§ 2. Idealkomplexe und Geschlechter. Die in § 1 betrachteten Gitter-
komplexe seien speziell Idealkomplexe von Gittern: Ein Idealkomples
9 entsteht aus einem beliebigen in ihm enthaltenen Gitter J so: KM
<&, = %,3, fiir alle Primstellen p in K, wobei 2, eine eigentliche
Ahnlichkeit von R, ist, die fast immer Einheit von 3, ist.

Noch spezieller ist der Begritf ‘“Geschlecht’: zwel Gitter I und ]
eines Idealkomplexes gehoren demselben Geschlecht an (in Kiirzerer
Sprechweise: zwel idealverwandte Gitter sind verwandt), wenn es eine
eigentliche Ahnlichkeit X von R gibt mit: R, = ZT,3J,, wobei T,
eigentlicher Automorphismus von R, ist. Der so in [6], § 13 definierte
Greschlechtsbegriff weicht von dem iiblichen ab, vgl. [13], S. 79; iiblicher-
weise wird nimlich noch gefordert, daf ¥ Automorphismus ist, d.h.
n(Z) = 1, Der letztere Begriff sei hier zur Unterscheidung “feines Ge-
schlecht”, unser oben definierter Begriff ‘“‘grobes Geschlecht’ genannt.
Wir stellen kurz die Zusammenhénge heraus:

Die Gitter eines feinen Geschlechts Gy haben dieselbe Norm 1,
andererseits lassen sich die Ahnlichkeitsklassen des Gy umiassenden
groben Geschlechts Gy, durch Gitter der Norm n représentieren. Also
ist die Ahnlichkeitsklassenzahl fir G geny nd Gy dieselbe; jedoch in-
teressiert bei den feinen Geschlechtern vor allem die Anzahl der Iso-
morphieklassen. Die Ahnlichkeitsklassen von Gy kénnen mehrere Iso-
morphieklassen enthalten, wenn es Ahnlichkeiten X mit n(X) =6, ¢ # 1
Einheit in K gibt; prizise ist es so (vgl. [5], 8. 166): Es sel U die Gruppe
aller Binheiten von K, welche als Normen eigentlicher Ahnlichkeiten von
R auftreten konnen, und Uy die Untergruppe von U, deren Elemente
Normen von Einheiten des Gitters I in R sind. Der dann endliche Index
ug = [U: Ug] ist eine Invariante der Ahnlichkeitsklasse von J. Seien
Ny, ..., 3, Reprisentanten der Ahnlichkeitsklassen von & ein) (und dann
auch von Gy und seien X, ...; Zug, Abnlichkeiten, deren Normen
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alle Nebengruppfm von Uy, in U vertreten, dann reprisentieren i S;
(k=1,...,ug;% =1, e g) alle Isomorphieklassen von ® (o) - Also
steht die Anzahl g der Ahnlichkeitsklassen von G (‘““fein’® oder Z‘gTob”)
zur Anzahl j der Isomorphieklassen von ® ey, in der Beziehung j = ue, -+
-]-,_.‘}—usg. (31
Fir a) dim R ungerade
.b) .dimR gerade, o(R) # 0 (Signatur), Grundkérper ¢ sind die
Gruppenindizes uy, = 1, also j = g. In den hier fast ausschlieBlich behan-
delten Féllen a), b) ist demnach die Anzahl der Isomorphieklassen eines
feinen Geschlechts gleich der Anzahl der Ahnlichkeitsklassen des umfas-
senden groben Geschlechts.

Sarz 5. Bei ungerader Dimension von R enthilt ein Idealkomples
hy Geschlechter, und jedes dieser Geschlechter zerfillt in die gleiche Anzahl
o, von Ahnlichkeitsklassen. Fiy die Anzahl k& der Ahnlichkeitsklassen de.s”
Idealkomplexes gilt demmach:

k= hog,.

]?eweis. S.kp = X, 3, impliziert bei ungerader Dimension von R,
wo die Norm jeder Ahnlichkeit Quadrat ist:

K =T, 3y,

prei G Ideal in Kv.(fast immer gleich I,) und T, eigentlicher Auto-
morphismus von R, ist. Weil fast immer a, = I,, existiert das Ideal
- a= () a,; mit diesem folgt:
»

&, = aT,3,, Vp.

I.M1t einem Reprisentantensystem ay, ..., az, der Idealklassen von K
ist a = ta;, 1 <7< by, und also:

R, = 42T,TJ,, Vp, mit einer Ahnlichkeit X.
Wenn Jy,..., 3, die Ahnlichkeitsklassen eines Geschlechts G repri-

sentieren, so stellen demnach a;J; {4’ =L h“} sicher alle XKlassen

des Idealkomplexes dar. Nach dem Zusatz zum Xorollar von
Satz 3 folgt, dab alle a; J; verschiedene Klassen darstellen. Die den Beweis
abschlieBende Aussage, daf G und aG fir jedes Ideal a in K gleiche
Klassenzahl haben, folgt aus Symmetriegriinden: die obige Wahl von
® ist willkiirlich, ergibt aber den festen Wert g, = —]Ii
(2

] 1'3ei gerader Dimension von R sind die Verhiltnisse komplizierter.
Hl.er ist nach [5], Satz 23.6 eine Zahl s K genau dann Norm einer Ahnlich-
keit von R (und genan dann auch Norm einer eigentlichen Ahnlichkeit,
denn in jedem Raum gibt es uneigentliche Automorphismen, und bei
Acta Arithmetica XV.4 2

=190
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gerader Dimension sind diese auch uneigentliche Ahnlichkeiten der
Norm 1), wenn

a) § > 0 in K, fiir alle reellen archimedischen Primstellen co von X,
fiir welche die Signatur ow(E) # 0,

b) s Norm einer Zahl aus K(l/A) igt, sofern A(R) # 1.

2
1) 4(R) = 1. In diesem Fall {iberlegt man sich analog wie beim
2
Beweis von Satz 5, daB ein Idealkomplex mindestens 4’ Geschlechter
enthilt, wobei (mit den Bezeichnungen von Satz 3) hy< k' < hy, und
daB diese Geschlechter alle dieselbe Klassenzahl g, haben, daB also gilt:
By go < k. Andererseits itberlegt man, daB ein Idealkomplex genau 7,
Geschlechter enthiilt; fiir ungerades h, ist demnach & = hyg,. Der Beweis
wird nicht ausgefithrt, weil der Fall 4(R) = 1 im folgenden nur am
Rande betrachtet wird.
9) A(R) # 1. Der Ubersichtlichkeit halber liege zun#ichst der ratio-
2
nale Zahlkérper ¢ zugrunde, und es sei die Signatur o(R) # 0.

Fiir die mit S idealverwandten Gitter & gilt: &, = 2, 3, mit n(Zp)
= 8p, wobei s, Norm aus Qp(l/A) ist, etwa s, = N (f,) (I, fast immer
Einheit von Qp(l/A)). Es existiert dann das Ideal t = (1) . Genau dann,

o

wenn t im engeren Hauptgeschlecht G von Q(I/Z_ ) liegt, existiert eine
Zahl g in Q(V A) mit ¥ (8) = N (t) mit N (f) > 0 (zu den Bezeichnungen

vgl. [10], § 26). Genau dann existiert also ein X mit n(Z) = N(f), so

daB K&, = XT, 3, mit eigentlichem Automorphismus T, ist, d.h. so daB
& im Geschlecht von J liegt. Die Anzahl der Geschlechter im Ideal-
komplex ist demnach gleich der Anzahl ¢ der engeren Geschlechter des
Korpers Q(V4). ‘

Diese g* Geschlechter haben zwar bei indefiniten Gittern in vielen
Fillen (Satz von A. Meyer und Verallgemeinerungen, Einzelheiten s. etwa
[16], Chap. X) die gleiche Klassenzahl, bei definiten Gittern ist dies
aber im allgemeinen nicht der Fall, wie folgendes Beispiel zeigt:

Die Korperdiskriminante von Q(l/é“) hat 2 verschiedene Primteiler,
nach dem Hauptsatz iiber die Geschlechter ist daher g7 = 2. Nach [19]
sind die Reprisentanten der Formenklassen definiter quaterniirer qua-
dratischer Formen der Diskriminante 6:

1000 1000} 1000
0100 0200 0100
0010 0021 0020
0006/ , 0012/, 0003/ .

Man verifiziert, daB diese drei Formen dieselben Elementarteiler haben,
sie liegen also im Sinne von Minkowski ([15]) in derselben Ordnung.
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Nach der Formel iiber die Anzahl der Geschlechter einer Ordnung in
[15], 8. 78, ergibt sich, daB hier zwei Geschlechter vorliegen. Also sind
wegen g* =2 die obigen drei Formenklassen idealverwandt, und der
Idealkomplex besteht aus zwei Geschlechtern G,,®, mit Klassenzahlen
g. = 2, g» = 1. Dies 1aBt sich der Tabelle [19] auch unmittelbar entneh-
men; auch aus der Tabelle von P. Hofliger in [20] folgt dieses Resulbadt.

Die Anzahl g* der engeren Geschlechter von Q(I/Z) héngt mit der
Anzahl g der Geschlechter von Q(I/A) 50 zusammen (vgl. [10], S. 499):

+

g =wy,
wobei
w=1 fir 4<0,
und
1, wenn veQ(VA)mitN(v) = —1
lw = tir 4> 0.
2, sonst

Wir bilden eine Verallgemeinerung von w in heliebigem Zahlkérper
K. Man betrachte diejenigen r reellen archimedischen Primstellen oo,

" fir welche die Signatur o, (R) # 0. Man kann Zahlen in K finden, deren

Konjugierte in diesen Primstellen ein gegebenes Vorzeichenverhalten
zeigen (vgl. [11], Satz 49); es gibt also 2" nichtleere ““Vorzeichengebiete’.
Diejenigen Teilmengen dieser Gebiete, in denen die Zahlen liegen, die
Normen aus K(I/A) sind, nennen wir “Normgebiete” IL;. Die von ihnen
gebildete Gruppe J habe die Ordnung 2°. ¥ sei die Einheitengruppe von K.
Ein Normgebiet I; mit L; ~ B * @ heiBle “erreichbar”, die Gruppe M
der erreichbaren Normgebiete habe die Ordnung 2°. Wir setzen:

w=[J: M] =2°",

Fir quadratische Zahlkorper @ (V' A) ist die Geschlechterzahl g bekanntlich
gleich der Anzahl der ambigen Idealklassen. Eine zwanglose Verall-
gemeinerung des Begriffs der ambigen Idealklassen 148t sich bei relativ-
-zyklischen, inshesondere also bei quadratischen Erweiterungen von
beliebigen Zahlkérpern durchfithren. Auch dabei ist die Anzahl der
ambigen Jdealklassen gleich dem Index der Gruppe der Zahlnormen in
der Gruppe der Idealnormen (vgl. [117], S. 158). Damit kénnen wir das
Resultat formulieren:

Sarz 6. Bei gergder Dimension von R und A(R) #1 enthdlt ein Ideal-

komplex wy Geschlechier, wobei w soeben definiert wurde und g die Anzahl
der ambigen Idealklassen wvon K (VZ) ist.

Beweis. Unter Beachtung unserer obigen Definitionen verlduft
der Beweis ebenso wie der oben fiir den Spezialfall des Grundkérpers @
durchgefithrte Beweis.
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§3. Hilfsitze iiber Quaternionenalgebren. Wir stellen einige im
folgenden benutzte Definitionen und Hilfsséitze zusammen.

O sei eine Quaternionenalgebra; Norm und Spur in @ werden durch N
bzw. Sp bezeichnet. In [6] wird der von Hecke ([12], S. 845) eingefiihrte
Begriff der Stufe einer quadratischen Form auch bei Quaternionenord-
nungen benutzt, ndmlich als die Stufe der Normenform der Ordnung.
Bei Quaternionenordnungen iiber K (I/A) zu quaterniren quadratischen
Formen der Diskriminante A fallen jedoch Stufe der quaternéren Form
und Stufe der zugehirigen Quaternionenordnung (iiber K (I/A)) i.a. nicht
zusammen; deshalb benutzen wir bei Quaternionenordnungen der Deut-
lichkeit halber einen anderen Ausdruck:

DeFINITION. Das Grundideal q = q(o) einer Quaternionenordnung
o ist N(0)~*; dabei bedeutet o das Komplement von o und N (o) den
groBten gemeinsamen Teiler der Normen der Elemente von 0.

Wir referieren aus [6], §2: Das Grundideal ist ein ganzes I-Ideal
und gleich dem Produkt der Grundideale der p-adischen Erweiterungen
0, von p. Wenn (o) eine I,-Basis von o, ist, dann wird 0, = () definiert
durch:

1) Sp(a;ax) = 8y (Kroneckersymbol).

Die Diskriminante von o, ist ©(o,) = |D|I, = |Sp(e;ox)|I,, wobei
der Querstrich den Konjugationsantiautomorphismus von &, bedeutet.
Die Diskriminante von o ist D (o) = [[D(v,). D(o) ist stets das Quadrat

)

eines ganzen I-Ideals: D(o) = d(0)2. Wir nennen d(o) das Diskrimi-

nantengrundideal von p. In gleicher Weise ist das Diskriminantengrund-
ideal

(2)
einer beliebigen Basis {oy, as, ag, as} von &, definiert. Die in dieser
Festsetzung von dy(ay, az, ag, a5) = VSp(aax)| liegende Unbestimmtheit

des Vorzeichens ist unwichtig, da es hier nur auf Teilbarkeitsbeziehungen
ankommt.

Bemerkung 1. Nach [6], § 2 ist fiir die obigen lokalen Basen:
(Sp(@a) = (Sp (@)™ = D7
das Grundideal q ist also das im Teilersinne kleinste Ideal mit der Bigen-
schaft, daB qD~' ganze Elemente und zusitzlich gerade Elemente in der
Diagonale hat (kurz: das Multiplikationsschema eines quaterniiren Gitters
3y wit #n(J,) = I, ist).
Hieraus sieht man: q]|D|I, = b2 Also gilt:

HiLessaTz 1. Mit den obigen Definitionen ist fir eine Quaternionen-
ordnung o: g(o)|d(o)2

bp(aly Qg gy O4) = dp(aly Oy Ogy a4)I‘,

i=m®
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Wir entnehmen [6], §2 den
Hiwrssarz 2. Wenn fir eine Quaternionenordnung das Grundideal
q(o) quadratfrei ist, so folgt:

q(o) = d(o).

Bemerkung 2. Man kann die Quaternionenalgebra @ als quater-
niren metrischen Raum R mit 4(R) 7 1 mit der Metrik «-f = Sp (aB)
auffassen. Die Ordnungen o, sind dann Gitter 3(0,) in diesem Raum mit
n(3(0)) = Iy
Es werden durchweg folgende Basen zugrunde gelegt:

0y = {ag, a1, @z, dg} Mt

Eb = {&o, an azy aa}

oy =1,

3)

Bs ist al&leﬁp (s. etwa Definition des Komplements in [3], VI, 5).
Also gilt:

3
10y = Zﬁai mit  rgel,.
i

Wegen Sp(a,a;) = Sp(a,)

=1, Sp(a) =0, ¢=1,2,3 folgt 7, =1,
daher ist

3
ay Gy — E Qg
i=1

ay =
also:
Dy = 0y &y + Dy oy =+ 0y 3.
o, hat — als Gitter aufgefaBt gemi Bemerkung 2 — die Norm I,;

demnach gilt lokal und dann auch global:

HILFSSATZ 3. 0 hat — als quaternires Gitter mit der in Bemerkung 2
gegebenen Metrik — dieselbe Norm wie das von den Elementen von D mit
Spur 0 aufgespannte ternire Gitter.

Bemerkung 3. Die Aussage des Hilfssatzes 3 gilt fiir das Komple-
ment D eines beliebigen ganzzahligen Moduls o, der das Einselement
enthélt.

Es wird in §4 eine kanonische Basis von @ benutzt: eine solche ist

(4) 1yy1, vay ¥s = vaye Mib o = ay, ¥ = 6o (61, GaeK), Y172 = —yay1-
Insbesondere ist Sp(y;) = 0, also 7; = —y;. Man erkennt die Rechen-
regeln

(5)

Sp(yivive) = Sp(ysvayd);  Sp(vivsve) = —Sp(yiveys)-
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Diese Regeln tibertragen sich unmittelbar auf beliebige Elemente f; mit
8pg; = 0, insbesondere gilt also:

(6) Die Regeln (5) gelten auch fir @ (i =1,2,3) statt ;.

§ 4. Terniire Gitter. Durch die folgenden Sitze 7 und 8 werden die
Zusammenhinge ternérer Gitfer in R mit den Quaternionenordnungen
in C¢,(R) charakterisiert. Die Resultate finden sich bereits in [18], Kap. I,
unsere Behandlung bringt aber starke Vereinfachungen.

SATZ 7. Fiir ein terndres Gitter I stimmen Diskriminantengrundideal
b(0(S) und Grundideal o(o(3)) der zugehirigen Ordnung o(3) diberein,
und beide sind gleich der holben reduzierten Determinante Deq(T) des
Gitlers:

Beweis. Es geniigt, den Beweis fiir die lokalen Komponenten zu
fiihren.

Weil Drea(J,) eine Invariante der Ahnlichkeitsklasse von 3, ist,
kann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit n(J,) = I, angenommen
werden. J, habe eine kanonische Basis {i, ta, t3} mit Multiplikations-
schema

g8 0 0

(1) i) = [0 & ww| = (F).
0 iy o

Dann ist

hred(sp> = L?(‘%‘g_(h%)z)-lp-
Andererseits ist
h(D (Sp))z = [Sp(aiak)llp = |D|1,,
wobei
0(3y) = {a = 1, a1 = (ta, ta); @z = (tg; t1), a3 = (b1, L)}

Algo wird

2 L 0 0
2 2
o U3
2 22 0
[N 33 0
(2) IDIT, = 18p(wap)| I, = o4 a L
0 0 g L3 2ty
2 2 2
2 g4
0 0 — 9 12
Loty 2 2

12

(é‘g*(lst)z)Ip = (Jz‘ bred(sp))za

o | S

i=m®
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womnit die zweite Gleichheit des Satzes gezeigt ist. Zum Beweis der ersten
bildet man:

2 2 2 2
g ol 3 [~
g 12 2,
g2y gus 000
1 g
3 D, = — — iyt 0 0 0
( ) p D(D(Sp)} 2 3 1
0 0 & taly
0 0 oty L&

Die Matrix F auns (1) tritt in (3) als Teilmatrix auf, versehen mit dem
Nenner b(n(ﬁp)); also ist wegen der Annahme 7(3J,) = I, nach Bemer-
Tung 1 des §3: 5(0(S,)) = q(o(S,)), womit Satz 7 bewiesen ist.

Wir zeigen in Satz 8 die Umkehrung von Satz 7. Es ist jedoeh nicht
ohne weiteres moglich, die SchluBweise des obigen Beweises umzukehren;
das liegt daran, daB beim Ubergang von der Ordnung zu ihrer Normen-
formmaitrix (2) Information verlorengeht, die fiir den Beweis notig ist.
Wir miissen beim Beweis von der Ordnung selbst (bzw. ihrem Komple-
ment) ausgehen; dieses macht weitere Uberlegungen notwendig.

SATZ 8. Zu jeder Quaterniomenordnung o mit q(0) = b(o) ewistiert
ein terndres Gitter I mit o(J) == o (vgl. [18], Satz 3.6).

Beweis. a) Globale Uberlegungen: Mit der in § 3, Bemerkung 2
angegebenen Metrik bilden die Elemente des Komplements o mit Spur
0 ein ternires Gitter J:
(4) % = {aep; Spa = 0}.

Wir behaupten: o(3) 0. Sei & die zugrundeliegende Quaternionen-
algebra und R der von I aufgespannte Raum. Wir zeigen zunfchst:
0, (R) == ®. Sei eine kanonische Basis von & durch § 3, (4) gegeben, dann
hat B eine Basis {y, vz, ya} mit der Metrik y;p; = Sp(ys). Weiter ist

Co(RYy = {1, (2, va)s (Y3, ¥1)y (V1 y2)}-
Die Vorsehrift

() @: {a, B) ~ of

und linear auf C,(R) iibertragen, definiert eine Abbildung von C,(E)
auf @. ¢ ist ein Algebrenisomorphismus iiber K, denn es gilt:

1) @ ist nach Definition additiv und reproduziert die Reduktions-
zelation in der Clifford-Algebra: )

" (a, B)+(B, @) = a-p = SplaB) = af+pa.
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2) ¢ ist multiplikativ; der Nachweis genligt fir die Basiselemente
von C,(R) und werde in einem Fall vorgefiihrt:

9

73

@72y ¥a) (¥ v2)) = tp(? (s Vl)) = N(7a) 7271 = ¥2Va¥a 01

= ¢{(2; 7a)}@((7s) 72)) -

3) ¢ ist ersichtlich eine eineindeutige Abbildung.

Also gilt: Oy(R) = . i

Weil in @: o = () o, und in C,(R): o(JI) = () 0(Jy), geniigt also
E v

der Beweis im lokalen Fall: o, == 0(3J,).

b) Lokale Uberlegungen: Wir behaupten, daf mit dem in (5)
definierten (auf @, fortgesetzten) ¢ und der p-adischen Erweiterung
3, des in (4) definierten Gitters J gilt:

p(0(3)) = ope

Fiir das terniire Gitter 3, ist nach Hilfssatz 3 und Bemerkung 1 des §3:
#(%,) = q(o,)", nach Voraussetzung des Satzes 8 ist q(o,) = d(ny),
also folgt: n(3J,) = d(v,)~". Fiir o,, 0, seien die Basen .§3, (3) angesetzt,
und es sei d, = d,(2y, @y, &y, 8g) (8. §3, (2)); mit diesen Bezeichnungen
ist:
0(J,) = {1, dp(am E‘a)y dp(aﬂi &1), dp(an az)}
also: ~ B ~
‘P(U(Sy)) = {1, dpazam dpaaan dpalaz}-

Es werde gesetzt:

’ ' ~ T ’ ~ T o P
o =1, o=doya;, a=dae, o=dada.

Durch die Definitionsgleichung § 3, (1) wird das Komplement eindeutig
festgelegt; demmach ist der Beweis der Gleichung

(6)

hinreichend zum Beweis der Behauptung ¢(o(S,)) = o,. Nach §3, (6)
reduziert sich der Nachweis von (6) auf den Beweis von

(7

Sp(aiax) = 6

Sp(a1azas) = “‘dp(&cn as, &2, &3).

3
Es werde angesetzt: @; = > #y9; (i =1, 2,3) mit der kanonischen Basis
F=1
y: aus §3, (4). Daraus folgt:

3
Sp(a,a,085) = 2 Tty 3P (vivsve) = Il Sp (y1y274),

i1

(8)

i=m®
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letzteres wegen der Regeln §3, (5). Andererseits berechnet sich It;] als
Transformationsdeterminante der Diskriminanten :

(9) dp(&m&li&‘l?&:i) = Itzfi‘ dy(1y y1, V25 va),
wobei
I8p (@) oy e, tos
(tiy) = 0

0 {t)

0
Wegen Sp(a,) = 1 ist also:
(10) ltil = %1l

Aus (8), (9), (10) ergibt sich:

80, (@, &, iy, 8g)
(l,,(l, Y13 Vay Va)

Fiir die kanonische Basis y; berechnet sich unmittelbar:

Sp(y1yavs) = —2N(y)) N (v,), (L, y1, ¥o, va) = 4N (y1) N (ya).

Demnach hat (11) die den Beweis abschlieBende Behauptung (7) zur
Folge.

Bemerkung. Beim Beweis von Satz 8 wird nur benutzt, daB die
Ordnung o ein ganzzahliger I-Modul mit Einselement ist (s. dazu §3,
Bemerkung 3). Andererseits ist o isomorph zu o(3J), also eine Ordnung.
Daher gilt das merkwirdige

KOROLLAR. Ein ganzzahliger I-Modul o mit Einselement wnd q(o)
= b(0) in einer Quaternionenalgebra ist eine Ordnung.

Wir betrachten die bekanntlich (vgl. [5], Satz 12.7) endliche Menge
der Idealkomplexe von terniren Gittern mit fester reduzierter Deter-
minante 2q in beliebigen Riumen [R; #hnliche Réume R; fassen wir in
eine Klasse H zusammen und identifizieren sie. Die Idealkomplexe einer
Klasse H bilden einen Gitterkomplex 9t im Sinne des § 1. Die Isomorphie-
typen des zugehorigen Ordnungskomplexes b(Jt) bestehen mnach den
Sitzen 7 und 8 aus allen Typen von Ordnungen p mit q = q(o) = d(p)
in C,(R). Nach Satz 4 gilt daher:

Sarz 9. Fir die Anzahl & der Ahnlichkeitsklassen der Menge der in
dhnlichen terndiren Réiwmen R liegenden Idealkomplewe der reduzierten
Determinante 2q gilt: :

(11) 8P (y1927s) -

k= hym,

wobei m die Anzahl der Typen von Ordnungen o mit q = q(0) = d(v) in
C,(R) bedeutet.
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Im Spezialfall eines guadratireien Grundideals q existiert genaun
ein Idealkomplex 9 mit reduzierter Determinante 2q, némlich der
Tdealkomplex aller maximalen Gitter mit reduzierter Determinante 2q;
wie in [3], Satz 9.3 erkennt man, daB jedes Gitter I mit dpea(J) = 2q
maximal ist. Andererseits enthilt M nach Satz 5 hy Geschlechter mit
gleicher Klassenzahl. Weiter gilt nach §3, Hilfssatz 2 fiir alle Ordnungen
mit quadratireiem Grundideal q bereits g(o) = b(n). Also folgt durch
Spezialisierung von Satz 9 das

KOROLLAR. Die Anzahl der Anhnlichkeitsklassen eines Geschlechis
von terniren Gittern in R mit reduzierter Determinante 2q bei quadratfreiem
q ist gleich der Anzahl der Isomorphietypen von Ordnungen mit Grundideal
q in Ca(R).

Bemerkung. Zu diesem Spezialfall finden sich explizite Rechnungen
in §§ 6 und 9.

§ 5. Quaternire Idealkomplexe. Wir beschrinken uns auf quaternire
Riume R mit A(R) 1 fiber dem rationalen Zahlkorper @ als Grund-

korper. Es wird Nacl-ld_ruck auf A4 #1 gelegt, da quaterndre Formen
2
mit 4 = 1 schon vielfach behandelt sind von Brandt ([1]) und von Schiil-

ern von v. d. Waerden (s. die Arbeiten von G. Aeberli und H. Gross in [20]).

Tn unserem Zusammenhang sind diejenigen Gitter 3 von besonderem
Interesse, deren zugehorige Ordnungen o(J) Ordnungen der Quater-
nionenalgebra iiber Q(V4) sind, d.h. die Maximalordnung Iyz von
Q(VZ) enthalten; im Hinblick auf das unten ansgesprochene Kriterium
sollen derartige Gitter I guasiquadratfrei heillen.

Tn Tbereinstimmung mit Brandt ([2], §1, Nr. 1) wird definiert:
Fin Gitter I heift Gitter 1. Art, wenn die dyadische Erweiterung J,
eine Orthogonalbasis besitzt, andernfalls Gitter 2. Art.

 Bemerkung. In der Terminologie von O’Meara ([16], 8. 227) ist:
Norm von S (“morm”): N(SJ) = {g.g.T.2%; 13}, (also doppelt so grof
wie die Norm in der Terminologie von Bichler [5]: N(3J) = 2n(3J)).

MaBstab von S (“scale”): M(J) = {g.g.T.uu; t, weI}. Hiermit
lautet die obige Definition:

3 Gitter 1. Art <= N (J) = M (3J),
I Gitter 2. Art < N (J) = 2.M(JT).

Bs wird dem Tdeal D.q(J) die Zahl #(J) zugeordnet:

¢ fir . A(R) >0,

M=1_¢ tw am<o,

wobei t' die das Ideal b,q(3) erzeugende natiirliche Zahl ist.

i=m®

Terndre und quaterndre quadratische Formen 347

Es sei A der quadratfreie Kern von #(3) und d sei die Diskriminante

des Korpers Q(V4), also
i 4 fir
44 fir
Das angekiindigte Kriterium lautet:
Ba1z 10. 3 sei ein quaternires Gitter in R diber Q mit A(R) = 1. S st

gz?flnau dann quasiquadratfrei, wenn mit den soeben erklirten Bezeichnungen
gelt:

1) 3 ist Gitter 1. Art und 1(SJ) = 4d; (dieser Fall kann nur bei d = 4.4
eintreten).

2) J ist Gitter 2. Art und () = d.

B.eweis. Als Basis von Iiyp wird 1, o mit o = (d—!—l’ﬁ)/‘? genommen.

Die Behauptung reduziert sich auf lokale Betrachtungen wegen
wen(J) = wen(Jy), V.

A z?) P = oo: .Die den Fall p = co ausmachende Vorzeichengleich-
heit ist durch die Definition von #(3J) hergestellt.

'b)' P ;é co: Das Gitter 3, = {4, &, 43 14} kann ohne Einschrinkung
als primitiv vorausgesetzt werden: #(3J,) = Z,, (wobei Z der Ring der
ganzen rationalen Zahlen ist). Dann hat 0(3,) die Z,-Basis:

0(3p) = {1, (er; 1)y (exy ta)y (tay ta)y (b2y ta)y (tay ta)s (ay ta)y (01, Loy tgy &)}
Die Basis von 3, sei kanonisch mit dem Multiplikationsschema
2e;, € 0 0
es 26, 0 O
(tu) = i )
0 0 26 ¢
0 0 e; 26,
dann ist bpeq(Jp) = 1(Jp)Zp, mit
L) H(Sp) = (dey6y— €3) (dese,— e) = 166, e5050,— 46,656 — dese,6i+ elel.
Man setzt:
(2) M = (2(u1, t2)— €5)(2 (a5 ta)—€5)
== 4 (1 tay i3y bs)— 265 (tgy L) — 266 (11, La) 6566

und berechnet 75 = ¢(J,). Daher ist im Fall 2) des Satzes:

i
wZyp = (Sp;:t Mo Z,
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und aus den Darstellungen (1) und (2) erkennt man wegen e§e§-|-esg6
= e;65(1 - e565) gerade: wen(Jp). DaB die so als hinrveichend erwiesene
Bedingung #(S,) = dp fir Gitter 2. Art I auch notwendig ist, setzen
wiederum die expliziten Formeln (1) und (2) in Evidenz. Im Fall 1) des
Satzes ist 65 = ¢ = 0, daher also

vy i
#3,) = 0(16) und VA4Z, ZTP pe0(3p).

Die Behauptung folgt wie im Fall 2).

Die mit einem quasiquadratfreien Gitter idealverwandten Gitter
sind ebenfalls quasiquadratfrei; nur solche quasiquadratfreien Ideal-
komplexe werden von jetzt an betrachtet. Die zugehérigen Ordnungs-
komplexe bestehen aus Ordnungen einer Quaternionenalgebra fiber
einem quadratischen Zahlkdrper; sie werden im folgenden niher gekenn-
zeichnet.

Die Clifford-Algebra C,(R) ist eine Quaternionenalgebra & tiber
dem Zentrum Q(l/ ). @, hat das Zentrum:

Qr®Qyp 4y =1 in @y (d.h. (4/p) = +1),
QD(VZ) = { quadratische Erweiterung von ¢, A #1in @,
2
(d.h. fiir (4)p) = 0, —1).

fiir

fiir

Bei Beachtung des Zerlegungsgesetzes der Primzahlen in ¢ erkennt man:

+1 P1P2

D, D 4
B, m®% g (?) = l 0 wenn p =1p?
D, —1 P
Daher gilt fir quasiquadratfreie Gitter J
: 0(3)y, ®0(3J),, (A) l +1
0(3Jp) = 0(J)p = fir (—)=
() = 0(Is [D(S)p - 0, 1.

Die zu idealverwandten quasiquadratfreien Gittern J gehorigen Ordnungen
0(3) haben alle dasselbe Grundideal q(D(S‘)) in Cy(R) iiber Q(V4), denn
die Gitter sind lokal &hnlich, die zugehérigen Ordnungen sind demnach
lokal isomorph, haben also dasselbe lokale Grundideal. Zur empliziten
Berechnung von q(o(3)) konnen wir also ohne Hinschrinkung ein Gitter
mit n(3J) = Z zugrundelegen. Wir unterscheiden die Fille:

#2
) P In diesen Fillen

. eine
p =2 fir Gitter 1. Art

existiert

i=m®
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Orthogonalbasis {4} von J, mit Multiplikationsschema,

2, 0 0 0

0 2 0 0
(4uw) =

0 0 2, 0

0 0 0 2p%,,

mit ¢ =0 oder 1,¢ REinheiten von Z,.

Wenn ¢ = (13, ty 3, ts) gesetzt wird, so ist einerseits 2 = 4 und
andererseits:
4(1gy t3) = — €365(t1, L),

t(tgy t) = — 6301 (ts, ty), iy b)) = —€165(la, ).

Also ist {1, (t2 ta), (45 &), (41, 1)} eine Basis von 0(3,) iiber dem Zentrum
{1,:} (der Fall 4 =1(4) kann nach Satz 10,1) nicht eintreten). GemiB
§ 4, (2) berechnet sich:

Z.
a(0(3p) ?

47,

fir p#£2
fiir

p=2

II) p = 2 fiir Gitter 2. Art: Hier wird zunichst das Diskriminanten-
grundideal d = b(o(J,)) berechnet. Eine Basis tiber dem Zentrum ist
hier nicht ohne weiteres zur Hand. Wenn man statt einer Basis mit drei
beliebigen Elementen s,, x,, #;¢J, bildet:

b = bz(ly (%2 23) 5 (3, %), (%1, "z));

so erhéilt man ein Vielfaches b* von b (vgl. Definition in § 3, (2)). In diesem
Fall 2) des Satzes 10, wo t(J) = d, existieren — wie eine kleine Diskussion
zeigt — sy, %5, #geJ, mit

w0 0

(rarg) = 0 2y mprt |,

0 xony %
wobei # /2, %, # 0 Einheiten in Z, sind. Es folgt gemiB §4, (2):

2
%
”2i "g%g“("z"a)z)'zz = Zy,

o|d*

also (0(3y)) = Z,. Aus §3, Hilfssatz 1 folgt weiter: g(o()) = Z,.
Insgesamt gilt damit:

Sarz 11. Fir quasiquadratfreie Giiter I eines quaterniren Raumes
Emit A(R) 5= 1 iiber @ gilt: Das Grundideal q(o(S)) der zugehdrigen Ordnung
2

st gleich
(4) oy 1. Art
{(1)} fir. Gitter {2_ Arif.
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Im folgenden werden nur Gitter 2. Art behandelt, weil die angewandte
SchluBweise nur fiir quadratfreies Grundideal richtig ist. In diesem Fall
148t sich zeigen:

SATZ 12. Bs liege ein unisotroper Rawm B uber Q@ mit Aim R = 4 und
A(R) # 1 zugrunde. Dann ist die Anzahl k der Ahnlichkeitsklassen eines

Idealkomplexes M von quasiquadraifreien Gittern 2. Art gleich der Anzahl
m der Isomorphietypen von Ordnungen des Grundideals 1 iiber dem Kirper
QV4).

Beweis. Nach Satz 11 und §1, Satz 4 ist nur noch zu zeigen, daB
die Ordnungen o(3) zu Gittern I <IN similiche Typen des Grundideals 1
erfassen.

Nach [6], Satz 4 bilden die Ideale einer Quaternionenalgebra, deren
Links- oder Rechtsordnung ein festes quadratfreies Grundideal q haben,
ein Gruppoid. Wenn also o(3J) Einheit dieses Gruppoids ist, so existiert
bekanntlich zu jeder weiteren Hinheit, also zu jeder Ordnung o’ -vom
Grundideal g ein Ideal, das o(J) als Linksordnung und o’ als Rechtsordnung
hat, so daB8 also fiir die lokalen Komponenten gilt:

a;,[)(ﬁp)ut‘,_1 = D;, mit o, e Dy,
wobei a, fast immer Binheit von o(3,) ist.
Die Anwendung auf den vorliegenden Fall mit q = 1 ergibt unter

Benutzung von §1, (3) und den weiteren Ausfithrungen auf S. 335: Es
existiert eine Ahnlichkeit X, (welche fast immer Einheit von J, ist) mit

T(Zp)0(3p) T(Zp)" = 0p = 0(ZpTy).
Man setzt R, = 2, J,; dann existiert das Gitter & = (M) &,, und es gilt
»

0(8) = o’. Damit ist Satz 12 bewiesen.

KOROLLAR. Zu jeder Quaternionenordnung o vom Grundideal 1 iiber
einem reell-quadratischen Zahlkorper Q(V A) emistiert ein definites quater-
néres Gitter J diber dem Grundkirper @ mit o(J) = o.

Beweis. Bs ist nur noch zu zeigen, daB es zu jeder als Diskriminante
eines reell-quadratischen Zahlkérpers auftretenden Zahl d tatséchlich
Gititer I mit #(J) = 4 in einem definiten quaterniren Raum gibt. Dies
ist bereits von O. Weber bewiesen (s. [20], S. 99). Fiir diesen Satz sel
hier ein einfacherer Beweis skizziert (beziiglich der benutzten Theorie
(und Bezeichnungen) der @-Réume und der Kennzeichnung der Raum-
typen sei auf [5], §§ 2, 22, 23 verwiesen).

Sei pot'2, d und sei @’ ein @-Raum, der in p, und oo verzweigt ist, und
sel Dy ~ {xi—dx}}, wobei ~ kerngleich bedeute. Dann existiert ein
Raum R mit

Re{l, -1} ~Q @ D;.

i=m®
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(Hierbel bedeute {1, —1} = {#j—uj} den der Form 2} —a3 zugeordneten
Raum.)
Es ist dann dimR = 4, A(R) = d und R ist definit. Fiir alle Prim-

zahlen p # p, ist B, einem Dbindren Raum kerngleich. Ein maximales
Gitter in R, hat als reduzierte Determinante die kleinste ganze Zahl
d, in der Quadratklasse von 4,, welche = 0,1(4) ist. Jedes p*fache
von d, kommt ebenfalls als reduzierte Determinante eines Gitters vor.
Daraus folgt, dab es zu jedem natiirlichen d = 0, 1(4) (d # 1) eine definite
quaternire Form mit dieser Diskriminante gibt, also gilt die Behauptung.

§ 6. Typenzahlen von Quaternionenalgebren. Fiir den iibrigen Teil
der Arbeit werden jetzt die folgenden Voraussetzungen gemacht:

I) Der Grundkorper K sei ein total-reeller algebraischer Zahlkérper,
d.h. K, sei der reelle Zahlkorper fiir alle unendlichen Primstellen oo,

II) Der Raum E,, sei anisotrop fiir alle unendlichen Primstellen oo
(d.h. die zugehorige quadratische Form sei total-definit).

Fiir einen terniren Raum B mit Orthogonalbasis {¢, ¢, ¢} ist dann
in jeder (reellen) archimedischen Hiille K:

2 2
h
(Lu‘z)%: T3 9 Fa<0,
2 2
o4
oy lg)l = ———=Fb<<0
(125 ta) 23

Algo ist die Normenform &—aél—bEi+abss total-definit; daher ist
C,(R) eine total-definite Quaternionenalgebra. '

Fir einen quaterniren Raum R mit Orthogonalbasis {iy, ta, tg) ta}
hat die Clifford-Algebra folgende Struktur:

Co(B) = {1, (11 ta)y (22 ta), (43, 1)}® {1, (b1, tas ta, 1)}
Fir 4(R) F 1 st (4, by tgy ta) = VA(R) wegen I) und II)) total-reell.
Wir fassen die Resultate zusammen:
SArz 13. Fiir einen total-vecllen Grundkorper K und total-anisotrope

L . |AimE =3 . . o e .
Riume R mit { dimR = 4, 4(R) ?1} ist Cy(R) eine total-definite Qua

' o rper |5 —
ternionenalgebra iiber dem total-reellen Zahlkorper {K V4 )}.

Fiir total-definite Quaternionenalgebren tiber einem total-reellen
Zahlkorper 148t sich die Anzahl der Isomorphietypen von Ordnungen mit
quadratfreiem Grundideal angeben. Die in [6], Satz 11 angefiihrte Formel
bedarf jedoch einer Modifikation a) fiir nicht-maximale Ordnungen und
b) fiir Klassenzahl des Grundkorpers h, > 1.
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Wir iibernehmen bzw. modifizieren die Bezeichnunge?n von [6].
0;,...,0r sei ein Représentantensystem der T I.somorphletypen von
Ordnungen des quadratfreien Grundideals q. H; sei dle} Anzahl de'r Klassen
ambiger o-Ideale. (1) sei die Anzahl der ganzen oi-Lmk.s—Haupmdeale der
Norm 1. 7 (t) sei die Anzahl der ganzen ambigen oinaup‘mdeale der NOI‘II.l t.
Die Spur der in [6], § 5 definierten Anzahlmatrix P(t) zur Norm t ist:

T
SpP(t) = Zﬂm(t)-

Wir brauchen hier modifizierte Anzahlmatrizen P*, die aus den Anzahl-
matrizen P durch Beschrinkung auf ambige Ideale hervorgehen; von
ihnen interessiert hier nur die Spur:
T
SpPH(H) = X Hemii(t).
o
Die Anzahl der ganzen ambigen p;-Ideale, deren Normen in g aufgehen,

ist 2%, wobei » die Primteileranzahl von q ist (s. [6], § 4). Die Hauptideale
darunter haben die Anzahl Y = (). Fiir Klassenzahl hy = 1 folgt demnach:

tla
H >
T Yant)
tlq:
Fiir hy > 1 miissen wir statt derobigén 2* Ideale deren Produkte mit
einem Reprisentantensystem a,, ..., oy, der Idealklassen von K zugrunde

legen (welche wir ohne Einschrinkung als ganz und primitiv a.nnehm.en),
denn jedes ambige p-Ideal 148t sich als Produkt eines ganzen aml?lgen
o;-Tdeals, dessen Norm in g aufgeht, und eines Ideals in K schreiben.

ho
Die Anzahl der Hauptideale unter diesen hy-2* Idealen ist ' 3 70 (tag).

k=1 tlq
Demnach ist
By 2°
H; = W .
2 2 ”iz(tak)
k=1 t|g
Wir kénnen daher schliefen:
ho hy T
* g9
D) D s tad) = ) N Y Hisl( el
k=1 tlg k=1 t|qg =1
T .
= —hi————nfl(iaﬁ) = T hy-2%.

TRy
=l k=l e Y M ag(tak)

K=117q

Daraus folgt:

bm@

Terndre und quaterndre quadratische Formen 353

Sarz 14. In einer total-definiten Quaternionenalgebra, & iiber einem
total-reellen Zahlkorper, dessen Idealklassen durch die ganzen primitiven
Ideale ay, - .., an, Teprasentiert seien, ist die Anzahl T%(®) der Isomorphietypen
von Ordnungen des gquadratfreien Grundideals q:

hy
2, 2 SpP*(taj)
- k=1 tjq

T(®) RET
0

wobei x die Primieileranzahl von q ist und die Spuren der modifizierten
Anzablmatrizen SpP* soeben definiert wurden.

Es bleibt die Aufgabe, SpP* zu berechnen. Zunichst werde das
Ergebnis der Berechnung von SpP aus [6] referiert:

Fir eine Ordnung O des Korpers K (1/17 ) und ein Primideal p
in K bedeute

E(Vv)
{9} _ (—(p”—)), falls p zum Fithrer von O prim
’
. P 1, sonst

P
wobei (—5:/—”)—) das Artinsymbol ist.

Die Einheiten e;,...,e¢, seien ein minimales Vertretersystem der
“Quadratklassen’ von Einheiten von K, d.h. jede Einheit ¢ kann in der
Form ¢ = ¢'?¢; mit einer weiteren Einheit ¢’ und passendem ¢; (1< i< 7)
geschrieben werden. Wenn n kein Hauptideal ist, wird SpP(n) = 0.
Sei also 1 = Iny: Dann bilde man erstens alle Produkte = — Mo €; Mt
den soeben erklirten Einheiten ¢;, zweitens alle sel derart, daB fiir alle
unendlichen Primstellen oo: 82 < 4n in K, ist, drittens alle Ordnungen
O 2 I[x], 22—szx+n = 0. Bezeichnen nun (D) und w(D) die Anzahl
der Idealklassen von © und den Index der Einheitengruppe von I in

-GN T0ES

(1)
450 ¥a blez

wobei q = q,0, und q, die Grundzahl der Quaternionenalgebra @ (d.h. das
Produkt aller p, fir die @, nullteilerfrei ist) und (M) gleich dem MaB M
oder 0, je nachdem ob n das Quadrat eines Hauptideals ist oder nicht;

dabei ist
2ho8y(2) D
2 M_.—-‘——IIN——lllN 1).
(2) (277:)2” ] ( » )@m ( P+ )

Hierin bedeutet » den Grad, &, die Klassenzahl, {,(s) die Zetafunktion
und D, die Diskriminante von K.

Acta Arithmetica XV.4 23

1
SpP(n) = (M)+5
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Zur Berechnung von SpP* miissen wir eine in diesem ngammenhang
geeignete Kennzeichnung der ambigen Tdeale fmden.. Wir .behaupten,
daB diese Kennzeichnung im Fall n|q bereits durch die Bedingung
(3) s = 0(n)
geliefert wird. Die gesuchte Losung wird dann durch Formel (1) unter
Hinzunghme der Bedingung (3) bei der Summation angegeben.

SATZ 15. Fiir Teiler v des quadratfreien Grundideals q ist

SpP*(n) = (M)+ % “Z; Q (1— {%}) ”(1+ {%})

Plag

7 (D)
(D)
s=0(n)
mit den soeben bei (1) und (2) erklirten Bezeichnungen. ‘
Beweis. Wir brauchen nur das in (3) ausgesprochene Kriterium

fiir ambige Ideale zu zeigem. 4 )
Fiir p|q, haben die o,-Linksideale der Norm 7 (Primelement fir p)

die Normalgestalt (vgl. [6], §2) o,p mit

1l ¢
sl ), omoty
oder L
0
‘u,_g(ﬂ 0), cmodyp.

Das Symbol =~ bedeute hier Assoziiertheit.

01

Das einzige ambige p,-Ideal darunter ist p,p mit u o= (n 0). Es

ist Sp(u) = 0 genau in diesern Fall. Genau in diegem Fall gllt auch 1,ls,-

Fiir p|q, ist jedes Ideal ambig, andererseits kann fir N (,u_)gr:
nicht Sp(x) Binheit in K, sein, sonst wire Sp(u)2— 4N (x) qua,dr.amlscher
Rest mod4p, also Quadrat in K, also p in K(u) zerlegh. Das 1s§ a_ber
in total-definiten Quaternionenalgebren nach [6], Satz 1 unmdoglich.
Also gilt auch hier 1yls,. i o

Wegen 1|q sind die entsprechenden Aussagen fiir Primideale ptq
leer. Damit ist der Satz bewiesen. \

Bemerkung. Analog tberlegt man: Fiir n = mnyn, mit n%]q,_nz =2
ist Bedingung (3) fir ambige Ideale notwendig, jedoch nicht hlprelchepd.
Ahnliche Uberlegungen sind in weiteren REinzelfdllen moglich;- eine
allgemeine Losung ist nicht bekannt.

§ 7. MaBformeln. Wie in § 6 sei der Grundkérper K total-reell und
der Raum R total-anisotrop. Dann ist nach [5], Satz 16.1 die Grr}lppe
U(J) der eigentlichen automorphen Kinheiten von I von end}lcher
Ordnung % (3J). (Bine automorphe Einheit E von J ist ein Automorphismus

i=m®
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E des Raumes B mit EJ = J.) Das E<U(J) in 0,(R) darstellende (bis
auf einen Faktor aus dem Zentrum Z eindeutig bestimmte) Element
T(E) vermittelt einen inneren Automorphismus von Oy (R) mit

0(E3) = 0(3) = T(E)o(3) T (E)2.
In [4] wird gezeigh: Die Zuordnung X/{s} - T(X) ist treu ; dabei ist {s}
die Gruppe der Ahnlichkeiten X = s (d.h. S¢ = $&), 8 # 0 in K. Offen-
bar ist

s}~

_ i+ fir ~ dimR ungerade]

{+1, -1} fir dimR gerade |

(Bei ungerader Dimension ist zwar jede Ahnli;:hkeit eigentlich, jedoch
nur soleche Automorphismen sind eigentlich, deren Determinante der
Dargtellungsmatrix +1 ist.) Bs folgt, daB die Abbildung

@) p: E/V - T(E)/Z

von U(3)/V in A(0(S)) injektiv ist; dabei bedeute 4{p(3)) die Gruppe
der inneren Automorphismen von p(%J) in Cy(R).

Im ternfiren und quaterniven Fall lassen sich weitere Aussagen
machen:

Sarz 16. In den Fillen: I) I ist ein ternires Gitter und II) 3 ist ein
quaterndres Gitter diber dem rationalen Zahlkorper, gilt: U3V = A (D(S)).
Hierbei st U(J) die Gruppe der eigentlichen automorphen Einheiten von

_f 41, dimR =3 - . N
3,V ~{{+17 _1}, dimE — 4 und A(0(3)) die Gruppe der inneren
Automorphismen von o(3J) in der Clifford-Algebra.

Beweis. Es ist nur noch zu zeigen, daB die in (1) definierte Abbildung
® in beiden Fillen surjektiv ist.

I) Nach §1, (4) gibt es zu jedem reguliren ved = (,(R) einen
eigentlichen Automorphismus E mit 7 = T(E); hierbei ist E Einheit
von 3, weil o(EJ) = 0(3J) nach Satz 1, b) zur Folge hat: EJ =mdJ,
wobei m =1, wie Normbildung fiir die Gitter zeigt.

II) Nach §1, (5) und den weiteren Ausfithrungen auf 8. 335 existiert
zu jedem reguliren ze® = (,(R) eine eigentliche Ahnlichkeit ¥ mit
7 =1T(Z). Aus 0(Z3) = o(J) folgt =F =mT. (Im Hinblick auf den
unteren Zusatz merken wir an: Bei Grundkérper K mit ungerader Klassen-
zahl folgt aus I'J = mS nach dem Korollar zu Satz 83 m = (m) mit mel,
also ebenfalls FJ = mT.) Man bilde X =m X, dann gilt I =
mit T(X') = 7. Weil der Grundkorper nach Voraussetzung @ ist, folgt
n(2') =1, also ist I"¢U(J). Demnach ist p surjektiv.

Zusanz. Hs sei W(I) die Gruppe der (nicht notwendig automorphen)
eigentlichen Binkeiten von I. Dann ist fir quaterndre Gitter S5 iiber einem

()
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Grundkorper K mit ungerader Klassenzahl:

/ey == 4 (0(3),

¢ FEinheit in K.
(Fiir Grundkorper @ £illt dieser Zusatz mit Satz 16, II) zusammen.)
Die Ordnung der Gruppe A (o(3)) ist in den Fillen des Satzes 16
endlich und sei mit a(o(3)) bezeichnet. Fiir Ordnungen o von quadratireiem
Grundideal q wird in [6], Formel (16) angegeben:

¢(0)
H(o)’

(2) . a{o) = he2"

wobei a(p) die Anzahl der inneren Automorphismen von o, » die Anzahl
der Primteiler von q, H(o) die Klassenzahl ambiger o-Ideale und e(o)
der Index der Einheitengruppe von I in der Einheitengruppe von o ist.
Nach Satz 16 und (2) ist man in der Lage, Minkowski-Siegelsche
MaBe von terniren und quaterniiren Gittergeschlechtern auf MaBberech-
nungen in Quaternionenalgebren zuriickzufihren.
I) Ternire Gesehlechter Das MaB eines terniren Geschlechts

® ist M(G 2 (3), wobei J; Repriisentanten der g, Ahnlich-
[

keitsklassen von (5 smd Nach Satz 16 folgt u(J;) = a{0()), daher wird
nach (2) und dem Korollar zu Satz 9 (S. 346) fiir Geschlechter ® mit
reduzierter Determinante 2q bei quadratfreiem q:

M(G) = hlz,,z ((D(“s’ ))

Die hierin auftretende Summe ist gerade das in § 6, (2) explizit angegebene
MaB der Ordnungen des Grundideals q der Clifford-Algebra. Daraus
ergibt sich

SATZ 17. Das Minkowski-Siegelsche Maf eines terndiren Geschlochis
mit der reduzierten Determinante 2q bei quadratfreiem q ist:

2D,
(3) (@) =22 08 [T vy 1) [ ] ¥ wy+1).

2% (27 )*"
( ) play Plag

Dabei bedeuten Dy, Io(s),n Diskriminante, Zetafunktion und Korpergrad
von K, q, das Produkt aller Primideale p, fiir welche @, = Cy(R,) nullieiler-

fret ist, g, = ?q und = die Anzahl der Primieiler von q.
1
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II) Quaternére Idealkomplexe. Es liege ein quasiquadratfreier

Idealkomplex Mt von Gittern 2. Art in einem quaterniren Raum R iiber @
mit A(R) # 1 vor. Das Mal M(I) werde definiert als die Summe der
2

MaBe der in M liegenden Geschlechter ®;:

ot k
) = 3 (6) = >,
i=1 F=1 /

wobei J; Vertreter der &k Ahnlichkeitsklassen von O sind; g+ ist die Anzahl

! der engeren Geschlechter von Q(I/A) (vel. Satz 6). Wichtig ist der Fall
g" =1; nach dem Hauptsatz tiber die Geschlechter in quadratischen
Kﬁrg_)ern liegt dieser Fall genau dann vor, wenn die Diskriminante von
Q(V 4) keine verschiedenen Primteiler enthilt. Amnalog zu (3) berechnet
man unter Benutzung von Satz 12, Satz 16 und (2):

Sarz 18. Das Minkowski-Siegelsche Maf eines quasiquadratfreien
Idealkomplexes 2. Art M in einem quaterndren Raum R diber @ mit A(R) # 1
2

st

D7 £(2)

4 M —_—

) @) = =%

wobei Dy, £o(8), Diskriminante, Zetafunktion von Q(VZ) bedeuten.

Eine weitergehende explizite Auswertung von (3), (4) wird erméglicht
durch die Bestimmung der Werte der Zetafunktion in [14], 8. 135. Dort
wird fir die Zetafunktion (x eines total-reellen Korpers K gezeigt:
=" Bk
D

’

wobei Bk = B;
2(=T)=+1

{x(2) =

(das Produkt erstreckt sich iiber alle Charaktere y von K mit y(—1)
= +1). Die “veraligemeinerten Bernoullischen Zahlen” B, wiederum
berechnen sich aus:

B, =f" Zx (fB+i—1)?%

. i=1
dabei ist J der Fihrer von g, B = -+}, B? = +; (gewthnliche Ber-
noullische Zahlen). Hiermit wird aus (3):

u(6) =274 Be [[ (¥ —1) [[ W ®)+1)

pim plag
und aus (4):

Diese Berechnungen finden in § 9 Anwendung.
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Bemerkung. Fiir den Fall des Grundkérpers @ finden gich allge-
meine MaBformeln, die durch Ausrechnung p-adischer Darstellungsdichten
gewonnen werden, in [15], Abh. IV, und in [17]. Der etwas miihsame
Nachweis der Ubereinstimmung dieser Formeln mit Ergebnissen der
Satze 17 und 18 wurde nur in Spezialfillen vorgenommen.

§ 8. Spuren von Anzahlmatrizen. In [5], Xap. IV, werden Anzahl-
matrizen quadratischer Formen untersucht, die besonders deshalb von
Interesse sind, weil sie in enger Beziehung zu Dargtellungen von Hecke-
schen Operatoren stehen. Wir bestimmen die Spuren dieser Anzahlmatrizen
4 fir ternire und - quaternire Idealkomplexe durch Riickfithrung auf
die Berechnung von Spuren von Anzahlmatrizen P zu Quaternionenal-
gebren, die auf 8. 353 behandelt wurde.

Gegeben ist ein Idealkomplex, dessen eigentliche Ahnlichkeitsklassen
durch 3y, ..., 3 reprisentiert seien. Die Spur der Anzahlmatrix dieses
Idealkomplexes zur (ganzen) Norm % is1,

2 _'pm

wobei p;;(n) die Anzahl der ganzen ‘‘Gitterhauptideale &/3; der Norm n”
bedeutet, d.h. (vgl. [5], §13) & = 2XJ; = I mit n(X) = n.

I) Ternére Idealkomplexe. In diesem Fall ist Spd(n) #0
genau fiir #» = 7% (r ganz). Dann ist X = #E mit einem Automorphismus
E und rEJI £ 3, also EF < 7'J = I, daher ES = . Demnach folgt:
SpA(r?) = BpA(1) =k, wobei k die Anzahl der Ahnlichkeitsklassen des
zugrundeliegenden Idealkomplexes ist. Speziell ergibt sich also fiir
Idealkomplexe mit reduzierter Determinante 2q mit quadratfreiem q
nach dem Korollar zu Satz 9:

™(P),
SpA(n) =

SpA(n) =

wenn # Quadrat in K
0, sonst

Hierbei bedeutet I"(®) die Anzahl der Isomorphietypen von Ordnungen
des Grundideals q in @ = O,(R), die in Satz 14 berechnet wurde.

II) Quaternire Idealkomplexe. Bs sei ein quasiquadratireier
Idealkomplex von Gittern 2. Art in einem quaterniren anisotropen
Raum R iber @ mit A(R) 71 zugrunde gelegt.

Einem Hauptideal & = X'3/J in R entspricht in ¢, (R) ein Hauptideal
o(3)T(Z)~ 0(]) = T(Z)o(I)T (2"

(vgl.§1,8.332; 8. auch [67,§ 14). I = 3 bedeutet, daB X ganz ist in bezug
aunf 3. Andererselts bedeutet T(X)"'en(3), dad T(Z)™' ganz in berug
auf o(3J) ist. Aus §1, (5) erkennt man:

I3 =T (Z e (),

mit

i=m®
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also entspricht einem ganzen Hauptideal in R ein ganzes Hauptideal
in @ = C,(R) und umgekehrt; dabei gilt nach 8. 335:

n(Z) = NQ(VZ)/Q(T 2)—1(1’(2)—1)3).
Sei f eine ganze Zahl aus Q(I/Z) mit N (f) = » (hierbei sei N = N,

O(VA)/Q)
Dann ist (wenn #» kein Quadrat):

>

/
N(f)=n

1] 3'L
Dpis(n) = i%ﬂ%)—’l

denn die Anzahl der T(Z)"" der Norm f aus o(S;) (bis auf assoziierte)
ist ﬂii(f)@(D(qu)), und genau innere Automorphismen in p(J;) (in der
Anzahl a(o(3y)) liefern dieselben Ideale in R. Nach § 7, (2) ist

6(0(31)) _ H(D(S‘i))‘
a(n(i‘)‘i)) By
also folgt:
Pi(n) = — Z H;m(f),
N(f)=n
demnach ist
T
1
SpA (1) =5 D D B =4 ;‘ SpP(f)
Nijn N(f)=n

mit den Bezeichnungen von §6, S.352. Das Resultat wird zusammen-
gefalit in

SATZ 19. Zu einem quasiquadratfreien Idealkomples 2. Art in einem
quaterndren anisotropen Raum R mit A(R) 7 1 diber dem rationalen

Zahlkorper Q berechnet sich die Spur der Anzahlmatriz A wie folgt:

.

Spd(n) = SpP(f),

0

witN o210

anzin Qv 4)
78 =1 (fAsso)zxiertenklme)

wenn n kein Quadrat, wobei P(f) Anzahlmatriz in ® = Co(R) zur Norm
(in der Quaternionenalgebra @) f won Ordnungen des Grundideals 1 in
Q(l/A und hy die Klassenzahl von Q(I/A ist. Wenn n Quadrat, ist Sp A (n)
=S8pA(1) =k wie im terniren Fall (S. 358).


Pem


360 M.-Peters

§ 9. Explizite Formeln und Tabellen. Es werden Typenzahlen und
MaBe fiir definite Quaternionenalgebren iiber dem rationalen Zahlkérper
Q und reell-quadratischen Ké&rpern Q(]/Z) berechnet, und es wird der
Zusammenhang mit der Berechnung von Klassenzahlen von Geschlech-
tern quadratischer Formen erneut .erliutert.

I) Typenzahlen von definiten Quaternionenalgebren &
iiber @. Bezeichnungen: Es bedeutet ¢ die Diskriminante von &.
Betrachtet werden Ordnungen der Diskriminante ¢igs mit quadratfreiem
¢ = ¢1¢,. Die Anzahl der Isomorphietypen dieser Ordnungen ist T(g,, ¢,).
Die Bedeuwtung dieser Anzahlen fiir die Berechnung von Klassenzahlen
von Geschlechtern ternirer quadratischer Formen ist folgende: Aus
dem. Korollar zu Satz 9 (8. 346) ergibt sich:

D T(m, a) = F(20),
Qo=
q;,93nat. Zablen

wobel F'(2¢g) die Anzahl der Formenklassen von uneigentlichen terniiren
quadratischen Formen der Determinante 2¢ ist. Die Werte von F(2¢)
lassen sich einer Tabelle von Eisenstein ([7]) entnehmen und zum Ver-
gleich heranziehen. (BEisenstein ([8], S. 363 ff.) gibt iibrigens in Spezial-
fillen ebenfalls Formeln fiir F(2¢) an, die er aus der MaBformel gewinnt.)

In Tabelle 1 sind simtliche T'(qy, qs) fiiv quadratfreies ¢ = ¢,q,
mit ¢ < 30 berechnet und mit den Werten F(2¢) verglichen.

TABELLE 1
q :23567§10 11 (13 | 14 | 15 | 17 |
o 2l3lsl2 sl7le 5 11 13 12 7/8 5| 17
c_;2 -1§11321152 1] 1]7 2|5 38| 1
T(gyyge):| 1111 211 1] 2| 1 (12|12 2
!
F2q) :/1f1|1] 2 |1] 2 |2 |1 3 |3 |2

q | 19 ‘ 2t | 22 |23 ] 26 | 29| 30
@ :| 19 ‘3 T2 11 23| 2 13|20 | 2 3530
a0 17 3{11 2| 1013 2| 115106 1
T(ql,qg-‘ 2 |2 111 203 ]2 2|3 |1221
F(29) 2 3 ] 3 3 4 3 6

(Man beachte, daB ¢, als Grundzahl der Algebra stets eine ungerade
Anzahl von Primteilern enthalten mus.)

iem®
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Die Berechnung der Tabelle 1 beruht auf folgenden (durch Spe-
zialisierung der Ergebnisse der §§ 6 und 7 gewonnenen) Formeln:

2 SpP()
T(q:; @) = T y
1
tll%;a
wobei

und fiir ¢ > 1,¢/g:

s ST e 5

P ) =5 )
s/ Dy Didy

{3

s2—41
w Iz
mit |s| < 2V, t[s,f> 0, (s2—40) [f* = 0, 1(4).
Hierbei bedeutet h(—d) die Idealklassenzahl, w(—d) die halbe
Einheitenanzahl von Q(V—d), wobei —d die Diskriminante eines
imagindr-quadratischen Zahlkérpers ist. Ferner ist

—d d
(——), falls — nicht
-

= 0,1(4).
a y
P 1, falls -~

p2

Die Bedingungen |[s| < 2)@, t|s besagen fiir ¢ > 3:s = 0. Demnach ist

fir ¢t >3, t(g:

= 1t} ( {-4t}) h(—41)
SpP(t) =5 ”( { n w(—ay)

Dldy

(=19

s [Tb-EY b5

wobei der zweite Term fiir —¢ == 0, 1 (4) verschwindet.
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II) Typenzahlen von total-definiten Quaternionenal-
gebren iiber reell-quadratischen Zahlkérpern Q(I/A). Bezeich-
nungen: Es sei M (4) das MaB, H(4) die Anzahl der Klassen, T'(4) die
Anzahl der Typen von Maximalordnungen derjenigen Quaternionenalgebra
& fiber Q(V 4), die an den beiden archimedischen Primstellen verzweigt
ist, sonst aber iiberall zerfillt. (In der Terminologie der §§ 3 und 6 handelt
es sich um die Ordnungen mit Grundideal 1 einer total-definiten Qua-
ternionenalgebra iiber ¢ (va))

Die Befleutung dieser Kennzahlen von Quaternionenalgebren fiir
quadratische Formen ist folgende:

a) Nach Satz 12 (S. 350) ist 7'(4) gleich der Anzahl der Ahnlichkeits-
klassen eines quaterniren Idealkomplexes von “quasiquadratfreien”
Gittern “2. Art” in einem anisotropen Raum tiber @, d.h. Gittern, deren
reduzierte Determinante gleich der Diskriminante von Q(I/A) ist und
deren dyadische Erweiterungen keine Orthogonalbasis besitzen (genauer
8. 8. 346).

Durch M(4) 148t sich gemiB Satz 18 (8. 357) das Minkowski-Siegel-
sche MafB desselben Idealkomplexes berechnen.

b) Die Kenntnis von H(4) und M (4) kann gemifl dem Korollar
zu Satz 9 (S. 346) mit Nutzen bei der Berechnung von Anzahlen von
Ahnlichkeitsklassen ternarer Gitter iiber Q(V4) verwendet werden;
diese Berechnung ist explizit nur in einigen Fillen moglich und wird
hier nicht weiter verfolgt.

Wir fithren in Tabelle 2 die Werte von M(d4), H(4),T(4) fir
quadratfreies A auf, fir welches der Zahlkérper Q(V'4) Klassenzahl 1
und Grundeinheit ¢ mit ¥ (¢) = —1 hat. In diesem Fall ist H(4) = T(4);
(zur Begriindung der Voraussetzungen s. u.). Der Vergleich der Tabelle 2
mit der von K. Germann in [20], S. 146, mittels der Redulktionstheorie
gewonnenen Tabelle (bis zur Diskriminante 61) zeigt Ubereinstimmung.

TABELLE 2
4 2 B 13 17 29 37 41
M(4) % ® @ § i © 3
H(A)=T(4): 1 1 1 1 9 2 2
4 ;.53 61 73 89 97 101
wa - p 5w owm

| H(4)=T(4): 3 3 3 4 4 5

i=m®
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Zur Berechnung der Tabelle ist folgendes zu sagen: M (4) wurde
bereits in § 7 (8. 357) zur zahlenméiBigen Berechnung vorbereitet.

Zur Berechnung von H(4) = SpP(1) muB nach §6, S.353, ein
Vertretersystem ¢; der Quadratklassen von Einheiten von Iyz zugrunde
gelegt werden. Ein solches ist hier: ¢ = 41, —1, +¢, —s, wobel &
die Grundeinheit von Q(I/A) ist. Man muB dann alle selyz suchen, fiir
welche (5’2—‘431:)001‘2 < 0 fiir die beiden archimedischen Primstellen oo, ,.
Solche s gibt es nur fiir ¢; = 41, +e Man iiberlegt leicht: fir 4 > 5
treten bei ¢; = <41 genau s = 0,1 auf. Fir e, = ¢ hiingen die Werte
von s der Gestalt von ¢ ab; auBerdem treten bei den folgenden Rechnungen
Klassenzahlen von Zahlkorpern @ (I/Z, 1/?4—;) auf, die sich nicht allgemein

ausrechnen lassen. Bei N(¢) = —1 fallen die entsprechenden Terme
von SpP(1) jedoch weg, wie aus [6], (52), folgt, da die Quaternionenal-
gebra definit ist. Daher beschréinken wir uns auf Kérper mit N () = —1.
Dann folgt aus § 6, S. 3563: Wenn man die Ordnungen
. O =2 I[x],
mit

2*—sp+1=0 (s=0,1Dbei 4>5)

bildet, dann ist:
(D)

1
SpP(1) = M(A)-]—-Z-ZW(D).
E}

Hierbei bezeichnen:

R{D) die Anzahl der Idealklassen von O,

w(D) den Index der Einheitengruppe von Iyz in der von O.
Es wird hier fir 4 > 5 summiert iiber die Maximalordnungen der Korper
Q(V4,Y—=1) und Q(V4,V—3). Dieses sind bizyklische biquadratische
Korper, deren Klassenzahlen schon im 19. Jahrhundert bekannt waren
(vgl. [9], 8. 72).

Mit diesen Ergebnissen erhélt man:

H(4) = M(A)+3h(A)h(—A)+3h(A)h(—84) fir 4>35,
wobei h(— 4) die Klassenzahl von Q(l/j) bedeutet.

Fiir h(4) =1 ist nach Satz 14 (8. 3583): T'(4) = H(4).

Fiir h(4) > 1 benotigh man zur Berechnung von 7(4) die Spuren
SpP*(a}) (s. 8. 352), wobei a; Vertreter der Idealklassen von Q(VZ) sind.
Diese Spuren lassen sich nach der Bemerkung am SchluB von § 6 (8. 354)
gelegentlich abschitzen und zuweilen sogar berechnen, die Resultate
bleiben in diesem Fall aber lickenhaft.
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Bezeichnungen

kleine lateinische Buchstaben: Elemente des Grundkoérpers a, b,...
groBe lateinische Buchstaben: Grundkérper K, dessen Maximalordnung
I, metrischer Raum R, rationaler Zahlkorper ¢, Ring der ganzen
rationalem Zahlen Z, einer Ahnlichkeit £ gemiB §1, (1) zugeord-
netes T(X) und gewisse spiter im Text erklirte Anzahlen,
kleine deutsche Buchstaben: Ideale des Grundkérpers: a, b, ... p,...
und Ordnungen p der Clifford-Algebren C,(E) von R,
groBe deutsche Buchstaben: Gitter oder Komplexe von Gittern in me-
trischen Réumen: I, &,..., M, ...,
und: Diskriminante D einer Ordnung,
kleine griechische Buchstaben:
1) Vektoren des metrischen Raumes R: a, fy...yty %, ..., &, ...
2) Elemente einer Quaternionenalgebra: a, f,...,7, ...
3) gewisse Anzahlen =;(f), » (s. 8. 352),
grofe griechische Buchstaben: Ahnlichkeiten oder Automorphismen eines
metrischen Raumes: A, B,...,E,..., 2, T, ...
und Quaternionenalgebra @, deren Zentrum Z
und Diskriminante 4 eines metrischen Raumes.
Wenn neue Symbole mittels einer Gleichung definiert werden, so
wird = geschrieben.
Ziffern (z. B.[5]) weisen auf das Literaturverzeichnis am Schluf
der Arbeit hin.
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