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ACTA ARITHMETICA
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Uber den Klassenkorper zom quadratischen Zahlkérper
mit der Diskriminante —47

{Fortsetzung)
yon

HeLnwr HASSE (z. Zt. Honolulu, Hawaii)
mnd JosepE Liing (Columbus, Ohio)

0. Diese Arbeit knupft an die Schlufbemerkung einer Arbeit [1}
gleichen Titels des erstgenannten Verfassers an. Die dort in Aussicht
gestellte Untersuchung wurde inzwisehen durch eine gemeinsame Arbeit
[2] des mweitgenannten Verfassers mit Zassenhaus in Gang gesetzt, deren
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Ergebnisse es uns dann erméglicht haben, die in jener Schlufbemer-
kung gestellten Fragen vollsténdig zu beantworten.

In [1] wurde der Klassenkorper N zu dem quadrafischen Zahikrper
Q= P(I/—M ) —dem ersten imaginir-quadratischen Zahlkirper mit
durch 5 teilbarer Klassenzahl, nimlich % = b — nach den rein-arithme~
tischen Methoden der allgemeinen Klagsenkorpertheorie numerisch kon-
struiert.

Man weil aus der Klassenkorpertheorie, dall N/Q zyklisch vom.
Grade 5 und N/P normal mit Diedergruppe der Ordnung 2-5 ist. Demnach
entsteht N durch Komposition von £ mit einem nicht-normalen Korper
K vom Grade 3, der als der einzige reelle unter seinen Konjugierten nor-



@
90 H. Wasgse und J. Liang Im“

miert gedacht sei. Die in der Schlullbemerkung von [1] gostellten Fragen
betreffen den Vergleich der so konstruierten Brzeugung dieses Klagsen-
korpers N/ mit den ans der Transformationstheorie der Modulfunkiionen,
also tmter Zuhilfeneahme analytischer Methoden gewonnencen Brzeugungen,
wie sie in Gestalt zweier anderslautender erzeugende » Gleichungen in
den in [1], 8. 420 zitierten Algebralehrbiichern von Weber und Fricke
angegeben. sind (). Fir diesen Vergleich ist es nitig, die Grundlagen der
Konstruktion aus [1] noch einmal kurz aufzurollen und dabei nach der
algebraigchen Seite hin aunszubauen.

1. Die Konstruktion in [1] berubht auf dem allgemcin fitr Hrweite-
rungen. dieses Typus bestehenden wumkehrbar eindeutigen Zusiummenhang
zwischen einerseits den Nrzeugungen

1) K =P), N=®Q() mit F(0)=0

durch die (einzige) reelle Wurzel § eines gesigneten irreduziblen Poly-
noms B-ten Grades f(xz) tber P, und andererseits den Brzeugungen

{2) | N — (Vo)

durch reelle 5-te Radikale i/w fiir die zugeordnete zyklische Erweiterung
N°JQ°, die aus N/Q durch Adjunktion der 5-ten Binheilswurzeln cntsteht.
Dabei liefern genaun diejenigen Radikanden o 50 wos dem grifiten
reellen Teilkérper £ von ©° Brweiterungen des in Rede stehenden Typus,
fiir welche die Anwendung der erzeugenden Automorphismen & (der
Ordnung 4) von P°/P und 7 (der Ordnung 2) von /P, aufgefaft als
solche von ©°/Q bzw, von Q°/P°, die Wirkung

5 1 T — - . g
(3) =o', o =« inQ° unddsnn auch in Q

hat, wobei 8 gegeniiber §~* durch die Festsetzung o == p* fiir eine
primitive 5-te Einheitswurzel ¢ normiert ist., Da 5 innerhalb £° durch
die elementweize Invarianz beim Automorphistnug T'8% gekennzeichnet
ist, hat man o’ = wsz, 80 dafl Dbei der hier vorgenommenen Beschrin-
lkung anf relle Radikanden o die zweite Bedingung (3) eine Tolge der
ergten. ist nnd auch in der Form, o+ =1 oder also

(34) n{w)=1 in Qf und dann auch in P§ = P (VD)
gescl?rieben werden kann, wo n( ) die Relativnormbildung von £5/P
bezeichnet. Im folgenden sei wie in {1] die Anwendung des Aubomor-
phismus 8 einfach durch einen Strich angedeutet:

n{w) =we" =1 in PH3).

giehe zu alledem den Eérpergraph und die Automorphismentafel in [1],
1. 426,

) In jenem Zitat muB ey . Weber (statt W. Weber) heiBen.
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Der umkehrbar eindsutige Zusammenhang zwischen den vorstehend
besprochenen beiden FErzeugungen (1) und (2) wird vermittelt durch
das einer Erzeugenden # von K/P zugeordnete Lagrangesche Radikal

(1) L= ) o o%
pmods

aus dem groBten reellen Teilkorper N; von N°, wo R ein erzeugender
Automorphismus (der Ordnung 5) von N/, aufgefalt als solcher von
N°/@° und damit auch von Njj& ist. Dieses Radikal liefert in der Form

{5) w = I
einen moglichen Radikanden o aus §§. Umgekehrt ist fiir jeden moglichen

Radikanden o aus ) die reells Vo Lagrangesches Radikal zu einer
Erzeugenden § von K/P, und zwar liegt 6 durch o eindeutig bis auf eine
willkiirliche additive rationale Zahl fest. ¥Man erhilt diese Schar von
Erzeugenden 6 durch Spurbildung von Nj/K in der Gestalt

6 6 =%(a+ Sp(Vo)) = %(w Z 3/55) (aeP willkiirlich)

»mod4
1 5 5, 5 ,— 5
= 5 (a+Voi ]/cu' —I—l/w” - Vm'”),

wobei § als erzeugender Automorphismus von N°/N und damit auch
von Nj/K aunfgefalit ist.

2. Unter den vorstehend beschriebenen Erweiterungen ist nun der
hier zu betrachtende Klassenkérper N/Q dadurch gekennzeichnet, dal
der Radikand o eine sogenannte ,singulire Prim#rzahl” ist, d.h. eine
B-te Divisorpotenz, aber nicht eine 5-te Zahlpotenz ist:

ol, o 71 in ©° und dann auch in 93,
5

welehe iiberdies primér ist, d.h. der Kongruenz

» = 1modszx und dann auch modsn,
5

geniigh, wo & mit #* o5 und =, mit #; =5 die Primhauptdivisoren
von 5 in &° bzw. Q) sind

Wie in [1], S. 430 festgestellt, ist die Klassenzahl von € genau
durch 5! teilbar (némlich gleich 2-5}), so daBl nur eine einzige unverzweigte
zyklische Erweiterung 5-ten. Grades N°/Q° existiert. Dahér legt eine
singulire Primirzahl aus & genau bis auf die trivialen Substitutionen

pmod 5, ¢ = 0mod5
aef, a =0

(7) w = o' d
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fest, und wenn sie wie hier reell sein goll, genan bis auf die trivialen
Substitutionen

5

pmodb, p % 0modh
(70) » = o' .

age Sy, ag # 0

Dag letztere ist nach den vorstehenden Ausfithrungen auch schon darnus
klar, daB die Klassenzahl von £ genau durch B* teilbar (nimlich gleich 5)
ist, so daB nur eine einzige unverzweigte zyklische Erwelterung 5-ten
Grades N/Q existiert, eben der hier zu betrachtende Klassenkirper.

3. Fir die Konstruktion in [1] bedeutet diese nach der algebraischen
Seite hin ausgebaute Grundlegung eine willkommene Vereinfachung.
Da niamlich danach von vornherein festatebt, daf man mit ciner reellen
singuliren Primirzahl o auskommt, braucht man in dem Hrmittlungs-
schema fiir o (8. 431)(2) statt der Zahlen w, g, 9, &, ¥, aus Q@ nur das
dort zuvor bestimmte Grundeinheitengystem

1-4V3
47—5V6  —~5+¥5 . 1 41+5VE . B4VD

-é- P 5 0 = S é, [ ...__....2_ - &' 17,

&g =

von Q) und statt des Primhaunptdivisors o = l/-el/ﬁ von D in & mr
den Primhauptdivisor

noml/jmzl/ 5475,

2

von 5 in €§ zugrundezulegen. Das in dieser Weise vereinfachte Schem
lantet (?):

‘1-1-% 14VE [14a¥5| 14+5 |

- A 5
e 2 2
1 1

]
2]

(%) Btatt der dort versehentlich eingesetzten primitiven 5+ 47-ten Binheitawnrzel £
mull natiirlich, wie anch schon vorher auf 8. 430 oben, die primitive 5-te Iinheits-
wurzel ¢ stehen.

(%} Die darin angegehenen Exponenten - mod5 bezichen sich au! dic durel
Pofenzierung mit 5—1 = 4 zu m-adischen Emsemhelten gomachten Kinheiten aus
der ersten Spalte; dicse Einseinheiten gind — e=!, & ao“l, g0 dafll die Exponenten.

der Emheltep aug der eraten Spalte die entgegengesetzten Werte mod s haben.
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Es ergibt direkt, ochne den Umweg iiber ©°, die in £F gelegene singulire
Primirzahl

®) g L 9353 +4225V5 o5 114+5v5
- £, = -— —_ .
e =g 2 7 ™
Das Nichtmitsprechen der Dbereits im quadratischen Zahlkdrper £ gele-
94V —a7
genen komplexen B5-ten Divisorpotenzzahl w == __t—o—— — siehe

die Bemerkung 8. 432 oben — wird hierdurch von dem Charakter einer
Zufalligkeit entkleidet.
Die am Schlub von [1] aus dem so bestimmten Radikand o gebildete

Erzeugende s
A =sp(Vo)

des reellen Teilkorpers K/P von N/Q entspricht nicht ganz der hier in
(6) gegebenen Zuordnungsvorschritt; es fehlt der dortige Nenner 5. Das
irreduzible Polynom iiber P, dessen reelle Wurzel 4 ist, wnrde, wie am
SchluB von [1] angegeben, durch K1. Alber zu

9 glz) = #°  -+102°—235a" 1 21605 — 9353

berechnet. Nun ist die Primzahl 5 in /P und N/Q und damit auch in
K/P unversweigt. Aus g(x) =o°+2 = (z+2mod3, also (427
== Omod5 kann daber auf A4 2 = 0mod5 geschlossen werden, Setazt
man demmach die in (6) noch verfiighare additive rationale Zahl ¢ = 2
an, so bleibt die dem Radikand o nach der Vorschrift (6) zugemdnete
Erzeugende
A+2
5

f =

trotz des jetzt zugefiighen Nenners 5 ganz, und als das irreduzible Polynom
iiber P, dessen reelle Wurzel 6 isf, ergibt sich

(10) fl@) = o°— 20"+ 20° — 32° + 66— B

mit verkleinerten Koeffizienten.

Fiir den in [1] vorangestellten Fall der kubischen Klassenkirper
zu den beiden imaginir-quadratischen Zahlkérpern & = P(}/d) mit
4= —27T4+4 = —334-22 gilt Entsprechendes(*). Die dort zum Schlub
erwiahnte Erzeugende

B = ]/80"‘]/50
gentigt auf Grund der Gleichung
BE—_3B—(2TF2) =0

Yy Auf 8, 422 gind zwei stérende Drueckfehler zu berichtigen: Z. 9 v.u. Les
k= ... (statt by =...) und Z. 8 v. u. lies h* {stati h).
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der Kongruenz B = +1mod3. Die dem Radikanden &, nach der Vor-
sehrift (6) zugeordnete Erzeugende
g BT1
3
ist demnach ganz und genigt der Gleichung
084 02—1 = 0
mit ebenso kleinen Koeffizienten wie die zuvor angegehene Irzengende A mit
A¥F 41 = 0.
Znwischen beiden besteht der einfache Zusammenhang
A =070
, o4V —3d .
Der Radikand zu‘ A, nimlich 3¢ =3 - - P -, it aber weniger

einfach und naturgemixﬁ alg der Radikand g, zu 0.

4. Die vorstehend besprochenen Bildungen f, 0, @ werden im fol-
genden wie in der Arbeit [2] durch den Index H gekennzeichnet, der
andeutet, dal es sich. um die Bildungen aus der Arbeit [1] des crstgenann-
ten Verfassers handelt. Die mit ihnen zun vergleichenden anwlogen Bildun-
gen, die den von Weber und Fricke angegebenen erzeugenden Polynomen

fwle) = 2° — =2t — 211,
fro() =o' —a*+a’+ of—2m--1

entsprechen, werden durch den Tndex W bzw. F gekenunzeichnet.

In den Tabellen am Schlufl der Algebrabénde ITL von Weber und
Fricke werden die Gleichungen fir(fw) =0 und fa(0p) = 0 zwar als
nIKlassengleichungen” fiiv die Diskriminante —47 bhezeichnet., Aus den
Augfithrungen im Text geht jedoch nicht mit voller Klarheit hervor,
ob diese Gleichungen wirklich den absoluten Klassenkirper IN/Q arzengen;
denn sie werden aus der Transformationstheorie von Modulfunlktionen
héherer Stufe gewonnen, wihrend die Klassenlkdrperkonstruktion nar
mit Modunlfunktionen erster Stufe durchgefithrt wird. Nicht nur aus diesem
sondern auch aus rein-algebraischem Grunde erschien es winschangwert,
die Identitit der durch diese Gleichungen erzeugten Hrweiterungen von
Q mit dem dureh fy(0;) = 0 erzengten ahsoluten Klussenkorper N/S
auf direktem Wege festzustellen, d.h. ctwa Oy durch Oy und Oy durch
8z als Polynom nicdrigeren als B-ten Grades iiber S darenstellen.

Um ferner den arithmetischen Zusammenhang zwischen den Radi-
kanden wy, ow, op aufzudecken, der ja dann durch Substitutionen der
Form (7,) gegeben sein muB, hat man gemif der Definition der Radi-
kanden in (4), (5) zundchst einmal rein-algebraisch die Wirkung eines
erzeugenden Automorphismus B von N/Q auf die Brzeugenden 0y, Oy, 7
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rechnerisch zu erfassen, ndmlich 93, 651, 6% als Polynome niedrigeren
als B-fen Grades dber Q in baw. Og, O, Op (oder auch nur in einer festen
Drzeugenden, etwae Oy) darzustellen.

Ein Verfahren zur Logung dieser beiden rein-algehraischen Aufgaben
ither algebraische Erweiterungen eines algehraischen Zahlkirpers, die durch
eine theoretisch als zyklisch bekannte Grundgleichung gegeben gind,
war in der Lehrbuchliteratur nicht zu finden, und namhafte Algehrailker,
wie z.B. van der Waerden, konnten auf Anhieb keinen Weg zur Lisung
vorschlagen. VeranlaBt durch das hier in Rede stehende Beispiel wurde
ein allgemeines solches Verfahren in der Arbeit [2] entwickelt, und zwar
gestitzt auf ein von Zassenhaus [3] entwickeltes p-adisches Verfahren
zur Faktorisation von Polynomen. Die Anwendung auf die hier vorlie-
genden Polynome [z, fir, fr unter Zuhifenahme des IBM-Coruputers 7094
in Columbus-Ohio ergab einerseits(®):

bn = iy — b,

Oy = —0p—20p1+1,
andererseits(®):
1 4711V —47 —
6% :Z?(_O]/_M + Oy TV —47 6+
AT 8V 4T | 4T+V 4T N O
5 B+ g frr ),
1 P S -
0% ;4—7((47—7]/—47)—5—(47—111/-47)6W—|—(47-—8]/——-17)BZW—1—
4713 —47 -
+ ___,,_é‘_/m_ a%,f+(~747+91/m47)6;‘7),
g1 14145V —47 i — 1413V —47 ; —4T—BY 47 o
T 2 2 z 9 i
47+ 3V —47 —
+‘—+—2~]~/-— O% -+ (—47—3 1/-47)&}).

%) In [2] wurde von dem Polynom g(x) aus (9) (dort fz (¢) genannt) und seiner
reellen Wurzel 4 (dort 0z genannt) ausgegangen. Die erste Anpabe hier ist elemen-
tar anf das einfachere Polynom fg(z) aus (10) und seine reelle Wurzel 8 nmgerechnet.

{9} Hier sind die Zohlen aus £ durch die organische Basis I, ¥V —47 (GauBsche

14V 47

Summen) statt 1, —3

in [2] dargestellt. Erst dann trité eine arithmetische

Beziehung zur Diskriminante —47 hervor: simtliche erste Koordinaten sind durch
—4%, also sfmiliche #-Koeflizienten durch V_47 teilbar, g0 dafl der wvorangtehende
Nenner 47 teilweise kompensiert wird.

(") Diese Angabe fehlt in [21.
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Damit war einerseits die Gewillheit erlangt, dall die Gleichungen
von Weber und Fricke wirklich den in Redo stehonden Klagsenkorper
N/ und seinen reellen Teilktrper K/P erzeugen, und aundererseits war
die Berechnung der zugeordneten Radikanden ermdoglicht. Diese Berech-
nung ergab:

1/9353-4-4225V5 11456
( 65

Wy = *g Py - P ﬂ"]) mits N(”’]I) Wl 1,
5| 51 ; -

Qypr == ";:‘ (65 _5_“5‘!{)_ - (‘11"‘ 8 Vﬁ) ﬂ:[]) it N (!'U”') R ( — 5)5 )
1[{—1371—148V5 o |

wp = "2— —-———""—2-———-——- — |- 65 m,, mit; N (ewge) == 1,

Der mit dem Computer gefundene Wert wy zeighe die zu erwartende
Ubereingtimmung mit dem klassenkérpertheoretisch crmittelten 'Wert
von e, in (8) (fiir dessen Gewinnung der Hamburger Rechenautomat
TTi4 herangezogen werden mulite).

Die Werte wp und wy wurden dazn verwendet, den nach (7,) beste
henden Zusammenhang zu mit wpy spezifizieren.

Im Falle von wy war dag einfach, weil gich wp alg Winheit herans-
gentellt hat. Der Zusammenhang war demgemifl in der Form

op = oy pmodb, u == dmod 3
' 70628, n, Binheit
anzuseizen. Fir die Rechnung giinstiger erschien es, die oben in (3)
festgestellte Beziehung wh = @i auszunutzen, nach der dieser Zusam-
menhang auch in der Form

oy = oy 5y (vI00d 4, 5,¢RQ, n, Binheit)

angesetzt werden kann, bei der der Radikand nicht mehr potenziert
zu werden braucht. Zusammengetzung von 5, aus den Grundeinheiten
& &, & von € (siehe [1], 8. 428). Ubergang su den Konjugierlen und
Logarithmiernng fithrt dann auf ein lineares (leichungsrystem fin die
Bxponenten der Grundeinheiten, von dem feststeht, daB es nur fir eine
einzigen Wert » mod4 losbar igt. Die numerische Durehiiibrung exgab
filr diesen Wert und die zugehodrige Lisung

v=0mod4, = et = ¢,
also den Zusammenhang

(11) op = g6,
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: oypr . . - . .
Im Falle von wp ist op o «’, also —— Einheit. Diese Ninheit
7T

liegt aber nicht mehr im reellen Teilkirper £, sondern erst in Q°. Sie
ist rein-imaginér und kann daher durch Division mit der ebenfalls vein-
-imaginéren Linheit ¢ (siche {17, 8. 428 1.) reell gemacht werden, d.h.
nach £ gebracht werden. Wie vorher hat man dann den Ansatz

oy = o (9% (vmod4, 1,eR5, n, Binheit)

und kann »mod 4 und 7, in der angegebenen Weise bestitmmen. Tatsichlich
wurde allerdings bei der numerischen Durchfiihrung etwas komplizierter
vorgegangen, nimlich die gesmchte Einheit %({= 5,4} aus ° in einer
Darstellung durch die Grundeinheiten #,9’,¢” von £° angesetzt.
Ergebnis:

P

r=0modd, 5= —¢'e'd=—¢e0,
algo

(12) wp = wg{—e e Fa).

Nachtriglich kann man die Ergebnisse (11), (12) natiirlich leieht
durch direkte Rechnung bestitigen. :
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Errata to the paper
“A new estimate for the sum M(x) = 3 u(n)?
{Acta Arithmebica 13 (1967), pp. 49-59)
by

R. A, MacLrop (Victoria, Canada)

On page 49, statement (5) should read

1 11
o+ + —  for all z.

M
[-M ()] < m 5

In the several places where & >> 200 oceurs, this should be » = 201,

On page 52, in the definition of Ug{x), the signs of u, ("1%%) and

o
s (E) should he positive. In the definition of w«(®), the coefficients of

Uy ({{M)") and (?mo_) ghould be +2 and —1 respectively. In the defi-

139

— %y, (w), —21522(;—0), 4 St (%) should be added, while the

w
nition of e(»), the term 3u, (T'S) should be 3u, (—f}-‘—), and the terms

coefficient of w4 (—z«) gshould be 2.

On page 53, the term 16002 in P should have been in @. The term
66420 in P should be replaced by 132840, Also, the following should have
been in Q: 600, 610, 610, 610, 630, 642, 648, 654, 660, 16380, 32800, 32800,
so that ¢ has 230 terms.

The line before statement (16) on page B4 ghould read “Since there
are 221 positive terms and 230 negative ferms in g,

{(16) le(#)—1] =5 231 for all 2”.



