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§ 1. Einleitung. BEs bezeichne

tTc(Q) =32 Z’ 1

mk_nk—p

mit nicht-negativen ganzen Zahlen m, n unter der Bedingung m > n = 0.
Die natiirliche Zahl & werde stets als grofler oder gleich 3 voransgesetzt.

" Der Strich am Sommenzeichen bedeute, dad das Glied » = 0 den Faktor
% erhiilt. Untersucht werden soll die Funktion

Tp(zy = Z te(0)

o

auf ihr Verhalten fir groBe ». Ohne Schwierigkeiten kann man

™ (l) .
2 E-1 '];
Ly = ——— e (o)) o
- -
chosi F(E)

beweisen. s soll gezeigh werden, daB man die Abschitzung des Restes
zu O (e %) verbessern kann. Eine weitere Verbesserung der Abschit-
zung ist nieht moglich. Das wird sich als selbstverstindlich erweisen,
da gezeigt wird, daB sich in erster Niherung der Rest durch eine Funktion
mit genau der genannten CGréBenordnung darstellen 14Gt. Hs erhebt sich
damit das Problem nach der GriéBenordnung der zweiten Néherung. Die
PBrgebnisse sind in den Sétzen 1 und 2 dargestellt. Hs soll noch daranf
hingewiesen werden, daB sich unmittelbare Parallelen zu den Ergeb-
nissen iiber

Rialw) =4 D1

nk. L mi s
7m0

(= 0, m = 0 erhalten den Faktor }), dargestellt in [4], anbieten.
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§ 2. Darstellung von Ty (x). Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis
des die Abschitzung des Restes vorbereitenden Satzes.

SaTz 1. Fs sei & eine natirliche Zahl 2 3,0 = (21”‘—1)", po) = a—

—[#]— 4. Die Funktion N.(i,x) sei Lisung der Gleichung
1 (M2, ©) - 8 —Ni(t, 2) = a.

{(s, q) beeeichne die fir 0<< g1, Re(s) > 1 dureh

> 1
{(s, ) =§m, I(s,1) = &(s)

definierte Zetafunkiion. Dann gilt

(2) Ty(@) =

1‘?2 (i) R ___{_
1 k] 1 sl
. G mk+ BC (H—H“) (ﬁ) -
shoos—  I[2 =1
k k

1 1 ! Lt 1
——2?5"5(—~-E, 1—I—[m’°}~—w’ﬂ)m’“ B A (2)

mit

=l -

Aw) =2 Y ylmt—a)

w<mbgan

=2 > p(Vul, 2))4-0(1).

1rican

Bevor ie-h diesen Satz beweise, stelle ich in einem Hilfssatz alle not-
wendigen Eigenschaften von Np(f, ) zusammen. Dabei werde stets
Ni(t, 1) = N, gesetzt.

HirrssaTz 1.

1 1
{3) _ Ne(ta*, o) = o Iy,
(4 ¥p= — ek
S
gl arloo
3) Ny = (1) TR TN
k ( ) {(Nk_l_.ﬂ)k--l__N;:wl}ﬂ’
. 1
(6) Fe=(et) "0 fir t-o0,
. 1 ——t
(" | Nk=m(kt) =IL0) fir 10,
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Beweis. (3) ist unmittelbar klar, wenn man in (1) ¢ durch **
ersetzt und dann (1) mit # = 1 benutzt. Differenziert man (1) fiir » = 1
nach %, so ergibt sich -

() (Wt 0 (Wit 1) —NE N = 0
und durch Auflssung nach Ny, sofort (4). Differentiation von (8) gibt
(E—1) {( N+ 0" (Wit 1P — N> NP+ {(N +0) 7 =N 305 = 0
und mit (8)
) i (e | 03 57
(Nt 8y

Verwendet man hierzu noch (1) und (4), so erhilt man (5). Zum Beweis
von (6} und {7) schreibe man (1) mif x = 1 in der Form

k
e -
1

(k—1 + {( N+~ NN = 0.

Daraus liest man sofort (6) ab, Nach (4) und (6) ist

1
1 gy 1400 )
=am DT
(1=#) 140t )

1
= O[T
, ot
Ne =~ LY
(k—1)i(Et) ** 0@

also (7).
Beweis des SBatzes 1. Wegen

Ty = M wlg=2 > 1

1o 1gmitnFgn

mwnzh

gibt Tylw) in einem (£, n)-Koordinatensystem die doppelte Anzahl der
Gitterpunkte des durch die Kwrven £ = 4= 0, & —y =2 (= 0),7 =0
begrenzten Gebietes an, wobei die Gitterpunkte & = 4 ausgelassen werden
und die Gitterpunkte »n = 0 nur zur Hilfte in Anrechnung gelangen.
Diege Gitterpunkte werden jetzt in verschiedener Weise abgezihlt.
Zungchst werden nur die Gitterpunkte gezihlt, die in dem durch & = g
20,8 =2 (320, = &—(an),n = 0 gegebenen Gebiet liegen.
Dann werden die Gitterpunkte hinzugefiigt, die in dem durch » == &-—
— (ax)®, £ = (25", n = 0 Dbeschriebenen Dreieck liegen. Dabei wurden
aber die in dem durch &—#F =2 (52 0), & = (20)", 7 =0 angege-
benen Gebiet liegenden Gitterpunkte zu viel gezihlt und milssen wieder
abgezogen werden. Damnit stellt sich T%(#) in der Form

Ty(z) = 8,488,

Acts Arithmetlca XVI2 8
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dar mit den Summen
!
-2 53,
1 r;:vkgam (ﬂ+y)k_ g;,!c <o
13
wet 3N

el On< i (am) Lk
r
>,
zembcar nhomb-g
welche jetzi einzeln Dehandelt werden sollen.
I Die Summe S§;: Mit der Bereichnung (1) ist

Z’ =2 2 {Nfc(?f,ﬂ?)~'t/)(l\7k(w,m))}

15_;:"4_% 0L N (#,2) J_éyhgw

Saﬁ“‘“z

81:2

ond mit Hilfe der REuler-Maclaurinschen Summenformel
(m)l[k

S:l == 2 f Nk(t, .’;6')@#—%1\7]‘;(1, m)MZNk((M)uk’

) p{(aa)™) +

(m)lfk

2| 5w

w o v@di—2 > p(Wu(v, ).

lzgﬂ"sﬁa,x
Nach (1) und der Festlegung von a ist
Nef(am), &) = o'
und nach {3} und (6)
Nn ) = (5) +ow.
So hat man zunichst
)Ll 1
©  Si=2 [ Bt odes (5) 7 —20y{(a
: _ k -
(mc)”’“
-
'+ J = Vi, @) (1) dt—2 2.1 W(Nu(v, @)+ 0(L).
) lagrfegam '
Mit (3) und (6) folgt
{axyLik alik o=k
2 f Nilt, ) dt = 24 f Nt — 207 f N
1 L] 4]
. alil 1

f Nydt =3

E—1 [{a\FT .
) (7‘;) "I"O(.I.).
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Mit der Substitution

(y+)—y" =1
wird darans
eyt
(10) 2 [ Ny, )
1 . 1
. 1
vl E—1 {z\*?
_ k k—1 Fnke 2 (1
2 1f@/{y (1+y) —Ljdy—2~— 2(7) +0(1)

1

:(2.7‘«-"1_ Y EF—1

EF—2

3"| to

H{k— 1)a,5f y‘(1+y")‘""2dy~9 (—) +0(1).

Unter Beachtung von (7) wird gebildet

(o) % (azyti® 1 !

d [ ANN=SY
2 f 0 — Nty 2)p(fdt = 2 f { Ni{t, & H—Em(%) * }tp(t)(lt

e

Das erste Tutegral der rechten Seite ist wegen (3) und (7)

&) dE+0 ().

1 aliE

c S S P S
20 I{N;a—l- gy (% }w(w @t = 0(1).

_lfk
Nach Hilfssatz 1 aus [4] ist

z+1
22(z—1)

- —gz—1 _ 1
lft p(t)dt = — =2+

und daher
1 i

7 1 -1 kB [x\ET
-~ Ny (¢, @) p(t)dt m2(:(?_':1')(“{?6*) +k—w§(_) +0(1).

oyl

(9), (10) und (11) ergeben damit

2 2w .,
(12) 8y = @ L) 4 (D [ F+ Pyt

! 1

Jrzc(?"l1)(;?)?_1_293?c () —2 3 #(¥u(, m)+0(L).
1<fcas
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II Die Summe 8,

1
8;=2 D {m—[(ax)]—4} =2

an<mitgar

(13) Z m—~

ax<mitgom
1

1 1 1 1 1 1
= [(20)" T+ [(22)]— [(az)* T — [(az)* 1~ 2 {[(22)* ] — [(aw)*]} x

i

1 £ 1 1 1
fid

x {(a)* —p((an))} = o —2aFyp ((2e)F) +-20F

Summenformel findet man

1
(14) &=—2 D {Im'—a)fl+11+0(1)

rembon
=—2 3 |(mf—a)f—y(m—a)%))+0(1)
2 mbom

2y 1% 1. 1 1
=—2 [ (F—afFar-toa*y((20))~

olik

(2m)lffc

1,
=2 [ TE-1F itz ) glmt—

21k zembon
Fur das erste Integral in (14) hat man
(2Ll : 12 oz aqlk
(15)  —2 [ (F—ofdt = —2FdF 1o f (t 1)’“ ‘a1
ik

L2

% -1 1.3 1, wl 1a

k 1
rli—=
[-3)
of 1
tat g T (T 2 2 o
= —2F &y L (k1)

1

2w L, wi_ L
| F "1 ldt-—ft"’ 1(t—1); i)
1 : 2

1

,yr.—,)?i"“

+ (e

(a2} +0(1).

III Die Summe §;: Unter Verwendung der Buler-Maclaurinschen

@) +0(1).

3
dy

fy (1+y )"’ “ay.
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Im zweiten Integral von (14) rithrt der Hauptanteil fiir grofBe =

von der unmittelbaren Nachbarschaft des Punktes ? == a'/*
findet nach [3], 8. 48, leicht
(2% 1,
(16) —2 FEE ) ()
ik
(i 1
2 1 i
= % = L — ) "sin2rnidt
‘.l'l:
zlfk
410”’“1"'( ) 1 1 e sin(Zw&am‘fk+—Tc~—)
k32
N D —

n=1
1

= —zzﬁc(—i 1+£w1 m)m k°+0(1)

(14), (18) und (16) liefern somit

her; man

+0(1)

1 1

-+

of 1
1 f(k) 2 2w 1,
a7 8= TR G L R A R A
2kcos¥ P(E)
I,z 1 11 1 LSRR N Y 3
2% g 2aF () — 2K (—%,1+[a2"]——w")w" e

+2 Y "o 000,

pmbgon

Die Addition von (12), (13) und (17) ergeben die Behauptung (2).

§ 3. Abschiitzung des Restes.

Barz 2. Fir k=3 und geeignet gewdhiles e >0 ist

(18) de(n) = O(@* ).

Der Beweis dieser Abschitzung erfolgt mit der van der Corputschen
Methode. Dazu werden die beiden folgenden Hilfssitze aus [1] und [2]

bendtigt.
Voraussetzungen:

B. Die reelle Tunktion p(z) habe die Periode 1, set fiir 0 <z <1

monolon, und es sei

@) <1, [p)ds=
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C. Bs sei at+1 <8, f(1) dm Intervall o<t f reell, aweimal differen-
zierbar, ' () monoton, stets positiv oder stels negativ.

D. Bs sei die Vorausselzung C erfiilll. Bs set 5> 0,9 >0, m=92

iom

ganz, f(t) im Intervall a<t<f (m--1)-mal differencierbor. Hs sei fipy -

aKi<f

4
G+
ro,

IF (5 < 1 ()

wnd jedes Syslem von m—1 nichi-negativen ganzen Zahlen hy, b, ..
it fy+he . by = m—1 habe dic Higenschafi

) h’?)‘i-—]_

‘ 5
| () f PR )L Pt gy 1 ()P

: Hrrrasanz 2. Under den Voraussetzungen B und C gibt es eine absolute
Konstante ¢, mit der Rigenschafl

(19)

D vl < el( f Fopae

(B

1
T
Vi@l ViFe)l
Hitrssatz 3. Unter den Voraussetzungen B und D gibt es eine

kichsiens von m ebhdngige Zahl ¢ und eine hichsiens von m, 3, 4’ abhdngige
Zahl o mit der Eigensehafi

(20)

v S 1 1
wlf(m) <e2( o a + )
Q@Zgﬁ /() { f Vi (@) VIF )l

Beweis des Satzes 2. Nach (2) ist zn zeigen:

1 2
{21) D plinf~a)%) = 0™ ),
m<n"’<,9.z
2
(22) > pWeln, @) = 0% ),

lsnFgon

Den Beweis von (21) méchte ich itbergehen, da man big auf triviale
Abinderungen wortlich den Beweis des Satzes 3 aus [4] iibertragen kann.
Nun wird die Summe in (22) in zwei Teilsummen zerlegt:

S - 3+

lspkbgor  tens(En)?  (am)¥cna(mylit

Da..bei bedeute y irgendeine Zahl mit 1/(2k—1) < vy < 1/k. Dve erste
Teilsumme wird mit Hilfssatz 2 behandelt. Mit o = 1, B = {an)",
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f(#} = Np{n, z) sind offensichtlich die Voraussetzungen B mmd O erfillt,
so dall nach (19) folgi

(m)y 5 1 ‘E
6- 3 BZ 2
@) 3yt =o( [ TNt of a)+o( Tmae| )+
1n {oryY 1
|2 ey
+0 [atgl\]c((@m)':'m) .

Nun ist nach (3), (5) und (6)
a (Nl @) - NE 2, )

— . o= (fi— : g
Py Ne(t, z) (h—1)x [(_Nk(t, m)%—t}k‘l—uN};ﬁ_l(f,m)}B’

also mit 0 <K<y, 1/b—6 = &
a2 s
“ét"_z"-Nk((am) , )
(2 Mo’ 2™, 1)+ 2™ NE 2 (0P, 1)
{(-’BJI,N]G(G-&%—'S', 1) + a}&)k-—l_}_m(k—l)d’Nii‘;—l((Léxﬁé” 1)]3

. . 2ok
A—zm, 2k—-3  2kS-32k-1
k-1

== (k1) m 50

g

1— (k.;_].}d.;- ———
) — O(mkﬁvl E—1 )

=‘O(m

Dieses O-Glied geht mit @ - co nmso stérker gegen Null, je groBer § ist,
fir § = 1/k demnach wie 2™ %*. Bei weiterer Verwendung von (3) wird
aus (23) zunichst

_2_(17’:1:1’““1.’7"' 1 S
D v(¥in, 2) = 0[a™ [N;’lidt)+0(m2k).

L (an)?

(24)

&Lk

Nun ist nach (7)
1

N, =0 1)

tir ¢ - 0, und da die hoheren Ableltungen filr £ — 0 offensichtlich asymp-
totische Entwicklungen gestatten, so darf weiter differenziert werden,
s0 daf

1
(25) N =0@ *h

gilt. Mit » = 2 und wegen y < 1/k erhilt man folglich fir (24)

2 k—2 (1 ’}) 2

2 »{Ny(n, 2) = O(mﬁ—?"‘_‘i)— = W

(26) ) = O™ ).
lsasax)?
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Bemerkung: Die bisherigen Rechnungen bleiben fiir y == 1/k
richtig, s0 daf man bei alleiniger Verwendung des Hilfssatzes 2 (18)
mit e = 0 erhiilt. Fiir & >3 konnte man sich damit zufrieden geben
wegen

1 1 2

% B3k
aber fir k = 3 ist

1 1 2

3 s 9

Fir die Abschiitzung der zweiten Teilsumme
2 L4 (»N.Tc(l%; w))
{anfr< s (ax) ¥

wird Hilfssatz 3 mit m = 4 benutzt, Bs sind also zunichst die Voraus-
setzungen D mit (az)’ < 1< (ax)¥* zu iberpriifen:

4 ,
7 P '§+’?
“'b‘i;Nk(t:m) QL_BE;NE“J ) ?
. 7
Y | ae i
WNIGU,'W) Q"W-Nk(t:w) ’
o° P o2 B
BE;NH?; w)WNk(t:m) giﬁ?Nk(t’m) ’
& o2 K
E?Nlc(tam) < a;“Nk(t;m) .

Brsetzt man hierin ¢ durch o' und beachtet (3), so erscheinen diese
notwendigen Voraussetzungen in der Form.

(27) g8 -2 <| N;c' |(4+3n')fﬂ i N;c” i—ak’
i A
(28) RS 1t

2411 3 —
|Nk J( +smk|N§C)l sk,

jetzt fiir @’ <t < oM In diesem. Intervall verschwindet Ny, wie
man. (5) unmittelbar entnimmt, nirgends. Befindet gich ¢ in der unmittel-
baren Nachbarschaft des linken Intervallendes, s0 wachsen N} und die
héheren Ableitungen mit . Nach (2B) verhdlt sich die rechte Seite von
(27) in der Nachbarschaft von o*a" ¥* wie

' —(rzk—l:an’-k+2)k~f~1~

o

l—yk
2k 1380 — —
w(( 180 —k42) =

= O
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Damit (27) erfilllt ist, mub

l—yk

k—1

3n'—2 < ((2k—1) 39’ — k+2

bzw.
1+y(k—2)
3((2k——1) ;v—l)

sein. Wegen 1/(2k—1) <y << 1/k ist dann jedes # mit G<# << §
geeignet. Fiir ein soleches 5" ist (27) fir hinreichend groBe » erfiillt. Das
Nachpriifen von (28) erfolght in genan der gleichen Weise. — Nach (20)
bekommt man daber

r

7 <<

(amyLik 2 ;+m 1
p(Ne(n, x)) = O( f pYe Kelt, o) dt) +0(z™)
(a2)? < nfazy e (ax)¥
s alik L .
T gt 7
= 0™ T ) +0(@™)
aray— 1%

1—ypk 1
FE) L O(a%).

2
2.2 — 2 (k- 1aTr2)

= 0(z™ *)10(e®

Der Exponent im zweiten 0-Glied ist immer kleiner als 2 /3%, denn wegen
E= 3,12k —3) <y << 1fk ist

o 1—yk 1—(2k— 1)y
—— +{(2k—1)30—k+2) ThE—T) 0 <0.
Folglich ist
(29) N w(Maln, @) = 0E@F ).

(aa)’ <n<(az)UF

(26) und (29) ergeben nun {22) und mit (21} die Behauptung (18).
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§ 1. The present paper is in close connection with [8], the notation
of that paper is used and extended (for a resulé which requires little
notation see Corollary to Theorem 2). Reducibility means redueibility
over the rational field Q. Constants are considered neither reducible nor
irreducible. I f(#y, ..., 3) ¥ 0 i3 2 polynomial, then

&
can
Ty, .., ¥z} = const I lf,,(ml, ceeg W)
=]

means that polynomials f; arve irreducible and relatively prime in pairs.
It D(x,, ..., ) = flo, ..A,mk)ﬁm‘;i where f 18 a polynomial,
(floory ey @)y @y i) =1 and q l;rle integers then
D&y «ovy Zx) = F(B1, -0y @)

{this definition is equivalent to omne given in [9]). Let

JD (L, .-y o) = constf]fg(ml, ey )%
a=1

‘We sef

KOy, ..., ) = const [ [, fole, ..o, ma),

- L&(wy, ..., m) = const [Ty ooy a::k)eﬂ?-
where I7, is extended over these f, which do not divide J(a3! ... afk—1)
for any [8y,..., 6] # 0,11, is extended over all f, such that
(*) I el 25') # £ folBrs ooy T

The leading coefficients of K@ and LD are assumed equal to that of JO.
Tn particular for % == 1, KD(x) equals J&(z) deprived of all its eyclotomic
factors and I®(x) equals JP(w) deprived of all its monic irreducible
reciprocal factors (a polynomial f(x) is reciprocal if J(a™!) = £f(=)).



