Komplementire Halbgruppen
Axiomatik und Arithmetik

von

Bruno Bosbach (Bensberg *)

Unter einem Gruppoid verstehen wir jede Menge §, in der eine ein-
deutige zweistellige Operation, genannt Multiplikation, erkliirt ish. Als
Halbgruppe bezeichnen wir jedes Gruppoid, das a(bc) = (ab)c erfiillt.
Sei § eine Halbgruppe. Dann bedeute alib die Existenz eines # aus §
mit az = b, alb die Bxistenz eines y aus 8 mit ya = b. Als rechisregulir
bezeichnen wir S genau dann, wenn alle a der Aquivalens az = ay <=
=y geniigen, entsprechend seien linksreguldre Halbgruppen definiert.
Als regulir bezeichnen wir eine Halbgruppe genau dann, wenn sie sowohl
rechts- als auch linksregulsir ist. Eine Halbgruppe heie wie iiblich idem-
potent, wenn a? = o fiir alle ¢ aus §-gegeben ist. Wir nennen die Halb-
gruppe 8 rechiskomplementir, wenn zu je zwel Elementen a, b aus S genau
ein axb in § existiert mit bjjaz <= a%bl;x. Analog definieren wir links-
komplementire Halbgruppen und bezeichnen das Linkskomplement mit b:a.
Als Leseform lieBe sich einfithren a rechiserginet zu b bzw. o linkserginzi
2u b, Ist S eine rechtskomplementire Halbgruppe, so existiert.in § eine 1
mit a1l = a = la und es gilt alibAbia=a=>b, wie wir spiter sehen wer-
den. Dadurch ist jede rechtskomplementére Halbgruppe teilweise geordnet,
weshalb wir auch a <;b schreiben werden statt ahb und a <ib stath
alibAlbtia. Bine Halbgruppe S, die sowohl rechts- als auch linkskomple-
mentér ist, heiBe komplementdr, wenn sie al = Sa erfiillt fiir alle a aus S
also |; und |, gleichbedeutend sind.

Komplementsire Halbgruppen sind w-abgeschlossen, da jede rechts-
komplementire Halbgruppe w-abgeschlossen ist," sie sind jedoch nicht’
notwendig ~-abgeschlossen. So sind sie streng allgemeiner als- die von
Swamy betrachteten DRL-Semigroups, insofern deren Struktur - und:
Kongruenzen durch ihren positiven Kern vollstindig bestimmt sind, wie
wir spiter zeigen werden, und insofern dieser Kern kommutativ und
~-abgeschlossen ist. Trotz der Verwandtschaft der Strukturen iiberschneiden
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sich die Fragestellungen und Ergebnisse von Swamy mit denen des Autors
kaum.

Als Beispiel einer amgeordneten (totalgeordneten) rechtsreguliren
rechtskomplementéren Halbgruppe, die keine komplementire Halbgruppe
ist, sel die Menge der Ordinalzahlen von der Michtigkeit ¥, beziiglich der
Addition genannt. Als Beispiele fiir komplementére Halbgruppen nennen
wir den Bereich N der natiirlichen Zahlen beziiglich der Multiplikation
oder allgemein jede Zerlegungshalbgruppe (in [2] bezeichnet als wollkano-
nisches Holoid), den Bereich R der rationalen Zahlen > 0 beziiglich der
Addition oder allgemein die Klasse der archimedischen komplementéren
Halbgruppen, den Bereich R betrachtet beziiglich der Anordnungsauto-
morphismen ¢ mit a <g(e) fir alle o oder allgemein jeden Verbands-
gruppenkern und schlieflich die Potenzmenge von N betrachtet beziig-
lich v oder allgemein jeden Booleschen Ring betrachtet beztiglich seiner
Multiplikation. Diese Konkretisierungen machen die zentrale Stellung
der komplementiren Halbgruppe sichtbar und lassen ihren engen Bezug
zu dem von Birkhoff in der 2. und 3. Auflage seiner Lattice theory for-
mulierten Problem erkennen: “Is there a common abstraction which includes
Boolean algebras (Boolean rings) and 1-groups as special cases?t”

Dieser Note liegt der folgende Plan zu Grunde:

In §1 wird die Struktur der rechtskomplementiren Halbgruppen
unter Beriicksichtigung der rechtsreguliren und idempotenten Halb-
gruppen durch Gleichungssysteme charakterisiert, so daB diese fast
unmittelbar eine Charakterisierung der entsprechenden komplementiren
Halbgruppen in § 2 ermoglichen.

§ 3 liefert die fiir alle weiteren Untersuchungen wesentlichen arithme-
tischen Gesetze komplementirer Halbgruppen.

In §4 engen wir die komplementire Halbgruppe durch jeweils ein
Zusatzaxiom nacheinander ein zur Zerlegungshalbgruppe, zur archimedi-
schen komplementiiren Halbgruppe, zum Verbandsgruppenkern, zur
Booleschen Algebra bzw. zum Booleschen Ring, sowie zur komplementéiren
Halbgruppe, deren Elemente sich als Produkt uv mit idempotentem « und
regulirem v darstellen lagsen und die eine elegante Charakterisierung der
direkten Produkte von Verbandsgruppenkernen mit Booleschen Ringen
ermoglicht. § 5 Lefert Unabhingigkeitsbeispiele.

Beziiglich weiterer Untersuchungen sei verwiesen auf [3] und [4],
sowie auf [2] und die dort zitierten Arbeiten iiber Zerlegungshalbgruppen.
Der Vollstandigkeit halber muB hier moch erwihnt werden, daB die

rechtskomplementéire Halbgruppe in engem Zusammenhang steht mit

gewissen logischen Systemen. Dag geht schon daraus hervor, daB die
rechtskomplementire Halbgruppe durch jeweils ein Zusatzaxiom ein-
ge'eng:t werden kann zur Booleschen Algebra bzw. zu einer BCK-Algebra,
Wie sie von Iseki betrachtet wurde, und es scheint interessant, daB sich
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aus Satz 6 dieser Note zusammen mit Theorem 1 aus [9] ergibt, daB eine
rechtskomplementére Halbgruppe beziiglich % und < genau dann eine
BCK-Algebra darstellt, wenn sie kommutativ ist.

Die nachfolgenden Ausfithrungen sind weitgehend voraussetzungslos
geschrieben. In der Terminologie schlieBen wir uns Birkhoff bzw. Fuchs
an, lediglich den positiven Kegel der Verbandsgruppe nennen wir Ver-
bandsgruppenkern, und es soll eine Verbandshalbgruppe wvolldistributiv
heiBen, wenn sie a(b v e)d= abd v acd, a(bc)d= abd ~ acd und
an(buc)=(anb)v(anc) erfiillt. SchlieBlich nennen wir die be-
trachteten Strukturen (rechts-)komplementiir statt “‘teilweise natiirlich
geordnet (rechis-)residuiert”. Beziiglich der Symbolik sei vereinbart, daB
alb stets alib bedeuten soll, @ v b das KGV(a, b) und a ~ b den GGT(a, b)
beziiglich |. Die Multiplikation soll stets stirker binden als %, :, U und ~.
Hinter den einzelnen Axiomen erwihnen wir jeweils, abgekiirzt in der
Form [Bn], dasjenige Beispiel, das die Unabhingigkeit dieses Axioms
von den iibrigen des aufgestellten Systems beweist, hinter den einzelnen
Beweiszeilen vielfach in runden Klammern denjenigen Hilfssatz, der den
vollzogenen Schritt begriindet. Schlieflich sei noch darauf hingewiesen,
daB wir duale Aussagen natirlich als wesensgleich erachten und sie mit-
unter ohne Kommentar nur in einer Form beweisen.

Diese Note igt Teil einer umfangreicheren Untersuchung, die ein-
geleitet wurde in [2] und fortgesetzt wird in [3] und [4]. Speziell liefert [3],
daB sich die Kongruenzen in komplementéiren Halbgruppen durch Volli-
deale (abeI<>ael>b, al = Ia) und die Rechiskongruenzen beziiglich -
und % durch Halbideale (ab e I+=>a eI > b) kennzeichnen lassen. Ferner
wird in der Arbeit [3], die als 2. Teil dieser Note.aufzufassen ist, gezeigt,
daf jede komplementire Halbgruppe eine bis anf Isomorphie eindeutig
bestimmte (volldistributive) Quotientenhiille @ besitzt, die sich aus der
Menge aller Quotienten ab™ mit beliebigem @ ¢S und regulivem be S
zusammensetzt.

Ins Literaturverzeichnis sind nur die Untersuchungen aufgenommen,
die in direktem Zusammenhang mit "den nachfolgenden Ausfithrungen
stehen. Verwandte Betrachtungen konnen dem Literaturverzeichnis zu [7]
entnommen werden.

1. Zur Axiomatik rechtskomplementiirer Halbgruppen. Im
folgenden sei § ein Gruppoid, das beziiglich einer 2. beliebigen Operation %
die Axiome erfiillt: v

(A1) a(axd)=b(bxa), [B1]
(A2) ab¥c = b¥(ax%e), [B2]
(A3) a(b%b)=a. [B3]
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Weiter ist

B. Bosbach

a%a = (a%a) (b%b)

= (a%a)[b(a%ka)%b]
= (a¥%a)[(a%a)%(b%D)]
= (b%b)[(2%D)%(axa)]
= (b%b)[a(bxb)¥%a)
= (b¥%b)(a%a)
= b¥b
=

(ab)oxd = ox(abxd)
= c%[b¥%(a%d)]
= beX(a%d)
= a(be)%d;

(ab)c = [(ab)c][a(be)¥%a(be)Y
= [(ab)c][(ab)exa(be)]
= [a(be)][a(bc)%(ab)c]
= [a(bc)][(ab) c¥%(ab)c]
= a(be);

{exa)%e = (eXa)%(exe)
= e(e¥%a)¥e
= a(a%e)%e
= (a¥%e)%(axe)
= ¢

e%a = (eXa)[(e%a)%e]

= e[ex(e%a)]
='e(ee¥a)
= e(exa);

(e%a)%a = e(eXa)¥a
= (ex%a)%(e%a)

= 6

(8)
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N e¥a = (eXa)e
= (e%a)[(eXa)*al (6)
= ala%(exa)]
= a{ea%a)
= ea(ea¥a) (5)
= a(a%ea)
= ea(a%ea); (5)
(8) exea = e{ea)[ea¥e(ea)] (7)
= ea(eaea)
= ea;
(9) ea = ea(ea¥kea)
= eala¥%(e¥ea)]
= ea(a¥ea) (8)
= eXa; (7)
(10) ea = e¥%a
= a(ea¥a) (7)
= af(e%a)¥*a] (9)
= ae (6)
=q.

Aus (10) folgt, daB ¢ Einselement in § ist. Wir schreiben deshalb
im weiteren- Verlauf. 1 statt ¢ und zeigen:

(11) 1%a =1la (9)
= a3
(12) a¥%1l = 1(1%a)%1 (5]11)
= a(a¥%1)%1
= (a¥%1)%(a%1)
=1;
(13) ax = b <> b¥a =1.
Denn
az = b = b¥%a = ax¥%a
2% (a%a)
z%1 (12)
1

Il

f

i

und
bxa =1 = b= b(b%a)
= a(a¥b).
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(14) ar=bAby=a =
a=al = a(a¥%d) = b(b¥%a)= bl = b. (13)
(15) ap = by <= s¥(a%bd) = 1.
Denn
ar = by = x¥%(a%b) = ar¥b
= by¥%b
=1 (13)

¥ (a¥%d) =1 = av¥%b =1
=> ax = by .

Aus (14) folgt, daB § durch [; teilweise geordnet wird, nach (15)
ist 8 rechtskomplementdr. Bevor wir umgekehrt zeigen, daf auch jede
rechtskomplementére Halbgruppe die Axiome A1, A2, A3 erfiillt, beweisen
wir noch die Abgeschlossenheit von § beziiglich v. Es gilt:

(16) a(axb)=avb=>bua=bbxa).

Denn

und
c¥0=1=c¥%b =
(a%c)%(a%b) = a(a%c)%b
= c(c%a)%b
= (c¥%a)¥%(c%b)
=1%l=1
= ¢ = a¢(a%c) > a(a¥d) .

o Es si? n;m. umgekehrt § eine rechtskomplementire Halbgruppe.
ann gelten beziiglich der Bildung des Rechtskompl i
o ey plementes a¥b die

. Dgnn aafu =e muB Linksteiler aller b aus § sein und deshalb awch
m}t seinen simtlichen Potenzen jedes Element linksteilen, weshalb ¢ = e
sein muB, da sowohl ¢ als auch ¢? die Bedingung fiir a%a erfiillt. Ist weiter
alib A blia, so folgt o= exa = b. Schliefllich gelten hiernach:

) < a(axb) = b(bxa).
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Denn
a(a%b) = bx
= b(b¥a)
= ay
> a(a¥%d).
(18) ab¥%c = b¥(a¥%c) .
Denn
abx = cy
<= bz = (a¥%c)u
<> o= [b¥(a%c)]v.
(19) a(b¥%b) = a(a¥%e)
= e(e¥a)
=a.

Hiernach konnen wir formulieren:

Satz 1. Bin Gruppoid S ist gemau dann eine rechiskomplemenidre
Halbgruppe, wenn es beziiglich einer weiteren Operation % die Aziome Al,
A2, A3 erfillt.

Es stellt sich unmittelbar die Frage, ob A3 ersetzt werden kann durch
(b%b)a = a. DaB dies nicht moglich ist, zeigt Beispiel 7. Nehmen wir
jedoch eine der Forderungen (b¥b)¥%a = a oder a(a%a)= a hinzu, so
wird die Liicke geschlossen, was gezeigt wird durch

Sarz 1'. Bin Gruppoid S ist genaw dann eine rechiskomplemenidre
Halbgruppe, wenn es beziiglich einer weiteren Operation ¥ die Aziome erfillt:

(A1) a(a%b) = b(b¥%a), [B4]
(A2) ab¥c = b¥(a%c), [B5]
(A3*) (b¥b)a=a, [B6]
(A3) (b%b)%a = a, }
oder (A3") a(a¥%a) = a . (B7]
Zunichst konnen wir in beiden Fillen a¥%a = b¥b wie folgt beweisen:
1) a%e = (a%a)¥(a%a) (A3') bzw. (A3 A A2)
= (b¥b)(a%a)¥(a¥%a)
= (a%a)¥[(b%D) % (a%a)]

= (a%a)¥(b%b)[(b%b)¥(a%a)]

= (a%a)¥(a%a)[(a¥%a)¥(b%b)]

= (a%a)*¥[(a%a)%(b¥b)]

= (a¥a)¥(bxb) = b¥%b, falls A3" gilt
= (a%a)[(a¥%a)%(b%b)]

= (b%b)[(b%D)%(a%a)]

= (b%b)¥(a%a)

= b¥xb=e.
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Damit folgt a(b%b) = a(a%a), so daB wir uns auf A3’ beschrinken
konnen bei der Herleitung von Hilfssatz

29 a(bxd) = al(a%e)%(a%e)]
ala(d¥%e)%e]
afe(exa)¥%e]

= a{a¥%e)

= e(e¥%a)

=a&.

It

Als nichstes wollen wir die rechtsreguliren rechtskomplementiren
Halbgruppen charakterisieren. Unmittelbar ergibt sich diesbeziiglich aus
dem Vorhergehenden, daf solche Gruppoide notwendig die Axiome
erfiillen:

(A1) a(a%b) = b(bxa), [B3]
(A2) ab¥%c = b¥%(a%c), (B9}
(V1) a¥ab=1". [B3]

Somit bleibt zu zeigen, daBl die Giiltigkeit von Al,-A2, V1 auch
hinreicht. Hier gilt zunichst:

(20) ab = a(a%ab)
= (ab) (ab%a); :
(21) ab¥%ab = ab¥%(ab)(ab%a) (20)
i = ab¥%a;
(22) (ab)(ab%ab) = (ab)(ab¥%a)
= a(a¥%ab)
=ab.
Daraus folgt weiter:
{23) au=a = ab= (au)b
= [(au)b][(au)b¥kau] (20)
= [(au)b]{a(ud)%au] 2
= [(au)b][a(ub)%a)
= [(au)b][a(ub)%a(ub)] (21)
= [(au)b][(an)b%a(ub)] @)
= [@(ub)]{a(ub)%(au)b)
= [a(ub)][(au) bx(au)b] (2)
= [a(ub)][ab¥*ab]
= [a(ub)][ab%a] (21)
= [a(ub)][(au)bxa]
= [a(ub)]{a(ub)¥%a) (2)

= a(ub); (20)
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(24) o = a = ub = a¥%a(udb)
= a%(awu)b (23)
= a¥ab
=b;

(25) b = b = u¥b = udub

' ‘ =b.

(26) Je zwei Linkseinheiten w und v erfiillen

U = VKU (25)
= D{V¥U)
= u(u¥%?)
= uv
= .
Fiir die auf Grund der vorhergehenden Hilfsséitze existierende und
eindeutig bestimmte Linkseinheit ¢ gilt weiter:

(27) a{axe) = e(e¥a)
= 8%
=a

=3 G%e = €
= ae=a.

Zeigen wir jetzt noch b%b = e, so haben wir den AnschluB an Al, A2,
A3 hergestellt. Die gewiinschte Gleichung liefert

(28) bxb = bexkbe
= e¥%(b¥%be)
= eX%e
=e.

Zusammenfassend erbalten wir damit unter Beriicksichtigung von
Satz 1 den

Sarz 2. Hin Gruppoid S ist genaw dann eine rechisrequliire rechtskom~
plementire Halbgruppe, wenn s beziiglich einer weiteren Operation % die
Aziome Al, A2, V1 erfillt.

Fiir xdempotente komplementidre Halbgruppen elgeben sich als
notwendig die Axiome

(1) a¥axb) = b(b%a) , [B1]
(A2) ab¥%c = b¥(a¥%c), [B2]
(A3) a(b®b)y=a. [B3]
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DaB diese Axiome auch hinreichen, zeigt fast unmittelbar der Hilfssatz
a? = a*(a¥a)

= a({a¥%a)

=a.
Somit gilt
Sarz 3. Bin Gruppoid 8 ist genau dann eine idempotente komplemen-
tire Halbgruppe, wenn es beziiglich einer weiteren Operation % die Amiome 11,
A2, A3 erfilllt.

Es gibt Halbgruppen, in denen zwar nicht zu jedem Paar a,b ein
Paar #,y existiert mit ax = by, wohl aber dann, wenn ein solches Paar
gegeben ist, auch die Komplemente a%b und d%a existieren. Das ein-
fachste Beispiel hierfiir, ist die Halbgruppe der Elemente 1, @, b mit
le=g=ual, ab=0s=a und bb=ba=>b Wir wollen zeigen, daB
diese Halbgruppen durch Adjunktion einer 0 und gegebenenfalls einer 1
zu rechtskomplementéiren Halbgruppen erweitert werden konnen. Hierzu
setze man a%0=0, 0%a=1, 1%e¢ = a und a¥l=1. Dann sind, wie
man durch Fallunterscheldung leicht feststellt, die Axiome Al, A2, A3
erfillt. Ist S rechtsregulir, so ist die Erweiterung immer noch fastrechts-
reguldr in dem Sinne, dafl ar = ay =2 =1y v a = 0 erfiillt ist. In solchen
fastrechtsreguliren rechtskomplementiren Halbgruppen haben, wie man
leicht bestéitigt, stets folgende Axiome Giiltigkeit:

(A1) a(a¥%b) = b(b%a), [B8]
(A2) ab¥ke = bx(a%c), [B9]
(V1*) a%ab=1>b v [B3]

V d(a¥%ac) = d(c,def).
Sind umgekehrt A1, A2, V1* ertiillt, so gilt, falls axab = b ist,
d(c¥c) = d[exc{axab)]
= d(a¥%ab) =
vV d= dle¥c(axab)],
in jedem Fall also A3, weshalb § rechtskemplementér ist, so daB nur
zu zeigen bleibt, daB S fastrechtsregulir ist. Hier gilt, falls a%ab +# b ist,
(31) ar = az[z¥%(a¥%a)]
= a%(ax¥%a)
= a(a¥%ax)
=aqa
= 6= a(a¥%x)[(s¥a)¥%a]
z(w%a)[(s%a)%a]
= zala¥%(r¥a))
= 2a,
Wwas a =0 Dedeutet und den Beweis abschlie8t zu

(30)

(81)

I
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SAaTz 4. Bin Gruppoid S ist genau dann eine fastrechisrequldre rechis-
komplementire Halbgruppe, wenn es beziiglich einer weiteren Operation %
die Amiome A1, A2, V1* erfillt.

2. Zur Axiomatik komplementirer Halbgruppen. In diesem
Paragraphen soll, ausgehend von der Struktur der rechtskomplementéiren
Halbgruppe, die Struktur der komplementiiren Halbgruppe analysiert
werden. Hier gilt zunéchst

Sarz 5. Ein Gruppoid S ist genaw dann eine komplementdre Halb-
gruppe, wenn es beziiglich zweier weiterer Operationen % und : die Axiome
erfillt:

(A1) a(akb) = b(bxa), [B1]
(A2) ab¥ke = b¥(a¥%c), [B2]
(A3) a(bxb)=a, [B3]
(A4) c:ab=(c:b):0a, [B10]
(AB)  (a:a)(b:c)e= c(ckb){ax*a). [BI1]

Denn dies folgt aus

(32) (@:a)(l:1)1=1(1%1)1
=> (a:a)(l:1)=1
= a:o=1
=> (@:a)b=10
= (a:a)(b: a)a = a(a¥d)(a%a)
= (b:a)a= a(a%d)
= b(b%a)
= (a:b)b
= aS = Sa .

Im weiteren Verlauf dieses Paragraphen interessieren wir uns fiir
die charakteristischen Merkmale spezieller komplementérer Halbgruppen
und beweisen:

SATZ 6. Fin Gruppoid S ist genau dann eine Lommutative komplemen-
tire Halbgruppe, wenn es beziiglich einer weiteren Operation % die Awiome
erfiills:

(A1)  a(ax%b)=b(b¥a), [B1]
(A2) ab¥c = b¥(a%c) [(B12]
(A2') abxc = a%(b¥c) , [B10]
" (A3)  a(bxb) =a. [B3)
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Denn aus diesen Axiomen ergibt sich

(33) ab¥%ba = a%(b¥%ba)
=1
‘= ab=ba.

Es sei noch erwihnt, daf nach (33) die Kommufativitit zwar aus
den vier Axiomen gemeinsam folgt, daf sie sich aber auf Grund der
zitierten Beispiele nicht schon aus einem Teil dieser Axiome herleiten
1.8t : :

Hingewiesen sei ferner auf das System in [2].

SATz 7. Bin Gruppoid S ist genau dann eine reguldre kommutative
komplementire Halbgruppe, also ein abelscher Verbandsgruppenkern, wenn
es beziiglich einer weiteren Operation % die Axiome erfillt:

(A1) a(axb) = b(bx%a}, [B8]
(A2') ‘ab*c = a¥%(b%c), [B9]
(V1) avab=1D. [B3]

Duall diese Axiome notwendig erfiillt sind, ergibt sieh aus Satz 2.
Umgekehrt 148t sich analog zum Beweis von Satz 2 zeigen, daB ein jedes
Gruppoid dieser Avt Axiom A3 erfiillt, da (2) und (28) leicht modifiziert
werden konnen. Somit erledigt sich der Beweis analog zu (33).

Neben der Vertauschung von & und b in A2 bietet sich die Ver-
tauschung von a und b in V1 an. Wir werden sehen, da3 auch hierdurch
der abelsche Verbandsgruppenkern charakterisiert wird. Dagegen Zeigen
die Halbgruppen mit ab = b = a¥b, daBl Al nicht ersetzt werden kann
durch a(ax%b) = (bX%a)b.

SaTz 7. Ein Qruppoid S ist genaw dann ein abelscher Verbandsgruppen-
kern, wenn es beziiglich einer weiteren Operation % die Awxiome erfiilll:

(A1) a(a%b) = b(b%a), [B8]
(A2) ab¥xe = b¥(a%c¢), [B9]
(V1) axba=1"b. [B3]
Wir beweisen nacheinander:
(3" @ = a(a%a?) (V1)
= a*(a*¥%a);
(4) @*%a = aaP%a)%a (3")
T = (aP%a)%(at%a)
= %;
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(5") W == w{uu)
= U¥U
= u;

(6") U = UNu?
= U¥u(U¥u?)
== XU UK u)
= WU
i= u?';

(7") w2 = = au = w¥(au)u
= u¥{u¥k(aun)w]
= UXai
= @;

(8" uga = uHkau
= O

9") W=y A =1 = U= U
= w(U%v)
= p(v¥u)
= DU
== 0

(10") A% == a¥(uku)
= UA¥U
== U (URa) ¥
= a{a%u)¥u
= (a¥u)¥(au)
= ’Ll,

avL) au == a(a¥%u)
= u{u¥a)
= ua;

(12) bxb = b¥%(u¥bu)
== ub¥bu
= bu¥ub
= u%(b¥ub)
- UK U
= U;

(13") ab¥%ba = b¥(a¥ba)
= b¥%b
=1.
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Offenbar implizieren (11') und (12') Axiom A3, wihrend (13') die Kom-
mutativitit sichert.

Die Sitze 1, 2 und 7' zeigen den tieferen Zusammenhang auf
zwischen den rechtskomplementéren, den rechtsreguliiren rechtskomple-
mentidren und den kommutativen reguliren komplementiiren Halh-
gruppen.

Schlieflich gilt

SATz 8. Hin Gruppoid 8 ist genaw dann ein komplementirer Halbver-
band, wenn es beziiglich einer weiteren Operation % die Axiome erfiillt:

(I1) a(a%b) = b(bxa) , [B1}
(A2) ab¥e = b¥%(a%c), [B13]
(12) ab¥b = ax(b¥%b), [B10]
(A3) a(bxb)=a. [B3]

Denn auf Grund von Axiom I2 gilt axb|b wegen b¥%(a%b) = abxb
= a%(d%b) =1, also ab>a v b, was zusammen mit ab < a v b dann
ab=avb=>bua=ba liefert.

Satz 8 hat noch mitergeben, daB jede idempotente komplementire
Halbgruppe notwendig kommutativ ist.

3. Arithmetik und ideale Arithmetik komplementirer
Halbgruppen. Wir entwickeln zunichst einige Regeln, die bereits in [2]
ausgesprochen wurden und auch im Nichtkommutativen gelten.

{34) a<b=a%e>=b¥xe und a<b:>c*a,<0%b,
Ac:aze:bh, Na:e<b:ec.
Denn
a<b=ba%e)>=cA clewb)>a.
(35) albucy=abuouac und (& v b)e=acwubec.
Denn
a(bve)=abvac
und
ab v ac = ab(ab¥%ac)
= ab[b¥(a%ac)]
= a(a¥ac)[(a%ac)%b)
> ac(cxb) (34)
=a{buc).

(36) Ewistiert a ~ b, so evistieren auch azx ~ by und xa ~xb und es gilt

z(@nb)=2a~zb und (anb)w=ax~bx.
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Denn
za = o{a~b) < ab
und
z20 = ¢ < ob
=> gz a¥%e<b
= e anbd
= z(z%c) < x(a D)
= c<<aw(and).

(87) Ist 8 ~ -abgeschlossen, so gilt

avbne)=(avb)n(ave).

Denn
avbne)<(avb)n(ave)

e av (bno)= (b~ elb~ o)%al ,
= b[(b ~ c)%a] n e[(b n e)%a]
= b(b¥%a) ~ c(cH*a)
= (a v b)n(awvo).

(38) a¥%(b v ¢)= (a%d) v (a%c)

und (bvc):a=(b:a)v(c:a).
Denn

ar=buec
<> 2> (a¥%d) v (a¥%c).
(39) Baistiert a ~ b, so gilt:
(@ nb)%e= (a%c) v (b¥c)
und c:{anb)y=(c:a)~(c:b).
Denn
(anb)p>=ec
== ar>c<br
== a¥%c < 2> b¥e.
Aus (38) und (39) folgb speziell:
(40) a¥%a(a%b) = a¥%(a v b) = (a%a) v (a%d) = a%b
und (@~ b)¥ae= (a%a) v (b%a) = b¥a.
Nach diesen bekannten Gesetzen zeigen wir weiter:
(41) a¥%b=1[b: (a%b)]*%b wund a:b=a:[(a:b)%a]
Denn
[b: (a%b)]%b < a%b
und

b:(a¥b)<a.

[b: (a%b)]%b > a%db wegen
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Komplementire Halbgruppen sind nicht notwendig ~ -abgeschlossen.
Bs sei deshalb gezeigt, wann ¢ der GGT zu den Elementen a und b ist.
Hier gilt:

(42) Sind o und b zwei beliebige Hlemente aus 8, so ist ¢ genawu dann GGT

2u a und b, wenn fiir jedes d aus S gili:

cxd = (a%d) v (b%d) baw. d:e=(d:a)v(d:Db).

Die Bedingung folgt aus der Behauptung nach (39). Umgekehrt
ergibt sich aus der Bedingung c¥%c¢=1 = (a%c) v (b%c)=1 = a%c=1
=bc=>a>ce<bunda=>d <b = (a¥%d) v (d¥d) =1 = c¥d =1 = dlc.

Nach (42) sind zwei Elemente a,b genau dann fremd, wenn fiir
alle ¢ aus § die Gleichung (a¥%c) v (b%e) = ¢ erfilllt ist. Das liefert fiir
fremde Elemente @, b speziell a%b = b und damit

(43) Sind a und b fremd, so ¢ilt ab = ba und albc v alch = ale.
Denn nach Voraussetzung ist:
ab = a(a¥%b)

= b(b¥a)

= ba
und

ea = o¥%(b¥a)
= be¥a
=1.

Der Rest folgt, indem man die zweite Herleitung beziiglich : durchfiihrt.
Wir nennen p e 8 halbprim, wenn p=ab =p=1a v p = b gegeben
ist. Dann gilt:

{44) Bin Element p aus S ist genaw dann halbprim, wenn c¥p =1V

Ve¥p=op fir alle ¢ aus 8 erfilllt ist, was plab = pla v plb im-
pliziert.

Ist p halbprim, so ergibt sich aus p = [p : (¢%p)](c¥%D) = c¥p=p V
V- i (c%p) = p, daB o%p = p oder cxp = [p: (c%p)]1%p = p%p =1 ist.
Umgekehrt folgt' ans p=ab A p 4, daB a%p = p und damit auch
b= p sein mub.

Gilt schlieBlich plab, so erhalten wir abkp =1 = b¥%(a%p) =1 =
>a%p=1Vb%p=1 = pla v pp.

(45)  Je zwei Halbprimelemente p, q sind miteinander vertauschbar.

Ist Pg =g, 50 folgt #p = q und es muB =g v p = g gelten. Fiir
»q=p schlieen wir analog. Gilt aber p s pg # ¢ % p, 80 ist p¥g=gq
und g%p = p, woraus sich pg= p(p*q) = g(g%p) = ¢p ergibt.
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Fiir idempotente Hlemente gilt

(46) Die idempotenten BElemente aus S liegen im Zentrum wund sind ab-

geschlossen beziiglich der Operationen -, %, :, © und ~.

Zunéchst gilt ab = a « b, falls a* = a ist, denn es ist jadann b <a v b
und @& b)=auvb.

Hieraus ergibt sich fiir je zwei Idempotente a,b die Gleichung
(ab)t = a?b? = ab=a v b= (a v b).

Gilt weiter a¥%b =z mit idempotenten a,bd, so folgt az?= avaw
= ax = ar¥a? = 2a¥® = a%(w¥e?) = 1 = a(v¥%2?) = a. Gibe es nun ein
y <o mit y(@¥%e®) =z, so hitten wir az = ay(2%a*) = y(s¥%a*)a = ya
= ay mit Widerspruch, so daB 2® = x(s%a?) = & gelten muB. Dual folgt
a:b=(a:b)

Ist schlieBlich die betrachtete Halbgruppe ~ -abgeschlossen, so ist
fiir idempotente a,b (a~bP=anabnb=anb.

Zur Erarbeitung der weiteren Arithmetik benétigen wir den Bereich &
der endlichen v-Ideale. Wir gehen aus von beliebigen Halbgruppen S
und bemerken, daB die v-Ideale charakterisiert sind durch

(sjuav = sjucv) =cea.

A fortiori ist S selbst ein v-Ideal in S und man bestitigt leicht, daB
der Durchschnitt einer Familie von v-Idealen wieder ein v-Ideal ist,
sowie, daB der Durchschnitt {4} aller 4 umfassenden v-Ideale gleich
der Menge aller ¢ ist, welche die Bedingung erfiillen

sludv = slucv .
Weiter gilt {4}{B} C {4B} wegen
slud By =slu{A}{B}v,
sowie .
{4} = {4’} A {B} = {B'} = {AB} = {4'B'}
wegen
sluA By = slud'Bv = sjud'B'v .
Auf Grund dieser Zusammenhinge wird jedem Paar von v-Idealen ein-
deutig ein Produktideal zugeordnet. SchlieBlich bildet zu je zwei v-Ide-
alen a,b die Menge a/b aller # mit ax C b und entsprechend die Menge
a\b aller y mit ya C b ein v-Ideal. Denn fir afb = x gilt:
rluxv = rlucy
= glubv = gluazy
= gluacy
= ac Q b
= CeX.

T. LXIV 19
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Im folgenden sei S komplementr. Dann gehoren genau diejenigen
Elemente aus § zu {4}, die gemeinsames Vielfaches aller gemeinsamen
Teiler von 4 sind. Denn s|4d = s|{4} und aus g|4 = gl¢ fiir alle ge &
folgt:

sludv = s : vjud
= u¥(s :v)ld
= u%k(s 1 v)e
= u[u%(s : v)]|luc
=% v (8 :)|uc
=8 : v|ue
= (8 : v)vucy
= § v v|ucy
= sjucv .

Speziell bedeutet das letzte Ergebnis, dal {4} = {a} dquivalent ist
mit a = {7} 4. Weiter ergibt sich fiir Ideale mit endlicher Basis die wichtige
Aquivalenz

ajp <= adb <= a,b.

Zun#chst gilt ax=1b = a D b. Ist umgekehrt a D b, so haben wir,
wenn A = 4;...a, eine endliche Basis von a ist und b zu a gehort, fir

¢ = G (a,%b) die Implikationen:
1

dlb = dlac
und
dlac =c<buvd=g<ac
=>gela=g:cld
>(g:e)o=b=>ar=b
Y 2rze=>(ge)e<<h
= glb =dlb.

Somit ist a{c} = {8}, und wir erhalten, wenn wir b eine endliche Basis
B = b;...bn von b durchlaufen lassen und zu jedem b, das entsprechende cu
konstruieren, mib diesen ¢, die 1. Behauptung auf Grund von a{c.} = bu.
Der Rest folgt dual.

Da § isomorph ist zum Bereich aller Hauptideale {a}, identifizieren
wir im folgenden die Hauptideale mit ihren Hrzeugenden. Dann ist &
eine '~ -abgeschlossene volldistributive Verbandshalbgruppe, die § als
teilerordnungstreue Unterhalbgruppe enthilt. Der Beweis dieser Be-
hauptung kann aus [2] {ibernommen werden. Es soll deshalb im weiteren
Verlauf b das Ideal {b} bedeuten und axb das eindeutig bestimmte Ele-
ment ¢ mit az C {b} <= clz. Fiir ab ergibt sich dann leicht ab¥ke = b (a%e)
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sowie {@, b}¥%c = (a%c) v (b¥%c). Fir idempotente Ideale a erhalten wir
das Ergebnis
(47) ap=xa, 0%&=x:0a, qr=a(a¥z).
Denn ar < oo < ap < a vz = a(a¥e) < ac.
Hiernach konnen wir den wichtigen Hilfssatz beweisen
(48) {a%D, b%a} = {a%Dd, bxa} und (a%Db)%*(b¥a) = bxa = (b%a) : (axb)
und es gelten analog die dualen Aussagen.

Denn
a%b = {a, b} (b%a)¥b

= (bx%a)¥[{a, b}%0]
= (b%a)%(a%b)
= {a%b, bxa} = {{axb, bxa}(axD), {axd, bxa} (b%a)}

= {a%b, bx%a}
wegen

a%b = {a%b, b¥a}¥(a¥b),
woraus folgt:

{a%b, b¥a}tw = x{a%b, b¥a}
= {a%b, bxa}¥c = ¢ : {a%b, b%a}
= (a¥%bd) : (b%a) = (ax*b) : {a%b, b¥a}
= {a%b, b¥a}¥(a¥%Dd)
= (b%a)%(a%b)
= a%b. Der Rest folgt dual

Hilfssatz (48) liefert noch die Ergebnisse

(49) (ax%b)(b%a) = (b%a)(a%d) ,
a¥%d = <bdka = x(a%xb) = aX%b = (a%b)z .

Der Beweis der ersten Behauptung verliuft analog zum Beweis
von (43). Der zweite Teil ergibt sich aus (48) auf Grund der Implikation
{a%b, b%a}(a%b) = a%b = x(a%b) = axb und Hilfssatz (47).

Wir nennen eine komplementiire Halbgruppe normal, wenn sie das
Axiom erfillt: ;

(N) (@a%Db) ~ (b¥%a)=1= (a:b)~ (b:a).
Dann 148t sich zeigen:
(30) XNormale komplementire Halbgruppen sind durch jedes der beiden
nachfolgenden Gesetze (N') bzw. (N*) charakterisiert:
(N') [b: (a%d)]wa: (b¥ka)]=anb,
(N%) (a%b) ~ (b%a)=1.
19*
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Gilt fiir die beiden Elemente a,b die Relation (a%b) ~ (b¥%a)=1,
so haben wir ‘

a>a=1b: (akb)]v[a: (bxa)]=2<Db, also
woraus aus Dualititsgrinden die Behauptung auf Grund der Implikation

folgt:

o%b < a%b,

= p¥%e < o¥%b < a¥kb

A p¥e < o¥%a < bke

= g6 < (a%b) ~ (b¥a) =1
=clr .

cla A clb

Ist weiter N erfiillt, so gilt
(@:D) ~(b:a)=1[(a:D): (b : a)yx(a:b)]v
DUy ({a: b)y%(b:a)]
:[(a,:b):(a:b)]UE(b:a,):(b:a)]
=1. .
Damit ist aus Dualititsgriinden alles gezeigt. .
Tiir ~ -abgesc¢hlossene komplementire Halbgruppen gilt noch ein

Satz, der fiir den kommutativen Fall bereits in [13] bewiesen wurde,
jedoch mit einer Methode, die sich nicht iibernehmen 1aBt. Wir zeigen:

(51) Eine ~-abgeschlossene komplementire Halbgruppe 8 ist genau dann
normal, wenn sie eins der beiden Gesetze erfillt:
(N3) a¥%(b n e) = (a%b) » (a%c)
(%) (@ v b)%e = (a%e) N (b¥0) .
Ist § normal, so folgt zunichst fir a Kb o die Gleichungskette:
a%(b ~ ¢) = [a%(b ~ )][(b%e) ~ (c%b)]
= [a%(b ~ o)1[(b ~ e)%e]
~ [a%(d ~ e)][(b ~ c)%b]
= (a¥%b) n (a¥c) .
Nehmen wir hiernach a beliebig an, so ist
a%(b ~ o) = axla v (b ~ o))
= ax[(a v b) ~ (@ v o)]
— [a%(a v b] ~ [ax(a v 0)]
= (a¥%b) ~ (a¥%e) ,
wie behauptet.

icm

Komplemenidre Halbgruppen 277

TUmgekehrt impliziert das Gesetz N& die Gleichungskette

(a%b) n-(b%ka) = [(a ~ b)%b] ~ [(& ~ b)*a)
:(amb)*(br\a): 1.

Analog liefert uns das Gesetz N die Gleichungskette

(a¥%b) ~ (bx%a) = [a¥%(a v B)] N [b%(a v b)]
= (avb)¥(awb)=1.

SchlieBlich haben wir in normalen komplementiren Halbgruppen
zunichst fir ¢ v b < ¢ die Gleichungskette

(@ w b)¥e = [(axd) ~ (D¥a)][(a v b)*c]
= [(a%(a v b)) ~ (b%(a v B))](a v D)¥c]
== [a%{a v b)][(a w b)%c]

~ [bx(a v D)][(a  b)*c]
= (a%c) ~ (b¥e),
woraus fiir beliebiges ¢ v b resultiert

(@ v b)y%e = [(aw b) ~dlxe
—[are) v (b nelke
= [(a ~ e)%e] ~ [(b ~ 6)%c]
= (a¥%c) N (b¥%c) .

Aus (p0) folgt noch

(62) Eine komplementire Halbgruppe ist schon damn normal, wemn sie
eins der beiden nachfolgenden Gesetze erfiill:

(BV") a:(bxa)=1b:(a%b) oder (BV) a:(bxa)= (b : a)%b.

Es ist a: (b%a) = a ~ b, denn dies folgt unter den gemachten Vor-
aussetzungen wegen a > a: (b¥a) < und aze<b=(c: a)¥e = ¢
=c:(a¥%c) aus aZc<b =>a: (b%a) > a : (c%a) nach (50).

Tm letzten Teil dieses Paragraphen befassen wir uns mit der Arithmetik
der reguliren Elemente. Dabei soll a regular heiBen, wenn es die Aqui-
valenz erfilllt: az = ay <= o= Y <= Ta = Ya. Gleichbedeutend mit dieser
Detinition ist offenbar, daB fiir alle # gelten soll [a%a(va : a)]¥e =1,
Bine weitere wichtige Charakterisierung, die eine entscheidende Rolle
bei der Konstruktion der Quotientenhiille spielen wird, lernen wir im
Anschlu8 an den nichsten Hilfssatz kennen. Vorweg zeigen wir:

(83) Die reguldreﬂ Hlemente einer jeden komplementdren Halbgruppe
bilden ein Halbideal R, was speziell bedeulet, daf sie abgeschlossen
sind beziiglich der Operationen -, ¥, & und .
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Unmittelbar aus der Definition folgt, daB 1 regulér ist, fast unmittelbar
ergibt sich, daB mit ¢ und b auch ab und mit ab auch a regulir ist. Hieraus
entspringt die Regularitét von a%b, b : a, a v b und a ~ b, falls es existiert.
DaB fiir ein jedes reguliive a alle @ ~ b existieren folgt aus a%b > z <
< b¥a = z(b%a)=1(b%a) > =1 und dem ersten Teil des Beweises
u (50).

Nun bringen wir die angekiindigte Charakterisierung:

(54) Ein Blement aus S ist genau dann requldr, wenn es als a mit allen
Paaren b, ¢ oder als b mit allen Paaren a, ¢ das folgende Gleichungspaar

erfiillt:
(B¥) a¥%be = (a%b)[(bxa)¥c],
(R:) eb:a=[c:(a:b)](b:a).

Geniigt » den Bedingungen des Satzes, so wihle man ¢ = b — g,
Dann erhilt man s¥%2c = (pk)[()a)%c] =c=[c: (% : 2)|(z: @) = ¢z : .
Umgekehrt kann man zeigen:

a(a%b)[(bxa)xe] = b(bxa)[(b¥a)¥c]
> be
= (a%b)[(b¥%a)¥%c] = ax¥bc .

Wegen a%be > a%b, etwa axbe = (axb)y gilt weiter die Relation
a(a¥d)y = be
Hieraus ergibt sich fiir reguliires @ oder b die Implikation:

(& ~ b)(b¥%a)(a%b)y > (a ~ b)(axb)e
= (b¥%a)(a%b)y > (axbd)e
= (a%b)(b%a)y > (akd)c

\\/\\/

Wir untersuchen den weiteren Sachverhalt zuniichst fiir ¢ € . Dann
gilt auch b%a ¢ R, so daB wir erhalten:

(a%D) (b%a)y = (a%b)c v (a%b) (b¥%a)
= (a%b)[c'w (b%a)]
= (a%b) (b%a)[(b%a)%0)]
= (b%a)(a%d)[(b%a)¥%c]
= 2= (a¥%b)y > (axb)[(bxa)¥e] fiir » = axbe
(

=
= &= a%bc > (a%b)[(b¥a)%c] .

©
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Ist dagegen b aus R, also auch a¥%b aus R, so schlieBen wir:

(a%D)(b¥%a)y > (a%d)c
= (b%a)y = ¢ .
= y = (b¥ka)%e

=> o= (a¥%d)y = (a%b)[(b¥%a)%c]
= x= a¥%bc = (a¥%b)[(b¥a)¥c] .

Der Rest der Behauptung 148t sich dual beweisen.

4. Klassische komplementire Halbgruppen. In diesem Absch-
nitt soll die komplementéire Halbgruppe zu den in der Einleitung
erwahnten klassischen Strukturen spezialisiert werden. Dabei setzen wir
als bekannt voraus, daB sich jeder Boolesche Ring auffassen 1iBt als
abschnittskomplementérer distributiver Verband und umgekehrt jeder
abschnittskomplementire distributive Verband betrachtet werden kann
als Boolescher Ring vermoge der Znordnung e ~ b= ab,a v b = a+ab-+b,
bzw. a4+ b = (a%b) w (b¥%a), was die 0 des Ringes mit der 1 des Verbandes
indentifiziert. Wir zeigen:

SaTz 9. Ein Gruppoid S ist genaw dann eine Zerlegungshalbgruppe,
wenn es beziiglich 2weier weiterer Operationen % und : die Axiome erfiillt:

(A1) a(a¥%b) = b(b%a), [B1]
(A2) ab¥%c = b¥%(a%c), [B2}
(A3) a(b%b)=a, [B3].
(A4) c:ab=1{(c:b):a [B10]
(Ab) (a:a)(b:e)e= c(ckd)(a¥ka), [B11]
(Z) [S%al=n. () [B14]

Wir brauchen nur noch zu zeigen, dafl unter Voraussetzung von Z
jedes @ € 8 in Halbprimelemente zerfillt, da dann auf Grund von (44)
und [2] alles bewiesen ist. Hierzu beachte man, daB sich nach (41) jedes a
zerlegen 148t in @ = be mit b = @ : ¢ und ¢ = b%a sowie b +~ a +# ¢, sofern a
kein Halbprimelement ist. Zerlegt man b%a entsprechend und setzt das
Verfahren fort, so gelangt man nach endlich vielen Schritten zu einer
Zerlegung @ = by;p, mit b =a:p, und p,= by¥%ae mit halbprimem p.
und b, < a. Entsprechend 148t sich b, zerlegen in b, = byp, mit by = b; : P
und - p, = by%b,. Dabei ist auf Grund der Konstruktion p,p, = b,¥a,
weil aus byp,p; < bz folgt 2= p,y und damit b,p,p, < byp.y, also
PPy < @ ist. Wegen b, = a : p, und b, > by = b, : p, mu p,;p, > p, gelten.
Das bedeutet insgesamt, daBl bei sukzessiver Anwendung des Verfahrens a
schlieBlich in ein Produkt von Halbprimfaktoren zerfillt.

(*) In Worten: Es gebe fir jedes a aus § nur endlich viele zxa.
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Wir interessieren uns weiter fir die komplemeatiren Halbgruppen,
in denen zu je zwei Elementen a 5= 1, b ein « existiert mit a* > b. Sie sollen
wie iiblich archimedisch heiflen. A fortiori sind archimedische komplemen-
tire Halbgruppen angeordnet. Denn wegen (a%b)¥%(b%a)=bXa mul
nach A2 gelten a%b=1 v 1= b¥%a. Das bedeutet weiter nach Holder
und Clifford, da8 sich jede archimedische komplementire Halbgruppe
einbetten 148t in die additive Halbgruppe der nicht negativen reellen
Zahlen, némlich wenn § regulir ist, oder aber in die Halbgruppe der
reellen Zahlen 2 mit 0<@<1 bheziglich der Verkniipfung ab
= min(a+b, 1). Hieraus erhellt die besondere Bedeutung der archimedi-
schen komplementiren Halbgruppen, die durch den folgenden Satz
charakterisiert werden:

Sarz 10. Bin Gruppoid S ist genaw dann eine archimedische komple-
mentdre Halbgruppe, wenn es beziiglich einer weiteren Operation % die Aziome

erfillt:

(A1) a(a%b) = b(b%a), [B15]
(A2) ab¥%e = b¥(a%c), [B16]
(A3) a(b¥b)=a, [(B17]
(AA)  Zu je zwei Hlementen 1 # a,b [B10]

existiert ein n mit an|blan+t,

Zunfichst ist 8 beziiglich < trivialerweise angeordnet, da a*~! = g°
nach sich zieht b <a, wihrend anderenfalls a < b gilt. Hieraus folgt
weiter axb < b, da sonst nach A2 auch jedes a%b > b wire wegen
a%xy > a%z. Somit ist jeder Rechtsteiler von ¢ auch ein Linksteiler
von ¢. Weiter gilt au=a =u=1v a2=g¢ infolge at = a = au" = a
fir alle n, also a®= a, falls u # 1 ist, was b < & fir alle b bedeutet. Ist
aber ar<< v, so haben wir die Gleichung az = a(a%az)[(a%ax)%a)
= az[(a%ax)%z], Was a¥%ar = x bewirkt, woraus weiter az < ay < v =
= &<y folgt. Wenden wir nun das anf Holder zuriickgehende Verfahren
zum Nachweis der Kommutativitit an, 8o sind wir fertig. Es sei zunichst,
falls ein solches:existiert , # das kleinste von 1 verschiedene Element.
Dann erschopfen die Potenzen von # dags gesamte 8, denn a7 <{ g < g1 =
=0 =e2%a) = M%e <z > 3"%a =1 = q = " Gibh es kein kleinstes
z 7 1, 80 erhalten wir fiir abba + 1 ein 2 # 1 mit 22 < ab%ba und damit
SO und o™ < b <amt, was gnm K gh < gnimee < aba? < ba
impliziert, mit Widerspruch zu am+m+2 > pg,.

Beziiglich- regulirer komplementarer Halbgruppen gilt:

Sarz 11. Bin Gruppoid 8 ist

genaw dann eine regulire komplementire
Halbgruppe,

wenn es beziiglich zweier weiterer Operationen % und : die
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Aziome erfiillt:
(A1)  a(a%b)=b(b%a), [B8]
(A2) ab¥%c = b¥%(a%c) , [B9]
(V1) a%ab="5, [B3]
(V2)  a(a%d)= (b: a)a, [B18]
(V3) ba : a= a%ab . [B19]

Denn ab = a(a¥%ab) = (ab : a)a = (ab : b)b = b(b%ab) = al = Sa,
woraus folgt, dal das eindeutig bestimmte ¢ mit ¢a = b w o Linkskom-
plement von a beziiglich & ist.

Wir wenden uns als nichstes den Booleschen Verbinden zu und
erhalten

Barz 12. Bin Gruppoid S ist genaw dann eine Boolesche Algebra, wenn es
beziiglich zweier weiterer Operationen % und o die Axiome erfiilli:

(A1) a(a%b) = b(bxa) , [B20]
(A2) ab¥%c = b¥({axc) , [B2]
(A3) a(bxb) =a, ' [B3]
(B)  bl(aoa)%e] = (a%b)[(axb)%(a%(a - a))%b)]. [B10]

Zunfichst folgt fir b= 1, daB (aca)¥%e=1, also cja o a Fir alle ¢
aus § sein muB, was aoa=0 bedeutet wegen gea<(dea)z<aca
= p[a¥(aca)]l = (aca)[(aa)%r] = a o a. Setzen wir nun a oa = 0 und
a¥%0 = o, so gilt:

a%a’ = (a%a’)[(a%a')%(a'%a')] = a’
und :
a'%a = (a%a)[(a%a)%(a'%a)] = a ,
was .

0 = aa’' = a(a¥a’) = a’'(a'%a) = a'a = 0 ‘
bedingt. Ist weiter ab = 0 = ba und a¥b= b, lso gilt o' = b wegen der
Implikation ' B ’

ax=0=ar2b>2za%b =>2>20b
und hierauns folgt wegen
@a’ = a(ad’) = a(a'a) = (ad')a = (a’'a)a = a'a® = 0
sowie
e’ = a¥(a%a’) = a¥a' = a',
daB ¢* = a’ ist, was dann die Jdempotenz von 8 bewirkt auf g}r‘und von
= (@7 = @) =a.

Wegen 0%c = 1 ergibt sich hieraus’ Axiom I1 und ‘4us "rAxioh‘n B die
Relation a¥%b|b und damit nach Satz 8 ab = ba.
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Hiernach Dbleibt nur zu zeigen, daB § ~ -abgeschlossen ist und
a ~a =1 erfiillt, Diesbeziiglich gilt zunichst

azc<a = c=(a%e)[(a¥%o)%(a'%c)]
=1(1%1)
=1
und weiter gelten die Relationen

a%b < a%0=a
b¥a<a,
5 i - sentiel S folgt.
woraus nach (50) die ~ -Abgeschlossenlieit von lgt. o
E; sei nun umgekehrt § eine Boolesche Algebra. Dann gilb beztiglich v
axb=a ~b. Denn av (o' ~b)=a v b. Ist weiter y < a' b, s0 m.uB
auch avy<awub sein, da @’ nb= (a v b') ist. Hieraus ergibt sich
fiir ¢’ ~ b = ¢ die Implikation
aurs>b=>avb=av(xznc)
>rNe=2¢

=c=a "b< .

Setzen wir noch @ b= 0 fiir alle a,b, so erhalten wir die Gleichungs-
kette: ,
(a%b)[(a%D)*((a%(a = a))%D)] = (a%b)  (a'%D)
= (&~ a')%b
=1%b=1>
= b[(a o a)¥%c].
Aus Satz 12 folgt unmittelbar

Sar1z 13. Bin Gruppoid S ist genau dann ein Boolescher Ring, wenn
es beziiglich einer weiteren Operation % die Axiome erfiillt:

(A1) a(a%b) = b(b*a), [B20]
(A2) wb¥%c = b¥(a%c), [B21]
(A3) a(b%b)=a, [B6]
(BR)  (axb)[{ax%b)%((a%c)xb)]=b. [B10]

Denn setzt man ¢ = a* und b = a¥%a?, so erhilt man a%a?= 1, also
a? = a(a¥%a*) = al = a, s0 daB die Teiler eines jeden & einen Booleschen
Verband bilden nach Satz 12. Umgekehrt folgt aus a n (a%¢) = 1 nach (42)
das Axiom BR.

Im Beweis zu Satz 12 wurde gezeigt, da8 a’ ~ b= ax%b ist, was
bedeutet, daBl in Booleschen Ringen die Festsetzung a-+b = (a%b) v (b%a)
eine assoziative Operation liefert. Angeregt durch einen Satz von Swamy
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konnen wir zeigen, daB diese Eigenschaft sogar charakteristisch ist
Es gilt genauer:

Sarz 18'. Bin Gruppoid 8 ist genaw dann ein Boolescher Ring, wenn
es beziiglich einer weiteren Operation % die Aziome erfiilit:

(A1) a(axb) = b(b%a) [B1]
(A2) ab¥%c = b¥(a%e), [B22]
(A3) a{b¥%b) = a, [B6]
(BR') [a%{b%0)(e%D)][(b¥%c) (c%D) %a]

= [(a%d) (b%a)%c][c%(a%b) (D%a)] . [B10]

Zundchst gilt  trivialerweise a4 — 1, 1+a=a+l=a, atab
= ab+a = a%ab. Das impliziert weiter axa? = a%[(a%a?)¥%a] = 1, also
a*=a und somit a¥%b= a¥%(a%b) < a%(a%b)(b¥a) < atatb—= b, was
ab = ba bewirkt. Endlich gilt a>a<aXd =+ (a%d) = p¥%(a%xd) =
= ar¥%b = a¥%b > x = 1.

Im Hinblick auf das erwihnte Birkhoffproblem scheinen noch solche
komplementére Halbgruppen interessant, in denen jedes Element als
Produkt eines idempotenten w« mit einem reguliiven v dargestellt werden
kann. Zu ihnen gehéren u.a. alle subdirekten Produkte von Booleschen
Ringen mit Verbandsgruppenkernen. Komplementiire Halbgruppen mit
.der erwihnten Zerlegungseigenschaft sind vor allem insofern von In-
‘teresse, als sie identisch sind mit denjenigen komplementiren Halb-
gruppen, deren Quotientenhiille invers ist, was in [3] gezeigt wird. Hier
‘beweisen wir:

Sarz 14. Bin Gruppoid S ist genau dann eine komplementire Halb-
gruppe mit der Bigenschaft, dap sich jedes a aus § zerlegen 1ift in ein Pro-
dukt wv mit idempotentem w und regulirem v, wenn es beziiglich einer wei-

deren Operation % die Axziome erfiillt:
(A1) a(axd) = b(bxa), [B1]
(A2) ab¥e = by(axc), [B2]
(A3) a(b%b) = a, [B3]
(Ad) c:ab=(c:b):a, [B10]
(A5) (@ a)(b: )= e(exb)(ax%a), + [B11]
(iR) [(a%a®)%(a%a®)[b(a%a®) : (a%a®)]]1%b = bxb . [B23]

Axiom (IR) sichert, daB jedes a¥a? reguldr ist, und das impliziert:

o = (a¥%a*)[(a%a®)%al[a : (a%a®)](a%a?)
= (a%a®)[(a¥%a*)%a](a%a?)
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= a = (a¥%a®)[(a%a?)%a]
= (a%a®)[(a%a®)%alla : (ax%a?)]
) = afa : (a¥%a?)]
= a%a? = [a : (a%a?)]%(a%a®)
= a=[a: (a%a?)][(a: (a%a®)¥(ax%a?)]

= (a%a)[(a%a*)¥%(a : (a¥a?))]
= (a%a?)%e = (a%a?)¥[a : (a%a?)] <X a : (a%a?)
= a = (a¥%0®)[(a%a?)¥%a]

= (a%a?)[(a%a®)%a][(a%a®)%a]
= [(a%a?)%a] = (a%a*)%a .

" Ist umgekehrt jedes 4 in der gewiinschten Weise zerlegbax, so folgt
UK (u0)® = woRuv® = v¥(u¥uv?) < v* und damit die Behauptung.
Ausgehend von Satz 14 haben wir Zugang zu zwei wichtigen Korol-
laren. Bedenken wir n#émlich, daf die Teilerfremdheit der reguliren
und idempotenten Elemente gesichert ist, wenn jedes idempotente Element
nur den reguliren Teiler 1 besitat, und da8 diese Eigenschaft den direkten
Produkten von Boolesehen Ringen mit Verbandsgruppenkernen n fortiori
zukommt, 50 liegen die beiden Charakterisierungen nahe:

KoroLLAR ‘1. Kine komplementire Halbgruppe 8 ist genau dann das
direkle Prodult einer idempotenten und einer reguliren komplemenidiren
Halbgruppe, wenn sie neben IR dds Aziom erfiillt:

(Iv) [(a%a(ba : a))%DP = [a%a(ba : a)]%b.

Denn diese Bedingung ist offenbar notwendig. Sie ist aber auch
hinreichend wegen < a= @* = o= [a¥%a(a: a)}%z = [a%a(za : a)%e
= 22 und (43).

KoroLLAR 2. Eine komplementire Halbgruppe 8 ist genaw damn das

direkte Produkt eines Booleschen Ringes und eines Verbandsgruppenkerns,
wenn sie neben IR das Axiom erfiillt:

(BV) a: (b%a) = (b: a)¥b.

Diese Bedingung ist notwendig, da in Booleschen Ringen gilt (a%b)%b
=[(anb)xbl%b=a~b und in Verbandsgruppenkernen die Gleichung
a={(anb)(b¥a)=(a:b)(ab) erfillt ist. Umgekehrt folgt aus BV
fiir regulire « die Implikation s <a=a® > = a: (w¥a) = a : (z¥%za)
=a:6=1 und weiter zieht a=a® nach sich 8 N (a¥e) = (a%c) :
:[t{égéa*a)] = (a%c) : (a%0) = 1, was zusammen mit (43) die Behauptung
ergibt. ‘

In [4] wird nachgewiesen, daff Axiom IR diejenigen komplementiren
Halbgruppen charakterisiert, deren Zerlegung nach dem reguliren Kern
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idempotent ist. Analog wird sich zeigen, daB genau diejenigen komple-
mentéren Halbgruppen eine reguléire Zerlegung nach ihrem idempotenten
Kern besitzen, die das Axiom IV erfilllen, und wir werden sehen, daB
komplementére Halbgruppen, die Axiom IV erfiillen, beziiglich der Multi-
plikation eingebettet werden kénnen in komplementire Halbgruppen,
die Axiom IR erfillen. Aus diesem Grunde erwihnen wir noch, daB das
um IV erweiterte Axiomensystem der komplementiren Halbgruppe
unabhéingig ist, was die Beispiele B1, B2, B3, B10, B11, B23 beweisen.
Beziiglich der Kombination IV mit BV erhalten wir

Sar1z 15. Bine komplementire Halbgruppe ist genaw dann das direkie
Produkt eines Booleschen Ringes mit einem Verbandsgruppenkern, wenn
sie die Axiome IV und BV erfillt. '

Wie gezeigt, gilt zunichst 2 < a = a® = =22 Weiter ist das
Element a genau dann regulir, wenn es nur 1 als idempotenten Teiler
besitzt. Denn ist a regulir, mull jeder idempotente Teiler 1 sein. Ist a
nicht reguliéir, so gibt es ein Paar x, y mit (etwa) za = ya und z%y = 1.
Dann ist z(z¥y)e= (v yla=2a, so daB (zvy)¥@uy)e<a gilt
oder a¥%za = (2%Yy)a, also (z%y)a = a, was zur Folge hat (z%y)%a < a,
da a: [(x%y)¥%a] = o%y # 1 ist nach (52) und Voraussetzung. Das be-
deutet insgesamt, daBl ein 2 existiert mit 2¥%2a < @, also auch mit 1 =
[e%2z(az : 2)]%6 = 4 = u? < a. Hierausfolgt IR, da x = a? < a¥a?impliziert
a >z < aka® = o = (a%a®) :[w%(a%a?)] = (a%a?) : (av¥a?) = (a%a?) : (aﬁ)
= 1. Damit ist der Beweis beendet aus Dualititsgriinden und nach XKo-
rollar 2.

Ergénzung bei der Korrektur. Im Hinblick auf Koppelungs-
moglichkeiten der Struktur der komplementiren Halbgruppe mit der
klassischen Struktur des Ringes scheint noch das folgende Resultat
erwihnenswert:

ZusAtz. Es sei R ein Ring mit aR = Ra fiir alle a ¢ B wnd S die Halb-
gruppe der Hauptideale aus R beziiglich {a} {b}= {ab}. Dann gilt: Ist 8
komplementdr, so ist 8 auch normal, und ferner erfillt 8 unter dieser Voraus-
seteung genaw dann Aziom IR, wenn R FLein nilpotentes Element besitel.

Zunéchst besitzt § und damit auch E eine 1, was die Implikation
liefert:

{a}/{(by={c}haef=aAcef=c¢
= blalef—1+¢) = elc|(ef—1+¢) =e|l,

woraus nach (49) und (50) folgt, daB § normal ist, wenn S komplemen-
tér ist, und daB {¢} in S keinen idempotenten Teiler auller {1} haben
kann, wenn {b}= {a?} ist. Mit lateinischen Buchstaben fiir die Elemente
aus § gilt weiter IR > a*=0= (w0)"=0= w?=0=>u=0=>a4=0
und ist R frei von nilpotenten Elementen, gilt ab= 0 = (ba)2=0
=(aub?2=>ba=0=auvb=>a%0=0:a 50 da mit a%0=2 und v%o


GUEST


286 B. Bosbach

=u<a folgh u o= (0%0) N (u%0) = (1w v)%0=1(51) = ujluv A u2 v
=1=u=u4?<a, was nach dem 1. Teil IR bedingt.

5. Beispiele.

BEmspeL 1. Bs sei S die Halbgruppe der Elemente 1, @, b mit der

Verkniipfung 12 = = 21, ab = aa = o und ba = bb = b, sowie xRy =1
=y:T .
BEISPIEL 2. Es sei § der Verband der Elemente 1, a b, ¢, 0 mit
1<a<b<0, 1<6<0, I%r=1, 0%z = a%r =¥l =1, a%0 = bx0
=¢ %0 =a, a%b=ckb=1"b, axc=b¥c=c, c¥%a=a, b¥a =1 sowie
b:a=axbund aoa=0. Man betrachte § beziiglich u.

BEupEL 3. Es sei § eine nichtkommutative Halbgruppe mit 0
betrachtet beziiglich a%b=1b: a = 0.

Brspmn 4. Es sei S eine Menge von mindestens zwei Blementen a, b
betrachtet beziiglich ab = b = axb.

BEBPIEL 3. Es sei S eine kommutative Halbgruppe mit 1 und
mindestens zwei verschiedenen Elementen a, b Detrachtet besziiglich
a%b=1, falls a =0, und axb=7>, falls a b gilt.

Beisprer 6. Es sei § ein Halbverband mit mindestens zwei ver-
schiedenen Elementen. Man setze ayb = b.

BemspeL 7. Es sei 8 die Menge aus Beispiel 4 betrachtet beziiglich
ab=b und a¥%b = const.

BrIspieL 8. Bs sei § eine abelsche Gruppe mit axb = b : a = a-b.

BEISPIEL 9. Bs sei § die Halbgruppe der Zahlen 1 y2,4,6, ... mit
der tblichen Multiplikation. Man setze a%b = b : g — bla, falls alb, axb
=b:a=1, falls bla, und a%b =15 :a—= b im letzten Fall.

BESPIEL 10. Bs sei S die Halbgruppe der Elemente 1, a, b, 0 mit
der Multiplikation 1o = 2= a1, 0o = 0 — 20, ab = aa = a, ba = bb = b.
Diese Halbgruppe ist rechtskomplementér. Man erklire  : b 50, dafl
a:a=1 sowie (x:y)y= y(y¥z) ist und setze g oa = 0. -

BEemsper 11. Es sei § die Halbgruppe aus Beispicl 10 mit  : Y=

BERPIEL 12. Es sei § die Halbgruppe, die aus Beispiel 10 durch
Spiegelung an der Diagonalen hervorgeht. Man setze 2%y = Yz,

BEISPIEL 13. Es sei 8 ein Halbverband mit 1 und 0. Man setze
a%b=1, falls ¢ > b und a¥%b = b sonst.

BEISPIEL 14. Es sei § eine unendliche Boolesche Algebra mit v als..

BERPIEL 15. Bs sei § der Bereich der reellen Zahlen des abgeschlos-
senen Intervalls [0, 1]. Man setze ab — a+Db, falls a5 <1 und ab = ©0,
falls a4-b > 1 ist, sowie axb= 0.

BeRPEL 16. Bs sei § der Bereich aus Beispiel 15, diesmal mit
a¥xb =0, falls a = b gilt, und axb — b, falls a % b ist.

icm

Komplementire Halbgruppen 287

BEISPIEL 17. Bs sel § der Bereich aus Beispiel 13 mit axb = 1.

BEISPIEL 18. Es sei § die Halbgruppe der Paare (a]b) nicht negativer
ganzer Zahlen besziiglich (a|b)(c|d) = (a+ 2D+ d). § ist rechtskomple-
mentér. Man erklire a : b so, daB ba:a=b ist.

Brispren 19. Bs sei § die Halbgruppe der Ordnungsisomorphismen
der Menge R der reellen Zahlen auf Endstiicke von R mit r < o(r). Brklart
man in dieser Halbgruppe a o b als ba, so ist § beziiglich o rechtskomple-
mentdr und es gilt a|;b <= al,b. Man setze b : a so fest, daB (b:a)oa
= a v b wird.

BuIspieL 20. Es sei § eine Menge von mindestens zwei Elementen.
Man setze ab = a und a%b = b.

BriseieL 21. Es sei § eine kommutative Halbgruppe mit 1. Man
setze a%b =1, falls a = b ist, man setze a%b = b, falls @ = b gilt.

BEISPIEL 22. Man betrachte die Elemente 1, a, b, 0 Deziiglich der
Verkniipfungen a1l = und ay =1, falls ¥ % 1, sowie 2%z =1 und
z¥y =0, falls y # x.

Buisprer 23. Hs sei § die Menge der reellen Zahlen aus [0, 1], be-
trachtet beziiglich ab = min(a+5,1).
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