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Sur un systéeme non linéaire
d’inégalités differentielles paraboliques
dans un domaine non borné

par J. CHABROWSKI (Katowice)

Daus ce travail nous considérons deux systémes non linéaires d’iné-
galités différentielles aux dérivées partielles du second ordre de la forme

(0.1) w <F{t, 2, U,up,use) (=1,..,m),
(0.2) up > Ft, 2, Uyul,uls) (G=1,..,m),

ol 'on a posé

= (Tyy ey Zn), U= (4,...,u"),
Uy = ('u';n seey %z,) ’ Ugz = ('u';:xxn u;azn ey u;cnizu) .

Nous montrerons que pour deux suite de fonctions «i(t, x), vi(t, z)
(=1, ..., m) satisfaisant aux systémes d’inégalités (0.1) et (0.2) respecti-
vement a lintérieur d’un ensemble non borné D (cf. définition 1), on
a ut < v, si les fonctions F* sont elliptiques (cf. définition 4) par rapport
a la suite «/(t, z), satisfont &4 une condition de monotonie (cf. définition 5),
a une condition de Lipschitz (cf. hypothése 2°) et les fonctions wu?, vt
appartiennent & la classe £, et E, respectivement (cf. définition 2) ainsi
que vérifient 'inégalité u! < v? sur la frontiére oD.

La classe I/, a été introduite par Smirnova [3]. Ces inégalités différen-
tielles ont été traitées par Besala [1] et Bodanko [2] dans les classes F,
et E,, qui sont les cas particuliers de E4. Ensuite nous considérons les
inégalités (0.1) et (0.2) dans la classe de fonctions convergeant vers zéro,
lorsque |z] —-oco. Comme conclusions nous obtiendrons les théorémes de
Punicité de la solution du probléme aux limites pour le systéme de la
forme (3.1).

§ 1. D’abord nous introduisons des définitions et des notations.

DEFINITION 1. Nous désignons par D un ensemble dans ’espace-
temps (¢, z, ..., 2,), contenu entre les plans t =1¢,, t =t,+7T < oo et la
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surface latérale 8§, 6D =[D n (t=1)]  S. Nous admettons que pour
chaque ¢, <?, < t,+T, lintersection o, de la fermeture de D avec
le plan ¢ = ¢, est non vide et non bornée. Pour chaque ¢,, o;, est identique
avec l'intersection de cette partie de la fermeture de D, qui est contenue
dans la couche ?, <t <{,.

DErFINITION 2. Nous disons qu’une fonction f(t,x) est de classe E 4
(ou bien de classe E.4) dans un domaine D, 8'il existe des constantes posi-
tives K, M et une fonction A(y) de classe C*, telles que

21 dy N - 71 dy . l

n
ol 1= D #3+2 = |z]°+2 et la fonction A (y) vérifie les conditions sui-
=

vantes:
(a) A(y) >0 pour y > (b) f o
S Foay y p— Fody
C A 1 <M11'1 T— —VA(rl) <M pe—
(€) VAér) ) VA dar, VA(@)

(M, et M, sont des constantes positives). Posons E, = E4 ~ E 4.

DEFINITION 3. Nous disons que la fonetions ¢(t,x) est réguliére
dans D, si elle admet des dérivées s, @z, @1 (i,j =1, ..., n) continues
dans D et si elle continue dans D.

Nous allons utiliser la définition donnée par J. Szarski (voir [4]
et [5]). '

'DEFINITION 4. La fonction F'(t,x,Z,Q,R), ou Z=(2,..,z™),
Q= (¢1y -y @n)y B = (ry,"s,...,7ma), définie pour (¢,z)eD; Z,Q,R
arbitraire, est dite elliptique par rapport a une suite de fonctions %/(¢, x)
(j=1,...,m) de classe C' dans D, lorsque pour toute suite de nombres
Tik, Tk (J, k=1, ..., m), OU 7jx = 7x;, Tjx = ¥rj, telle que la forme quadra-
tique ‘

2 (rie—Tji) Aj Ax
k=1 -
est non positive, on a l’inégalité
Fi(ty z, U(t, z), '“'::(t’ z), R) < Fi(t; , U(t, x), uz(t, o), R)

pour (¢, z) e D.
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DEFINITION 5. Nous disons que la suite de fonctions F'(t, z, Z, @, R)
satisfait 4 la condition W, lorsque l’indice 4, étant fixé arbitrairement
les relations 2/ < z7 (j +# 4,), 2% = Zi» impliquent l'inégalité

F*t,z,%,Q,R) < F“(t,«,%,Q,R).

§ 2. Les définitions du paragraphe 1 étant adoptées, nous pouvons
énoncer le théoréme suivant:

THEOREME 1. Nous supposons que

1° Les fonctions F'(t, z, Z, Q, R) sont définies pour (t,x) e Det Z,Q, R
arbitraires et satisfont a la condition W (cf. définition 5).

2 (Fi(1,2,2,Q,R)-F(t,2,Z,0, B)sgn(c~2) <Ly A () D lr—7n|+

I k=1

; A dy nj _ ¢ dy 12 S _ .
Ly A() | 2 1q:—q|+L[ _] =3 (i=1,...,m)
T VA(y),;: T vaA) Z P

ow L,, Ly, L; sont des constantes positives (nous admetions que sgn 0 = 1).

3° Les fonétions ui(t, z), vi(t,z) (1=1,..,m) sont réguliéres, de
classe E4 et B4 dans D respectivement (cf. définition 2).

4° Pour chaque indice i la fonction F* est elliptique par rapport & la
suite wi(t,z) () =1, ..., m) (cf. définition 4).

5° Les inégalités différentielles
up < Fi(t, z, U, ui, k) ,
>

v "(t,zv,V,v,';,viz) (=1, ..., m)

sont remplies en tout point (i, x) e D—aD.

6° ui(t, ) < vit, x) pour (t,x)edD (2 =1, ..., m).
Dans toutes ces hypothéses les inégalités

(2.1) wl(t, z) < vi(t,2) (i=1,..,m)

ont liew dans D.

Démonstration. Nous introduisons une fonction auxiliare des
variables ¢, # et du paramétre » de la forme suivante:

1

ﬁ(t, x) = exp {(K—I—l)[ . 'l/j_?:_y)]ze'“—m} .
1
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Posons
(2.2) F(H)= Lﬁméﬁmmuwmmj Zﬁmw
i,7=1
+ Laml: ,.iiy_ 2.H_ F )
{ VA(®Y)

Puisque 7,—1 > )/2—1, nous pouvons supposer que fdy/VA(y) >1
1

En utilisant la définition 2 on peut vérifier par un calcul simple que la
fonction H (t, x) satisfait & D’inégalité

F(H) < L[4 (K 41)n2e"t—t0 4 202K 1)+ 4n2(K +1) M, +

1+ 2n(K 1) M,] [ f V_dy_revu—toﬂ 1 2L, (K 1) ert—tom, [ f
1

_|_.
A(y) VA(y) (y)]

+L3 [ ]H p(f—lo)__ p(f— to)[
mJV(m o fVMw

Désignons par D, I’ensemble ouvert séparé de D par la surface
s n
Q.= |, »), Y ai=1"}, par 8, la surface latérale de D,, oD, = 8, v
i=1

v [Dy ~ (t = ty)], pPar DT‘, Df ' oDy 1 87% les parties des ensembles D, D.,
oD,, 8, situées dans la couche ¢, < t < {,+T,. Nous choisissons un nombre »
dépendant de K,n, M,, M,, L,, L,, L, de fagcon que

(2.3) F(H)< 0 pour (t,z)eD".

Nous montrerons que les inégalités (2.1) sont wvalables dans D',
Dans ce but posons

(2.4) wt=uwH, vi=7vH.

Les inégalités (2.1) dans D' sont évidemment équivalentes aux
inégalités
(2.5) @ <o pour (f,z) e D',

Selon ’hypotheése 3° la différence ui— v appartient & la classe E4,
done il résulte de la définition 2 (la condition (b)) que pour chaque ¢ > 0

il existe un nombre R, assez grand, tel que pour chaque » > R, et pour
(t,z) e D'"— DY on a

(2.6) BT <e.
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Nous montrerons que les inégalités (2.6) sont remplies dans D.”
pour r > R,. Dans le cas contraire il existe un point (t*, z*) ¢ D}’ et un

index j tels que
e < wi(t*, x*)— vi(t*, x*) = max {max [@i(t, ) — v/(¢, )]} .
[4 ﬁyv

1/»

D’aprés P'inégalité (2.6) le point (t*, 2*) est un point intérieur de D,”,
done

w(tk, o) — T, 2%) =0,  uL(t, ) =T (%, 2% (k=1,..,n),

n
3 o 3
D [l (1, 2*) —Bh o () 2] Aadi < O
Lk=1

pour tout systéme (4,, ..., 1s).
Posons encore

Q* = {wh(t*, 2 H(1*, &)+ w/(t*, ) Ha (1, 2*)}ies

Q" = {BL(1*, a*) H (t*, *)+7 (t*, a*) Ho (t*, 2*)}hes

R = (o (t*, @) H(1*, @)+ T(t*, a*) Ha (1*, a*)+
+a;k(t*, a*) Ho (t*, %)+ a'(t*, «*) Hop (8", @)k
B = @la (1, o) H(t*, o)+ 0%, a*) Ha (1, o*) +

(%, @) Heft*, %) 0%, 0*) Hagy () &)}Wemn

R™ = (Bag(t*, *) H (1*, 3*)+ L, (t*, a*) Ho (1*, 7*)+
Uz, (1*, @*) Haft*, 0%)+ @ (%, 2*) Hopz (1, )}k
W(t*, 2*) = w¥(t*,2*) (I=1,..,m),
wi(t*, x*) = max[al(t*, z*), ?(t*, «*)] .
D’aprés 2° nous avons
(2.7) (@, @) —ol(t*, 2 H (¢, a*)+[2(8, o)V, 2*)] Hdt*, o*)
< |F'(t*, a*, U, a*) H(t*, 2*), Q" R;)—
—Fi(, 2, U@, 2 H(1*, 2*), Q“, B™)] +
H[F (e, a*, T, 2 H(t*, a*), @*, B™)—
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— Fi(t*, z*, W(t*, a") H(t*, 2*), @*, R™)]+
+[F1(t‘r m" W(t.r w‘)H(t*r m.)r Q;1 RW) -
—Fi(t*, z*, V(t*, a*) H(t*, z*), Q°, R;)l .

Selon 4° la premiére différence du second membre de cette inégalité
est non positive, en vertu de I’hypothese 1° la deuxiéme différence est
aussi non positive. D’autre part, nous avons

(2.8)  |wY(t*, &%) — oK (t*, 2*)| = wi(t*, 2*) V(% 2*)
< max (0, @H(#*, a*) —o(t*, @*)) < @i(t*, a*) —vi(t*, a*¥)

pour l=1,..,m, donc d’aprés la définition de F(H), ’hypothése 2°
et (2.3) l'inégalité (2.7) peut étre écrite sous la forme

[al(t*, z*) —i(t*, a*) H(¢*, 2*) < F(H)[@(*, 2*) — 7 (t*, 2*)] < 0

ce qui est impossible. Pour démontrer les inégalités (2.1) dans un point
arbitraire (¢, ) ¢ D on divise le domaine D en domaines partiels par les
plans ¢ = #,+ s% (s=1,...,m) et on établit de proche en proche ces iné-
galités dans ces domaines.

ExEmpPLE. La fonction A(r) = ri~* (2> 0) satisfait aux conditions
de la définition 2. Pour 1 > 0 1’hypothése 2° prend la forme

(Fit,z,Z,Q,R)—F't,z,Z,Q, R)]sgn (2 —2)

2 |7 ik — Tl + La7y 2 lgs — ol +Lyma 2 |2; — Z4f ,
j;""l i=1

par contre pour A = 0 nous avons

[Ft,x,Z,Q, Ry—F'(t,x, Z,Q, R)] sgn (z' —z)
< Ly Z |7ik — Tjx| + Lyry Inm Z |qs — G¢| 4 Ly 1n?r, 2 |os — 24| .
7,k=1 i=1

Ces cas ont été considérés par Bodanko [2], mais dans le cas 4 =0
notre hypothése est plus faible.

§ 3. Considérons le systéme d’équations
(3.1) ui = Fit, 2, U,uk,uls) (i=1,..,m)

et une solution wi(f,x) (1 =1, ..., m) de (3.1) définie dans I’ensemble D.
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DEFINITION 6. La solution w'(f,z) sera dite solution paraboligue
réguliére du systéme (3.1), lorsque chaque fonction F* est elliptique par
rapport a la suite de fonctions wXt,z) (I=1,...,m) (cf. définition 4)
et fonctions «! sont régulieres dans D.

Le théoréme suivant est une conséquence immédiate du théoréme
qui vient d’étre démontré:

THEOREME 2. Dans les hypothéses 1°, 2° (1), 3° du théoréme 1 le premier
probléme de Fourier

(3.2) wi(t, x) = @i(t,x) pour ({,x)edD,i=1,..,m,

on les fonctions ¢i(l, x) sont données d’avance sur oD, relatif au systeme (3.1),
admet dans D au plus une solution parabolique, réguliére et de classe E 4.

§ 4. Maintenant nous démontrerons le théoréme analogue & 1, mais
dans la classe des fonctions convergeant vers zéro lorsque |z|-—oo.
THEOREME 3. Nous admetions que les hypothéses 1°,4°,5°, 6° du
théoréme 1 sont vérifiées et
n
2" [F'(t,»,Z,Q,R)—F't,,Z,Q, R)] sgn (z‘_zi) <L 2 le* —2",
=1
i=1,..,m.

3° lim [#i(t, z)— vi(t, )] = O uniformément par rapport i =1, ..., m.

| 2|00
Dans ces hypothéses les inégalités (2.1) ont liew dans D.

Démonstration. Nous introduisons les fonctions
ul = wledt=t) | pl=7leal-0  [=1,..,m,

ol a > mL. En vertu de 3° pour chaque nombre ¢ > 0 il existe un nom-
bre r, tel que

(4.1) at,x)—Ht,r)<e pour ({,x)e D—D,, r>r1,.

Pour prouver que l’ihégalité 2.1 est valable il suffit de montrer que
I'inégalité (4.1) est vérifiée dans D,, r > r,. Dans le cas contraire il existe
un index j et un point (t*, z*) tels que

wi(t*, o*) —vi(t*, 2*) = mla'x {m?ax [(#k(t, ) — ¢, 2)]} > ¢,

Df

(*) La classe Fs+s correspond i la fonction A (r;) = r{* pour laquelle on a Illim A(ry)
Z|—00

= 0. L’équation de la propagation de la chaleur ne satisfait donc pas 4 'hypothése 2°
avec A(r,) = 7;° et notre théoréme 2 n’est pas en contradiction avec I’exemple bien
connu de Tychonov [6].

Annales Polonici Mathematici XXII
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o T'=1t,+T i tg+T < o0 et T < t,+T si ty+7T = co. D'apreés les
inégalités (4.1) le point (¢*, #*) appartient 4 DI —aDT", donc .

T, a) =T, 2 >0, U, at) =", %) (k=1,..,n),

n

D [ulm(t*, @%) —ha(t*, @) ds <
k=1

pour tout systéme (4,, ..., is).
D’aprés 2% nous avons

[ﬁ{(t*, z*) —5;’(#“, w"')]e"("_’°)_|_[§;f(tt z*) —_i(t"' z*)] ae®t* =10
<[Fif*, 2%, T(s*, a%) W T g%y e a(t* —9 T(t*, %) 6™ )
—Fj(t*, o*, U(t*, a*) o g :v*)e"“ -t 5 (g, w*)e““‘_"’))]-l-
+[Fj(t*, @, U, 2*) @™ gi(ir, 2%) e 5l 1%, a%)e™™™ ,0))
__Ff(t*’a;*’ W(tt’m*)ea(t‘ 10) ‘_?;(t* #)ea(t‘—t,) 4 (t"',a:*)e"(”""”)]+
+[Fi(t*’ x*, W(t*, é*)ea(‘._t°) _j(t"‘ x*)e °“‘"‘°) 7l 74(1%, w*)e““ —to))

—Fj(t*, x*, V(t*, w*)eau —~to) —9( *)ea(l —to) Eiz(t*, ) eﬂ(l‘.—fo))] .
En vertu de 1° et 4° la preémiere et deuxieme différences du second

membre de cette inégalité sont non positives, done en appliquant ’hypo-
thése 2 et la relation (2.8) on obtient l'inégalité

[al(e*, %) =3t 29)]e" ™ < (mL—q)[@(t*, &) — (7, a*)] "7 < 0,
ce qui est impossible.

Pour prouver les inégalités (2.1) dans un point arbitraire (¢, z) e D

(dans le cas T" < t,-+T = oo) on divise le domaine D en domaines partiels

par les planes t= t,+sT" (8=1, ..., n,) et on établit de proche en proche
ces inégalités dans ces domaines.

§ 5. Le théoréme suivant est une conclusion immédiate du théo-
réme 3: ’

THEOREME 4. Supposons que les hypothéses 1° et 2° duw théoréme 3
soient satisfaites. Alors lé premier probléeme (3.1), (3.2) admet dans

D au plus une solution parabolique réguliére convergeant vers zéro lorsque
] oo, ‘
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