264

[4] A.E.Ingham, Some asympiotic formulas in the theory of numbers, Journ. London

Y. Motohashi

Math. Scc. 2 (1927), pp. 202-208.

[5] Ju. V. Linnik, The Dispersion Method in Binwy Additive Problems, Amer

Math. Soc., Trans. Math. Monog., 4 (1963).

(6] A. I Vinogradov and Ju. V. Linnik, Hstimate of the sum of the number of
the divisors in o short seginent of an arithmetical progression, Ugpehi Math. Nank

12 {1957), no. 4 (76), pp. 277-280 (Russian).

DEPARTMENT OF MATHEMATICS
COLLEGE OF SCIENCE AND ENGINEERING

NIHON UNIVERSITY

Tokye, Japan

. Regu par la Bédaction le 31. 1. 1968

icm

AQTA ARITEMETICA
XVI (1970)

Généralisation des nombres de Salem aux adéles
par

ANNEITE DEGOMPS-GUILLOTY (Paris)

INTRODUCTION; RESUME

1

Rappelons la définition et quelgues propriétés essentielles deg ensem-
bles § (nombres de Pisot—Vijayaraghavan) et T (nombres de Salem) qui
gont & la hase de ce travail.

8 désigne Uensemdle des entiers algébriques véels 0 >1 dont fous les
conjugués (différents de 0) ont une valewr absolue inférieure & 1 strictement.

, (C. Pisot [7].)

T désigne Densemble des enliers algébrigues réels ¢ >1, dont fous les
conjugués (différents de ©) ont ume valeur absolue inférieure ow égale & 1,
DPun au moins ayant une valewr absolue égale & 1. (R. Salem [13])

Cette définition entraine qnun élément v de 7' est racine dun poly-
néme & coéfficientys entiers rationnels, réciproque, de degré pair, ayant
un zéro 7 extérienr au cercle mnité, un zéro 1/7 intérieur au cercle unité,
tous les autres zéros appartenant aun cercle unité.

1.1. Dang tout corps de nombres algébriques réels, il exigte des
nombres de I’ensemble S ayant le degré du corps, au contraire il n ‘existe
des &léments de Dengemble T que dans certaines extensions quadratiques
deg corps totalement réels. ' '

1.2. Nombres de Pisot et de Salem peuvent &tre caractérisés par des
propriétés de répartition modulo L. Soit & un réel >1; I'étude de la dé-
composition, ponr un élément i convenable non nul,

A8 = U, = En,

ol %, est un entier rationnel et ou &, vérifie —1/2 <&, < 1/2, permet les
caractérisations suivantes:
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— lexistence dun élénient A>1 tel que, pour tout entier n>= 0
la majoration :
1

< goit réalisée
lenl < 5o B T) L~ Tog ) ’

caractérise les dléments 0 de la réunion des ensembles 8 et T (0. Pisot [8]);
— pour un &lément 6 algébrique la condition

lime, =0
=00

ou, pour § réel, la condition

¥
2 nep = o(N
n=1

caractérise les éléments 6 de lengemble § (C. Piset [7], R. Salem [12])
' N

(on remplace parfois la condition 3 sien == o(N) par la condition plus

fi=1

forte mais d’expression plus facile 3 &, < + oo);
=14

— lexistence, dans le cercle unité, d'une borne supérienre M pour
la partie réelle Z[ 3 s,4"] jointe & Uhypothése restrictive gue la série
[oe] N=0
Y&, ne converge pas, caractérise les éléments 6 de Pensemble T
n=0

1.3. L’enzemble & posséde la propriété remarquable d’etre fermé
(R. Salem [12]). L'ensemble 8’ dérivé de 8 o &t étudié par J. Dufresnoy
et C. Pisot [9], [10]. Tout élément de S est point d’acenmulation de
nombres de T (R. Salem [13]); l'ensemble dérivé de l'ensemble 7' con-
tient done l'ensemble § mais on. ne sait pas #'il se réduit & cet
ensemble.

1.4. Teg ensembles & et T sont des sous-ensembles de I'ensemble
des nombres o introduits par C. Pigsot [77:

Un nombre o> 1 est un-nombre o #'il peut dtre obtenw comme la
limite

"
o = Jim-—tl

A o) %n

4

“asgociée 4 une suite d’entiors rationnels u,, déterminée par
1° la donnée de u, et u, avec u, > u, > 1;
2° la relation (R): —i< U1 — U [y < %
Cet ensemble est dénombrable, dense sur-la demi-droite «3>1. Bn
dehors des ensembles § et 7' on ne sait pag #'il contient L’autres dléments.
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2

2.1. p étant un nombre premier, C. Chabauty [4] a introduit dans

~le corps @, des nombres p-adigues un ensemble ayant du point de vue

p-adique des propriétés analogues i celles de l’ensemble S. Cet ensemble

est en effet fermé dans Q, ef caractérisé par la relation 2 & < - oo,
=0

ol &, est la partie du développement de Hensgel de 16" qui joue le rile
de reste modulo 1 pour le nombre p-adique A6™.

2.2, D’antre part, C. Pisot [14] a associé & tout entier rationnel
g 1, un ensemble de nombres algébriques 8,, fermé dang B et dans la
cléture algébrique des corps @, pour tous les nombres premiers p divi-
sant ¢.

3

Cop résultats sont & Ia bage de la thése de I. Bertrandias (2] dont
le présent travail représente un prolongement.

Soit I un sous-ensernble fini de Vensemble de toutes les valuations
distinctes P du corps Q; I. Bertrandias a donné une généralisation de
I'engemble § dans le cadre de 'anneau V;, anneau des I adéles rationnels,

isomorphe algébriquement et topologiquement au produit [] Q.
Vel
Nous rappellerons au chapitre I les principales propriétés de l’anneau

Vy; domnons dci la définitions des ensembles 87

'3.1. Définition de Pensemble 87. 87 est Uensemble des éléments 6
de Vi, vérifiant, pour tout p de I, 18], >1 et pour tous Tesquels il ewiste
un polynéme A & coefficients entiers rationnels ayant les propriéiés
sutvantes :

1° 6 est racine de A;

2° les racines de A dans lo cldture algébrigue de Q.
de Op si p' appariient & I) appartiennent au disque |z, < 1;

3 pour fout p de P, les racimes de A dans la cléture ulgebmque de
Q, (souf 0, si p appartient & I) appartiennent aw disque |o], < 1.

(distinotes

3.2. Caractérisation de Vensemble §7. La caractérisation des en-
sembles S est lide aux propri¢tés de la décornposition d’Artin (cf. Ch. 1)
qui & toub élément @ de Panneau Vi assoele un élément (), de com-
posantos &, (») pour tout p de I, qui joue le rdle de reste module 1. Dans
ces conditions IF. Bertrandias a donné de Vensemble 8% les deux carac-
térigations gnivontes :

Boit 0 un élément de Vonmeaw Vi vémfmm, pour tout p de I, |8y >1;
0 appartient & 87 si et seulement '3l existe wn elemem‘ yl mwe'rsa,ble dang
Vi tel que
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1° pour un ément 6 algébrique

lim g, (A67) = 0;
fsoo |
2° ou si Pon ne suppose pas O algébrique
N
D e (A6 = ().
=1

3.3. Tout anneau d’éléments algébriques de ¥y contient des éléments

de Pensemble 8%, ayant le degré de Panneaun. (F. Bertrandias [2].)
4

Ces derniers régulbats suggéraient done d’introduire dang 1’anneau
V: un ensemble généralisant Densemble T de Salem.

. Pisot [8], reprenant la méthode introduit par Thue [15], & carac-
térisé la réunion des enserables S et T et on pouvait penser gu’en uti-
lisant cette méfthode dans l’anneaun V; Pensemble aingi caractérigé con-
tiendrait outre lez ensembles §%, un ensemble jouamt un réle amalogue
4 Tensemble de Salem. Cette étude est Uobjet du chapitre X ol aprés
avoir rappelé la définition et les principales propriétés de I’annean Vi,
on introduit ensemble 8;; la caractérisation que 'on en donne, basée
sur la méthode de Thue, peut porter sur la composante wvéelle ou sur
w’importe guelle composante p-adigue, toutes les composantes jouant
le méme role vis & vis de cefte méthode.

Au contraire, dans Ie chapitre IT ol I'on étudie plug précisément
la structure de l'ensemble §;, le role particulier de la composante réelle
apparait; en effet, la partition. de Pensemble §;, que I’on met en évidence
est basée sur Iétude de la répartition dans le plan complexe des zéros
des polyndmes associés aux éléments de ensemble 8. On donne (oun
Pon rappelle) une caractérisation des trois sous emgembles ST, X3 ot Ty,
ce-qui fait apparaitre que I’ensemble T; est une généralisation de Iengemble
T, aussi bien relativement aux propriétés de répartition modulo 1. que
par le fait que l'ensemble dérivé de 7 contient 8. _

Le chapitre TIT est consacré i wne généralisation des nombres oy
cette étude est Tide & celle de certaines suites de rationnels. Aprég avoir
étudié la convergence dans Panneau Vy des suites infiroduites, et montré
que I'ensemble A; est’ dénombrable, on montre que U'engemble Ay con-
tient 'engemble 87 et est dense dans un certain ouvert de l'anneau Vr.

De nombreux problémes restent a résoudre: des problémes parti-
culiers & Danneau des I-adéles rationnels. comme celni de la fermeture
de ensemble S7; des problimes qui se posent déja dans le domaine
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réel comme celui de l'identité éventuelle entre Pensemble - dérive de

T; et lensemble 87 ou Pexigtence A’éléments de Ay n’appartenant
pas & Sz, '

CHAPITRE I
ENSEMBLE Sr

1. Anneau des J-adtles rationnels. Décomposition d’Artin

1.1. Définitions. Notations. Soit P Pensemble de toutes leg valuations
distinetes du corps Q des rationnels; la valuation ordinaire représenide
par o sera notée | | ou | |, ef, p étant un nombre premier, la valuation
p-adique correspondante sera notée | |, et normée par |pl, = 1/p.

A tout élérent p de P (éventuellement P = 0} on associe le corps @,
complété du corps @ par rapport & la valuation correspondante.

Lanneaw Vi des adéles rationnels est le sous annean du produit de
tous les ecorps @, (peP) composé des éléments @ = (z,) avec @peQ, tels
que l'ensemble des p de P pour lesquels [#], > 1 est fini. Cet annean a un
élément unité er de composantes égales & 1 pour tout p de P.

Soit I up sous ensemble fini non vide de P. On appelle anncan des
L-adéles rationnels le sous annean, noté V; de Vi, constitué des éléments
@ = (zp) tels que wp, = 0 si p¢l. Lianneau Vy est done izomorphe au
produit [ @,, dont on Iui donne Ia topologie. On désigne par er 1’élément

el '
unité de V. _

La structure d'algébre sur @ des corps Q, induit sur ¥, une structure
d’algebre sur Q. On désigne par Q; le sous anneau de ¥y formé des mul-
tiples rationnels de I'élément neutre. Les ammeanx ¥y ont été étudiés
pax F. Bertrandias dans sa thése [2], donf nous utiliserons les notations;
en particulier: -

I désigne lensemble des éléments non nuls de I

I dégigne la réunion de I et de {0},

Z[I] désigne 'anneau des rationnels n’ayant en dénominateur que
des facteurs premiers appartenant & I~. L’anneau Z[I] e; joue dans V;
un réle analogne 4 eelui joué dans les réels par I’anneau Z des entiers
rationnels, comme le montre la déecomposition d’Artin:

1.2. Décomposition d’Artin. Pour tout dlément © de Uanneau Vi, il
episte un élément B (w) de U annean Z [ I tel que la différence er{z) = 5— e; B (x)
vérifie les inégalités:

1) pour tout p de I7, leplmy]p < 1,

' W appariient pas & I

P 0 “”"‘E(m) < o+1,

&
2) 550
apparéient & I, o< g(2) < a4l.
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Le choix du nombre réel ¢ rend la décomposition umique. Nous
‘prendrons tonjours a = —§.

12¢lément &;(z) joue un réle analogue au rgste.modulo 1 pour’ les
réels, en particulier dans la caractérisation de certains ensembles d’¢lé-
ments algébriques comme les ensembles 8%. (F. Bertrandias [2].) Ce
rle sera confirmé dans la caractérisation de Pensemble S;. r

Auparavant rappelons la définition et guelques propriétés des élé-
ments algébriques de Vr.

1.3. Eléments algébriques de Panneau V. (F. Bertrandias [2].) Pour
tout €ément « de Vr, et tout polyndme P 4 coefficients rationnels,

P(X) =g+, X+ oo + X"
on pose i}
i Pla) = P S T N oy Y A

On dit quun élément « de ¥ est algébrique #'il existe un polyndme
P 3 ecoefficients rationnels tel que Pa) = . Comme P'engemble I est
fini, ceci est équivalent au fait que toutes les composantes de « soient
algébriques. :

Soit « un élément algébrique de Vi; Vensemble des polynbémes P
3 coefficients rationnels tels que P(a) = 0 est wn idéal de Vannean Qrxl.
On appelle polynéme minimal de a et Pon note Pmy(a, X) le polynbme
unitaire qui engendre cet idéal. _

A tout élément a algéhrique on’ peut associer une partition, notée
(In) (h =1, ..., m), de I telle que, si Pon note a, Vélément de Vy,, aiyant
mémes composantes que a pour les indices de I, le polyndéme Pmz(a, X)
g¢ décommpose en wn produit :

Pmg(a, X) = ”Pmlh(ﬂl,,,a X),
hm1

ot les polynomes Py, (az, , X) sont irréductibles et distincts deux & deux.
Si a est un élément algébrique de Vi, i tout polynéme P & coeffi-
Glents rationnels on associe 1'élément P(a). L’ensemble de ces éléments
constitue un sous anneau de Vr, que I’on note Q;[a). 8i (I} (h =1, ..., m)
st In partition de I agsociée i o, cet anneaut est le composé direct de m
corps @y, [ar,]. En particulier l'annean @[] est un corps si et _ﬁeulement
gi le polyndme minimal de a est irréductible. '

2. Définition_ de I’ensemble Sr

8; est Uensemble des éléments 6 de Vi wérifiant, pour tout p de I,
18, > 1 et pour lesquels il ewisie un polynéme A & coefficients entiers
rationnels ayant les propriéiés susvantes: ' :
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1° 6 est racine de A,

2°‘ pour tout p de P, les racines de A dans la eldture algébrigue de
?T idelsmz-otes de 0, pour p appartenani & I} appartiennet au disque
Blp & 1.

En supposant le polynéme A primitif, on voit facilement qu’il a une
express‘ion de la forme

ALX) = g XL g X g

ol g = fﬂ |61, et pour tout p de I, ja,_y|, = 1; les zéros du polyndme 4

da,n{; le corps € des complexes appartiennent tous au disque |#} < 1 {sauf
8y 51 0 appartient & I).

Réciproguement, un &ément § de V1, vérifiant, pour tout p de. I,

[0lp > 1 et racine dans ¥ d'un tel polynéme, appartient & Pensemble 8.
Remarquons que le polynéme A est lié au polyndéme minimal de §:

A(X) = gPm; (6, THIT™

oll w est entier défini par Gpgy # 0, 0, =051 ¢ =m (0 < m < s). Cette
remarque nous permetira dans la suite de parler du polynéme A associé
& un élément & de -8;.

3. Caractérisation de I'ensemble S;

3.1. Notations. Enoncé du théordme. On congidére deux éléments 8
et A de ¥y et lon pose pour tout p de I~

PP =10, et P = |il;

g:"nptpz |

Bel™

on définit encore

m = H ', multiplié par A, si OIappartient b 7.
pel—
On suppose 4, et 6, tons deux positifs,

TugoriMe, Soit 0 un élément de Vanneaw Vi vérifiant, pour fout p
de I, |91, > 1. La condition nécessaire ¢t suffisante pour que 0 appariicnne
& Uensemble 87 est qu'il ewiste un élément A de Vi vérifiant, powr tout p de
I, A, > 1 tel que Von ait powr fout ontier m = 0:

1
g?e(L+Logm) ’

@A) (a6 < ! ,
v 80436, (fo-L1) (1 Logm)

(A) FAVEBIES st 0 w'appartient pas & 1,

st O appartient & I.
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3.9. Condition suffisante—méthode de Thue.
Prinecipe de la méthode. (A. Thue [15], C. Pisot [8].) Le point
principal de la démonstration est de prouver que ¢ est algébrique. Soit

Tl

. oo
u, = H(20"), on cherche 4 montrer que la série D ua X" représente une

]
fraction rationmelle; d’aprés Thue on recherche des coefficients entiers
rationnels a; tels gue pour tout » =0 on ait la relation

g tp+ Oy Un 1o oo Qg s = 0.
On étudie done les valeurs prises par 'expression
Vo = tgtin ...+ Ssllp s,

en supposant que les coefficients e; sont hornés en valeur absolue par a,
les véels w, par 1T 8i 047 (vesp. les réels £ (16") par 1jw si 0 el).

Le premier point est de trouver une relafion liant U (resp. %), a
et s pour que égalité V, = 0 entraine V, , = 0.

En supposant cette relation vérifide, on cherche une eondition, liant «
et s, pour qu’il existe un systéme non identiquement nul d’entiers ( By v ey Bg)
tel que ¥V, = 0. Cette partie de la démonstration s’appuie sur le principe
des tiroirs: en tenant compte des majorations, on calcule le mombre de
systémes possibles et le nombre de valeurs que peut prendre lexpression
Vy; 8i le nombre de systémes est supérienr au nombre de valeurs, il exigte
deux systémes distincts donnant la méme valeur & 'V, et done un systéme
(@oy ..., @) non identiquement nul tel que V, = 0.

On montre enfin que l'inégalité {A) (resp. (A!)) étant -vérifide, on
peut trouver des nombres s et & tels que les conditions précédemment
établies soient réalisées simultanément. Lalgébricité de 6 étant montrée,
il est alors frés facile d’en déduire qu’il appartient & Sy.

Démonstration:

a)y Légalité V, = 0 jointe & la condition

(1) CU>als+l)g s 0 n'appartient pas & I,
resp.
1 v>a(s+1)g(146,) 51 O appartient & I,

eniraine, pour tout entier n >0, V,, = 0.

Pour tout p de I, soit &,, = &,(48™); la relation d’Artin se traduit
dans @, par Dégalité

iplp = tUn-tenn  AVEC  [enpl, < 1.
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Pour tout p de I7, Vexpression V,,,— 6, V, vérifie done

JVn+1_ ty Vn|-p % ) max |'“5n,+'i+

17 61) un.;.iip
1:0,1.‘ "‘)s

= max

vvvvvv

f,
. Jep Enpi ™ 3n+i+1,pb = pr.

Si 0 appartient & 7, on aurs une majoration analogue  pour
Tfﬂ.+1_ 60 V'n
IV'.'H-I‘— 0o Val < a(s+1) max 16

i=0,1,...,8

goit |Vyp— 0, Vol M(ﬂ&)_
1
Légalité V, = 0 entraine done
-— pour tout p de {7, In majoration

08n47,0 Enpiv, ol

_ [Vayils < P75
— pour p =10, si 0 appartient & I, la majoration
a(s+1) (14 by)
¥
Pour p = 0, si 0 n’appartient pas & I, V., est bornée en valeur absolue

1) .
Pl < 2L,

En faisant le produit de ces indgalités on obtient les relations:

: a(s-+1)
Tl [] 1Py <=2

wel

]Vn-[-il Hlvn+llp*<

j?sI —

| Vn.+1‘ =

5 0 n’appartient pas & I,

a(s+1)(1+ by)q

g1 O appartient & I. .
Or, V,,, appartenant & lanneaun Z[I], l‘ﬁlégalité
' [Vl H Wapalp < 14
Nel =

implique ¥,,.; = 0. On obtient donc les conditions énoncées.

b) Pour teut entier s = 1, on peut trouver des eniiers rationnels non tous
WULS g, ..., oy f6ls gque Vi, =0, si Pon suppose rvéalisée la condition:
(2) azgn'—1 s 0 wapporticnt pas & I,
Te8P. .
(2 a2 2¢0m'* —1  si 0 appartient & I,
en tenant compte de lo relation (1), (vesp. (17).

Acta Arithmetica XVI.3 ) .
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Congidérons foutes les expressions
Vi == Agltig| A7 [g| oAy ]
ol les A; prenment, pour tout ¢ = 0, ..., s, toutes les valeurs entitres
vérifiant 0 < A; <a. I v a (a+1)5t" telles expressions dont la valeur
ordinaire est bornée par

a(s-+1) §1 ¢ n'appartient pas & I,

a(s--1) (Aoﬁ‘ﬁ—i— i) gi 0 appartient & I.
¥

Toutes les expressions V plennent leur va1611r dans 'annean Z{I7, et
Pégalité, pour tout p de I~

il = p'p "

entraine que le dénominatewr de u, est mg" done celui de V, ost mg

. W
si 0 n’appartient pas & I, et que le dénominateur de w, est - g", done
(]

celni de V, ot ¢, &1 0 appartient & I. Le nombre de valewrs que peut

2
prendre V, est borné supérieurement par

a(s-+1)mg®

— 8i 0 n'appartient pas 4 I,

a(s-+1) (ADB‘H» )Tq, 81 ¢ appartient » I.

On peut done conclure & lexistence d’un
rationnely non tous nuls, tel que V, =0,

dang le cas ot 0 n’appartient pag & I, si Pinégalité
(s-+1)amg’ | ,_
[4) _ .
~ est vérifide, ce qui est vrai & fortiori i lon a _
| a+13 gm¥ (2).
&ans le cas oﬁ 0 apparbient & I, si l’inégaﬁté-

systéme (ay, ..., @) d’entiers

(ﬂ—{—l)s-‘—l ~

(a+1P+ > (s+1)a (03+ .__)
i why

ent vérifide, ce qui est vrai a forfiori si len 2

a+1 = 2¢6,m™ . @21,

entraine
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c) Llinégalité, o
(A) U = q*e(1+Togm),

st 0 w'appartient pas a I,
resp.
(A) ¥ = 200% 0, (6,+1) (1+TLogm)  si O appartienta I,

&
blant réalisée, on peut trouver des entiers rationnels s et a tels que les con-

ditions (1) et (2), (vexp. (1) et (27) soient simultanément réalisées. Fn pre-
nomi powr 8 Uentier rationnel défz’ni por s—1 = Logm < s, on a Pindgalite

(s4+1)m'* < e(l4- Logm)

En effet la droite d’équation ¥, == ? +Log(1+s) et la courbe d*équa-

tion y, = 1-+Log(14%)} ont un point d’intersection d’abscisse s. Le
point d’abscigse ¢—1 de la droite est an dessous du point de méme ab-
scisse de la courbe; done, en raison de la coneavité de la courbe, la droite
se trouve en dessous de la courbe pour les points dont Pabscisse appar-

_ tlent & lintervalle [s—1,s[,en particulier si z == Logm. On définit

Ventier o par les inégalités

a<gm<atl si 0 nappartient pas a I,

a < 2¢0,m"* < a1 s 0 apparbient & T.
Si 0 n’appartient pas a I, Pindgalité -

Uz q?e(l1+Logm)
entraine done
U >g?(s+1)m™ >a(s+1)q.
8i 0 appartient b I, Dinégalité

> 2eq*6,(,+1) (1+Logm)

w214 6)glmM (s 1) > a(s 1) q(1+6,).

La définition de o permet de réaliser V, = 0, celle de s, jointe & Uinégalité
(A) {resp. (A')) permet d’en déduire 7, = 0 pour tout x.

P{X)
T em)
(les polyndmes P et € sont supposés premiers entre eux) et les égalités
réalisées pour tout p de I

D0, 05" =
=10

el
Lo série Y w, X" rveprésente done une fraction rationnelle
{

ZunX +25n13

1— aﬁx
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ol A, est différent de 0, impliquent que 10 est zéro du polyndéme @.
Dautre part, les inégalités unl, <1 si p n'appartient pas b I, [a; 0 < 1
si p appartient & 7, entrainent que, pour tout p de P, le polyndéme ) n’a
pas de zéros intérieurs aun disque unité (sauf 1/6, si p appartient &4 I)
daps la cléture algébrique de Q. L'élément ¢ de ¥y, zéro du polyndéme
Q(1/X) appartient donc & Pensemble 87. L'dgalité, réalisée pouc.tout p
de I,

P(1/0,)
2 Q170

enfraine gque 1 egt un élément de I'anneaun Qr[f].

Ty = —

3.3. Condition nécessaire.

Principes de Ia méthode. Soit  un élément de Sy; on cherche
un élément 2 de l'annean Q;{6] tel que, pour tout entier » = 0, la con-
dition (A) i 0 nappartient pag & I, (resp. (A') i 0 appartient & I), soit
vérifice. La démonstration repose sur l'existence, dang tout anneau

0;[0], d’éléments ayant le degré de Panneau et appartenant & Dinter-

section des ensembles 87, pour tous les p" d'un sous ensemble fini J+
de P.

Soit & le degré de 6 et 4 le polyndme & coetficients entiers, primitif,
de degré s dont € est racine et dont on note: pour tout p de I

By 68 (i=2,...,8) les zéros dans la cloture algébrique de Qy,
et si 0 n'appartient pas & I,
00 (i=1,...,8) les zéros dans C.

‘On cherche un élément A, racine d’un polytnome L, de degré s, dont
on note: pour tout p de [

gy A (=28 les zéros dams la cloture aigébriqlle de Oy,
et si 0 n’app;ir_tient pas a I

A (i=1,...,8 les zéros dans C.

Pour tout P de I, l'expression 4,60 21”’ 8) reprégente un élément
A .

de Yannean Z[I] qui est indépendant de p dans I et égal, dans le cas
N § . .-
ol 0 n'appartient pas & I, & A5 g,

i=1
Le probleme est done de déterminer A de telle sorte que soient réali-
sées sinrultanément et pour tout entier n > 0, Végalité wu, — E(A0") eb
1a eonchtmn (A) (resp. (A')).
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Démonstration. Soit I (h =1, ..., m) la partition de I associde
a 0, et soit &, lo degré du corps @y, Eﬂrh

Soit wy un ¢lément de degré s, du corps Qy, [61,] appartenant & S5, .
Les éléments ,w,t, ol » est un entier positif, sont des éléments de degré s;,
de lengemble 8} T,; ot leurs polynémes minimaux sont premiers entre eux
denx & deux. (I, Bertrandias [2], ch. I1.)

On peut done choisir, pour A =1,...,m, un systéme Vig ey Vs
dentiers positifs tels que les polyndmes minimaux relatifs aux éléments
wk soient premiers entre eux denx b deux.

Boit w Pélémdant de Vi ayant pour tout % == 1,..., m mémes com-
posantes que wt povr p appartenant & Ip; g est un élément de degré s,
appartenant & Uensemble 8} et racine d’un polynome S, primitif, dont
on note: pour tout p de I -

By C(=2,...,8) les zéros dans la cloture algébrique de Qy,
eb si 0 n’appartient pas a I _
aY i=1,...,8) les zéros dans C.
- Qes éléments vérifient done les inégalités: pour tout p de I~
<1, i=2,...,8,
et, i 0 n’appartient pas & I
<1, =1,
si 0 appartient & I

I,ug:)[<l, £=2,...,8.
Boit :
o [4=1,...,8, 81 0 appartient pas & I,
M = max |ud’| 1 D o
T=2,...,8 80 appaxtient & I;

les indgalités précédentes entrainent:

‘ 2 gL

et i 0 n’appartient pas & 1,

<1, pour ftout p de I,

I

&
, T Mga‘,) Ogi)'n < S‘Jlf{,

i1

gi 0 appartient & I,

8
| 3 uff o) < (s—1)0
E=2 .
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En prenant 4 de la forme 4’5 ol » est un. entier positif, les inégalitey -
relatives & Ia composante réelle s’écrivent:

l Zs‘ lg;) é‘(;;)n

=1

< sM’, i 0 n’appartient pas & I,

| Yo < (s—1)2r, s 0 appartient i L.

On peut done déterminer », tel que, pour » >y, on ait
sM’ < -} si 0 n'appartient pas & 1,
(s—1)M" <} s O appartient & I,

ce qui entraine, pour tout entier » 2 0, compte tenu des inégalités, rdalisés

pour tout p de I,
. §
'Z lg:] Bg)ﬂ.
i=2
la relation u, = E(A0™).

En posant alors my, = [] |ul, eb-m = [] |4, on a Dégalité Logm.
’ nel pel . :
= yLogm,. Or le réel M étant strictement inférieur & 1, on peut donec

déterminer », de telle sorte gue pour » = v, on. ait, pour tout entier n > n,:
&= -
= g2e(1-+-vLogm)
’ 1
=
2e¢% 6, (6, +1) {14+ »Logm)

En prenant alors vz Max (v, v,), les deux conditions cherchées sont
réalisgdes simmltanément, ' '

p*<"1’

¥

si 0 nlappartient pas » I,

M (s—1) si 0 appartient & .

4. Autres caractérisations de Iensemble §;

La caraetérisation que nous avons donnée traduit, pour les éléments 0
de 87, une propriété de la composante réelle dans la décompogition d’Artin

~ de A6% 4 étant un élément convenablement choisi de Pannean. Vy. Aueune

composante ne jouant un réle particulier pour les dléments de Vensemble
8z, comme cela est le cas dang les engembles 8%, on peut envisager wne
caractérisation portant sur une composante p-adique on gur un produit
de ecomposantes. '

5i 0 n’appartient pas & I, on peut, dans Pénoncé du théoréme, rem-
placer, la condition
1

(A) . B0 € o
: g%e{l+Logm)
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par une des troiz conditions suivantes (B), (C), ou (D). Les con-
ditions (B) et (U) sont relatives & un sous ensemble fini, non vide, J de ’en-
semble I (pouvant &tre I tout entier) et s’expriment ainsi pour tout
entier % = 0:

. 1
B [ 108", < —— - ——
) L0 S i oy
1
C EM””_M“ & .
©) GO0 S g g

La condition (D) fait intervenir un élément p’ de P qui n’appartient
pag & I; elle s'exprime aingi, pour tout entier » = 0:
1

D) lew (A0 € =m0

mo_ R 7
q*e(1+Logm) g (A07) = — B{A6").

Si 0 appartient & I, on peut, dans I'énoncé du théordme, remplacer la
condition
1

Zeg® 0y (6, +1) (1 +-Logm)

par une des deunx conditions guivantes (B') ou (D'). La condi-
tion (B') est relative & un sous ensemble fini, non vide J, de Ven-
gemble I (pouvant &tre I tout entier) et S'exprime ainsi, pour tout
entier » = 0:

(A" |ee(A6™)] <<

r " l )
(B) g (A8l < e e

et 1a condition (D') fait intervenir, comme la condition (D), un &ément p’
de P qui n’appartient pas & I; elle sexprime pour toub entler nz= 0:

1
’ (A0 U ey (A7) = — B (A0™).
(D) e (A0")]y < bes T T Togmy 0 @ (") = —E(26")

Pour montrer que ces derniers conditions sont caractéristiques on: utilise
leg mémes méthodes que dans le paragraphe 3.

La démonstration de la partie condition sutffisante, en particulier,
suit les mémes étapes que Ia démonstration précédente; domnons-en les
grandes lignes, pour le cas ol 0 appartient & I et ol l'om suppose, par
exemple, satisfaite la eondition (B'). ‘

Or utilise les mémes notations que précédemment et l'on suppose,

. pour tout n entier =0, que le produit [] [s,(16")], est borné par 1fw.
pet - -

On montre alors successivement les points suivants:
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' o a(s1) (140
a) Lrégalité V, = 0, jointe & Pinédgalité o > ( ); 0)4q en-

traine, pour tout entier n =0, V, = 0.
Bn effet, si 0 n’appartient pas & J: Végalité V,, = 0 entraine

les indgalites:

g ‘ | a1+ 6)
pﬂ_ |Vw,+}[p = Tw-" et |Vn+]| = \ 2
et par conséguent

Vsl [ 1Vl <

pel—

afs 1)+ Gy
2

8i 0 appartient & J: on suppose pour tout entier n =0, le produit

: L .1
” lep{A6™)], Dorné par —— et |&(46")| par = de telle sorte que
- 0
l’égahté Wy wy = w soit vérifide.
Légalité V, =0 entraine done les inégalités

H | Viilp < = ‘E'tr Vol < _“_E‘iﬂﬂ:f_@_

prel wr . . w ¢

el donc
' a(s+1) (14 ?EZ

w

Vsl H Vasily <

b) 8i @ véritie Vindgalité a 2> 2m'*(6,--1)g, on peut réaliser Légalité
V, = 0, avee des coefficients a; qui vérifient la;| < e pour ¢ =1,...,8.

Dang les deux cas envigagés on peut éerire l’inéga'lité fondsumenta,le
sous la forme:

(@1 > a(s41) (A 61+ ) md’,
inégalité réalisée o fortiori si
a+1 > 2mHg(8,4-1).

¢) En prenant s défini par s—1<gLogm<s¢ et o défini par
a<2qm“s(60—,—1)<a+1 1’1négahté w > 2e(L4+Togm) {14 6,)2¢® entraine

@ > 2m (14 0) g% > a(s-+1) (14 6,) g,

ce qm permet de réaliser, pour tout entier » = 0, Pégalitéd Vp = 0
La démonstration de la réciprogue est bmsée sur la congtruction

d’un élément p de l'annean Q;[6], & partir d’éléments u; des corps Qr, [0,

appartenant & la réunion des ensembles 8%, (pour tous des p’ d’un sous
enfemble non vide K de J dans le cas de la condition (B) ou (B’), pour
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tous les p' d’un sous ensemble K* de J* dans le cas de la condition (C),
et pour l'élément p’, dans le cas de la condition (D) ou (D).

- L’élément 4 étant défini & partir des éléments u3* eomme précédem-
ment, on peut trouver un entier » > 0 tel que pour élément i = u" la
condition envisagée soit réalisée.

5. Remarques

5.1. L’énoncé du théoréme indique que la condition {A) on {(A’) est
réalisée pour tont endier n = 0. On peut énoncer le théordme en supposant
réalisée pour tout entier # > n, la condition (A, ) resp. (A;Lo) aingi définie

1
A, AV e
(Aap) LB 2¢(1 -+ n,Logg-+Logm) ’ .
: " 1
(&) 29 (46")] <

2eq? 0,(B,-+1)} (1 +n,Log g+ Logm)

La méme trangformation pent se faire pour les antres condifions.

5.2. Dans le cas ol ensemble I ge rédunit & un seul élément, sl ceb
élément est 0 la condition (A') est celle énoncée par C. Pisot [2]; si cet
dlément est différent de 0, la condition {A) représente une caractérisation
des éléments de l'ensemble S, de Chabauty [1] E(2, 6;) étant pour 1'élé-
ment #, de §, la partie principale du développement de Hensel de 1'é1é-
ment A, 0; du corps Q,. .

CHAPITRE IT

SOUS-ENSEMBLES REMARQUABLES DE L°ENSEMBLE §;

L'ensemble S; posséde des sous-ensembles remarquables, les ensem-
bles 8%, qui ont té étudiés par F. Bertrandias. Le but de ce chapitre est
de déterminer d’aultres sous-ensembles de S; et d’arriver aingi &4 une
partition de cet ensemble, Cette partition est basée sur Pétude de la répar-
tition dans le plan complexe des zéros des polyndmes associés-aux éléments
0 de S;. (Nong utiliserons toutey les notations introduites dans le chapitre
précédent, en particulier dans le pa,mgmphe relatif aux éléments algé-
hriques.)

1. Ensembles 50 et ;. Définitions

1.1. Répartition dans C des zéros des polyndmes associés aux éléments
de Pensemble §;. Soient # un élément de Sy et 4 le polyndéme associé,
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dest-i-dire le polyndme & coefficients entiers rationnels lié am polyndma
minimal de 8 par la relation A (X) = Pmz(8, X)g ou ¢ mﬂg i0],. On

note T, (pour k appartenant & &) la partition correspondante de I.
Dans Danncan Z[X 1 des polynémes & coefficients endiers rationnelg,
le polynome A de décompose en un produit

AX) = [ [ 4n(2),
fred
ot les polyndmes irréductibles 4, sont liés aux polyndmes minimaux
Py, par les relations A, (X) = Py, (0, X), ol gn = IT101,.

el
Ties zéros du polyndéme 4 dans € appartiennent tous auhdisque el < 1
(sauf 0, si O appartient & I). -
Si tous les polyndmes A4, ont tous leurs zéros (sanf dventuellemernt
8,), intérienrs au disque |z] < 1, Pélément ¢ appartient & §%. Dans le cas

confraire, nous noterons By ceux des polyndmes A4; qui ont aun moing
1 zéro sur Ie cercle unité, réservant la dénomination 4; & ceux des po-

lyndmes intervenant dans la décomposition dn polyndéme A et dont tous
les zéros dans € gont intérienrs an cercle unité (sauf éventuellement dy).

Un polynéme By ayant dang € un zéro sur le cercle unité en a un
second imaginaire conjugué du précédent; en effet le polynéme By ébant
irréductible n'a pas +1 comme zéro. Un tel polyndme By est done réci-
proque, de degré pair, et touns ses zéros dans C appartiennent au cercle
unité (sauf 6, et 1/8, si 0 appartient & Ty, dans ce cas le polyndéme By
est an moins de degré 4). Nous appellerons X 'ensemble des éléments
de 8; pour lesquels la décomposition du polyndme A fait intervenir 4 la
fois des polyndmes 4, et By, et Tr Vensemble des éléments de §r pour
lesquels 1a déeomposition de A ne fait intervenir que des polyndmes Bj.

1.2. Ensemble X}. Définition. Scit 6 un élément de Sz, I (b appar-
tenant & &) la partition correspondante de I. '

Nous sapposerons qu'il existe une partition de & en deux evsembles
8, et &, tels que:

pour b appartenant & &,, 87, est zéro d'un polynéme Aj,

pour h appartenant & J,, 0r, est zéro d'un polyndéme B. -

En notant A’ le produit des polyndmes 4, pour » appartenant & d,, eb
B Ie produit des polyndmes By -pour k appartenant & §,, on volt que 0 est
racine d'un polynéme A, produit dans Panneau Z[X] de deux polyndmes
- A’ et B', ol le polyndme A’ a dans € tous ses zéros intérieurs auw ecercle

unité (sauf l'un d’eux 6, si O appartient & I,) et ol B’ est un polyndme.

réciproque dont fous les zéros appartiennent au cercle unité (sauf deux
d’entre eux, 0, et 1/6, dans le cas ol O appartient & I,, B’ étant au moins
de degré 4). '

icm
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Réciproquement, si § est un élément de 87, racine d'un polynéme A
produit de deux tels polynémes 4’ et B’, on montre facilement que 6
appartient & X%; d’ott la définition:

DEFINITION DE Xj. X} est Vensemble des élémenis o de Vg, vérifiant,
pour tout p de I, [ol, > 1 ef pour lesquels 4l exisie un polynéme 4 & coeffi-
cients entiers rationnels, ayant les provriétés suivanis:

1° ¢ est racine de A;

2° pour tout p de P les racines de A, dans lo cléture algébrique de Q,,
apportiennent aw disque 2|, <1, sauf 0,, si p apportieat & I;
3° le polynéme A est, dans Panneew Z[X] le produit de dewx poly-
ndmes: .
A{X) = A" (X)YB'(X)

oti, dans C, les zéros du polyniéme A', (souf éventuellement o) sont tous
intérieurs aw ocevcle wunité, et ceur du polyndéme réciprogue et de degrd
pair B' appartiennent tous (seuf éventuellement o, et L)o,, dans ce cas B’
est au moins de degré 4) au cercle unitd. :

1.3. Ensemble 7. Délinition. Soit 8 un élément de Sz, I la partition
correspondante de I. On suppose que, pour tout % appartenant & 8, &y,
est zéro d’'un polyndme B,. L'élément & est donc zéro d'un polyndéme B,
réciproque, de degré pair:

B(X) = gX 4+ X7 b+ 1 X 4y,
ot ¢ = [] |8, et, pour tout p de I, |¢1], = 1 et dont tous les zéros dans C

pel™
appartiennent au cercle unité (sauf 6, et 1/6, si 0 appartient & I, dans

ce cas le polynéme irréductible By, dont 0, est racine, est au moins de
degré 4). Réciproquement on montre facilement gu'un élément 6 de Vi,
racine d'un tel polynéme, appartient & T;. : '

DEFINTTION DE Tr. Ty est Vensemble des éléments ¢ de Vi, véri-
fiant, pour tout p de I, tl, >1, et pour lesquels il existe un polynéme B
& coefficients entiers rationnels ayant les propridiés suivanies:

1° v est ravine de B;

2° B est un polynime réciproque, dont Vempression a lo forme
susvanie:

B(X) =X+ X" .+ X+,

ot g = [ l|7lp e, pour tout p de I, |l =1, et doni tous les 2zéros
’ pel™

dans C appartiennent au cercle unité (souf 7, et 17, 8¢ 0 appartient & I
on suppose dens ce cas que lo polyndme By, irréductible dont T, est racine

est o moins de degré 4).
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1.4. Remarques.
a) Structure de ensemble I7. Soit o un élérment de Pengemble
59, en conservant les notatiops du paragraphe 1.2, et en appelant I,
{resp. I,) le sous-ensemble de I consbitné par la 1éumon des ensembles Ty
pour h appartenant 4 &, (resp. d,), on remarque que Vélément o, de
Panneau Vi, appartient a 83 T tandis que I’élément o7, de Panneau VI

appartient a Ty,

Réelploquement un élément de l'ensemble produit S%, KTy, est -

¢lément de X7.
I’ensemble X3 apparait done comme constitué par la réunion des
ensembles produits 8% x Tx, pour tous les couples J et K de sous-ensembles

non vides de I, dont Vintersection est vide et dont la réunion. est I'ensemble

I tout entier.

b} Bléments des ensembles §%. La partition que nous avons
constituée de lensemble §;, en trois sous-ensembles 87, X7, et T7, est
basée sur le fait quiun polyndme, ireéductible dans Panneaun @ [X], ayant
dans € un zévo différent de +1 sur le cercle unité, est nécessairement
réciproque; elle met en évidence le rdle particulier joué par la valuation
archimédienne parmi les autres valuations, et par lensemble §} parmi
les ensembles 87,

Soit § un élément d’un ensemble S ol p’ est différent de 0; exa-
minons les trois cas possibles:

1. § appartient & 8%; dans ce cas § appartient & la réunion des
ensembles ST pour p appartenant & la réunion de p’ et de 0.

2. 8 appartient & Z7; le polyndéme A4 associé & 6 est produit de
deux pﬁl‘ync“)mes A’ et B, Dans la cléture algébrigue de Q,,, le polyndme
B’ n’a aucun zéro sur le cercle umité, ce gqui impose que p’ appar-
tienne a1, et que B’ soit du seeond degré, donc que 0 n appmtlen-
ne pas & I,.

3..68 appa,ltlent a4 Ty; le polynéme B dont 6 est racine n’a dans
la cliture algébrique de Q,, auncun zéro gur le cercle unité, ce qui impose
gue p' appartienne & I et que B soit du second degré, done que 0 n’ap-
partienne pas & I,

On peut exprimer encore ces résultats sous la forme suivante: soit 8
un élément de 87 (ol p’ + 0):

Si 0 n’appartient pas & I:

si p’ n’appartient pas & I, 9 appartient & la réunion des ensem-

bles 87 pour p appartenant & Ia réunion de p’ et de 0;

8i p” appartient & I, 0 appartient soit & 8%, soit & Z7, dams&

ce cas p’ appartient & I,, soit & Ty, ¢’est alors un élément do se-
eond degré de T;.

icm
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8i 0 appartient & I:

sip' n'appariient pas &7, 6 appartient 4 la réunion des ensem-
bles 8%, pour p appartenant & la réunion de p’ et de 03

$i ¢’ apparsient & I, 6 appartient soit & la réunion des ensembles
8%, pour p appartenent & la réunion de p’ ot de 0, soit & ZI, dans ce cas I,
confient néecessairement p’ mais ne contient pas 0

2. Caractérisation des sous-ensembles remarquables de §;

Nous utiliserons dang ce paragraphe leg notations introduites d'une
part dans le chapitre préeédent, notamment en ce gui concerne la déeom-
position 4’ Artin des éléments 19", d’autre part dans le paragraphe précédent,
en particulier pour les éléments des ensembles X7 et 1.

Le but de ce paragraphe est de caractériser les trois sous-ensembles
qui forment la partition de 'ensemble S;.

Dang certaing cas la caractérisation sera une caractérisation directe
d’un engsemble d'léments de lanneau V;, dang d'sutres, aun con-
traive, il #'agira de la caractérisation d’un sous-ensemble de Fen-
gemble S;.

Pour la condition suffisante, les deux types de démonstrations sont
trés différents; dans le premier cas, en effet, le point principal est de
montrer que 1’élément est algébrique, et la démonstration, comme dans
le chapitre I, fait appel & un eritére de rationnalité de certaines séries
entitres; dans le second cas on suppose an contraire que 'élément est
algébrique, et 1a démonstration, beauconp plus rapide, revient & montrer
que Pélément n’appartient pas aux autres sous-ensembles disjoints de
Pensemble 8.

Les denx théorémes relatifs & I'ensemble 8% et dus & T Bertrandlas
fournissent un exempls des deux types de démonsiration.

Pour l'ensemble Z¢ nous le caractériserons comme sous-engemble
de Sy, au contraire nous donnerons de l'ensemble T une caractérisation
directe. '

2.1. Caractérisations de Pensemhle 8}. (F. Bertrandias.)

THEOREME 1. Un élément 0 de Vi vérifiant, pour tout p de I, |6, > 1,
appartient & S) si of seulement il exisle un élément 1 tel gue,

N
(A) ZﬂE(M“)z = o(N), s O n'appartient pas & Iy
. =
N . ' _
(A) Znsﬂ(lﬁn)z =o(N), si O appariient & I.
Poma ]l
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3

TrAOREME 2. Un dlément algébrique 0 de Sp appartient & 8% o et
seulement 50l existe- un élément A inversible de Vi tel que,

() lim B(A6") =0, si 0 wappartient pas & I,
a0
(a) Lm £,(A0") =0, si 0 appartient & I.
N30

9.9, Caractérisation des sous-ensembles X7 de 8;. Soit o un dlément
de 5% et A le polynome associé, produit dans 'annean Z [ X7 dos polyndmer
A’ et B’ ol I'élément o7, racine de A’ appartient a 87, et Vélément oy,
racine de B’ appmment & Tr,. '

Soit A nm élément guelecongue de Ianneau QI[a], la décomposition
A*Artin de As™ dans Panneau Vr et celle de Az 011 dang Vannean Vi
g'derivent respectivement

Adt = B{As™)yer+ er{Ad™),

Az 67, = By, (y, U?l)ejl+a711 {Ar, o1,)-
On pose :
Py = EII (]I.Il 0’?1) eh

Nn,p ™= N1 p(lfl 0-?1) ;

les egahtés précédentes entrainent, pour tout p de I,, dans Q:
. ]-pdp == Yy &y R R 'Uu+77'n, o . 4
Or Pélément o7, appartient & 87, done si ¢ n’appartient pas & I, il existe
dans Panmean Qy [o7 ] un élément Ay tel que
(b} ' lim By (A7, 07) =0,
00 B

si 0 appartient & I, il existe dans ’annean Qi {or,] un élément 7; tel
que '

(b) Lm (4, 67)) = 0
Teirc0 )

Réciproquement, Pexistence, dans 'anneau Qr[o], d'un élément A,
dont la. composante i, est telle que la condition (b) (resp. (b)) est vérifide,
entraine que ’6lément o7, appartient & ensemble 8%,, done o appartient
3 lensemble 8% ou ZP.

Or i étant un élément de Panneau Q; [a], il guffit, pour que l’élément
n’appartienne pas & 87, que on n’ait pas,

lim #(Ad™) = si 0 n’appartient pas & I,
N—ro0

m g(Ac") =0, si 0 appartient & I,
T

d’ol Ie théordme.
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THEOREME. Lo condition nécessaire et suffisante powr guwun élément o
de Uensemdle Sr appartienne au sous-ensemble X0 est qu'tl existe un élément A
de Danneors Qrlo] e un sous-ensemble non vide I, de I tel gue, la compo-

sante Ay, de L dlant inversible, on ait dens la déeomposiiion dArtin de
Azt dcms Vanneaw Vi,

(b) lim #y (i, 0_[1) =0, "¢ 0 wapparfient pas & I,
N0
) nlilori No(dr 07,) =0, i 0 appartient & I,

en supposant que les conditions,

{(a) lim E(A0") =0, si 0 w'oppartient pas & I,
(a") lim & (20") = 0, si O appartient & I,
MN208 -

ne sont pas réalisées.
~ Remarques. a) Pour tout p de I les égalitds

Un~2np = VnT Y p

ge traduisent en une geule dans Panneau V7, en posant égal & {r, Pélément
de composants e, ,— 9y », pour tout p de I:

Un 81, = Unr + L1 (Uy) -

Or les ‘inégalitiés

‘.En,p_??n,p]p\g 1, pour tout p de I, et tout entier n =0,
et '
' —1 < eng—mp<1l, si 0 appartient & I,

cefte derniére inégalit¢ entrainant, la limite de #,,. ¢tant nulle, pour

% > mn, la relation

=% < e Mnp < 4y

(sauf dang le cas oh l'on aurait constamment e, , = — %) montrent que,

pouxr tout entier » si (0 n’appartient
gl 0 appartient & I, Pégalité

pas & I, et pour toub entier n >n,

%.'?,61'1 = 'Dnel'l"]" g.l'l(un)

représente la décomposition d’Artin de uner, dans l'anneau Vi, .

b) Nous avons caractérisé Pensemble Z? comme sous-ensemble de
T’engemble S7, done en supposq,nt a priori Pélément algébrique et en
utilisent les conditions faibles (b) on (b’).
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On peut envisager une ecaractérisation directe, ol Uon ne supposerait

pas & priori 1élément ¢ algébrique, eb ol Pon utiliserait des conditions
telles que :

(B,) S nBia0") = o(V),
Tesp. : |
(B1) Dl ue(ae") = o(M);

une telle condition indiquerait bien que O est algébrique, mads ne ren-
seignerait pas sur O, il serait dome nécessnire d’avoir une condition
traduisant Palgébricité de 16lément 6. Or, un tel probléme revenant
4 traduire 1a structure de ensemble E} qui est la réunion des ensembles
87X Tg, nous nous bornerons ici & la caractérisation signalde.

¢) Seule intervient dans Pénoneé du théoréme la composante Ay
de 1, on pourrait donc penser que la composante Ar, peut &tre choisie
quelconque, mais remarquons que hous avons utilisé explicitement le
fait que A appartient & l'annead @;[s] en affirmant que la condition
(non (a)) ou (non {a')) entraine que 6 n’appartient pas & 'ensemble 8%.

2.3, Caractérisation de Pensemble T;. L'analogie enfre l’enzemble 7
ot Iensemble T de Salem apparait déji dans leurs définitions respectives;
. nous allons la préciser par la démonstration d'vn théoréme qui généralise
poar Densemble 7 le théoréme suivant de Salem ({13], (14]):

 Boit v un réél supériewr & 1. La condition nbcessaire et suffisante
pour quwil appartienne & T est qu'il ewiste un réel A 5= 0 tel que la partie

réelle 9?[ en®"l, o &, T@préseﬂte le reste modulo 1 de At" sodt bamée supé-
?

rieurement & Vinférieur du oercle wunilé, sans  que o série Zaﬂ converge.

a) Enoncé du théoréme. Soit T un élemmt de l’wnmaﬂw V; péri-
fiant pour tout p de I izl, >1; la condition nécessoire e suffisante pour
que © appariienne & Pensemble TI est qu'il existe wn élément A imwversible
de Vi, et un nombre réel M flels que Ton ait pour |2 < 1:

(©) 2( f,‘ B(i")a") > M,
R (Zm: & (A7") m") < M,

en supposant en oulre que les condition suivantes 'égalité,

{a) lim B{iz") = 0,
(a")

st 0 wopportient pas & I,

(@) &l O apportient & I,

st O w'appariient pas & I,

lim g(4") =0, i 0 appariient & T,
N0 .
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et Dexistence dun sous-emsemble I, de I, non vide ef inclus strictement
dans T tel que Von ait

(b) i:rg By (A, 77) = 0,  si 0 nappartient pas & I,
b’} im ny(4,77,) =0, s 0 appartient & I,

ne sont pas réulisées.
Soit u, = H(4"); pour montrer que Ia condition est suffisante, le point

principal de la démonstration est de prouver que la gérie Yu, X" agsociée
0

& t reprégente une fraction rationnelle. Dans ee but nous allons établir
un critére de rationnalité des séries entitres & coefficients dans Vanneau
Z[I].

b) Critére de rationnalité pour les séries entidéres &
coefficients dans l'anneau Z[I] Soit Yu,X" une gérie entiére;
L]

on Iui associe les déterminants de Kronecker:

uﬁ “1 v dae %’L
a Uy Uy Unp1|,
12 H
Uy, 'uun_'_]_ vea Uopn

Ia condition nécessaire et suffisante pour que la série >'u, X" représente
0

une fraction rationnelle est que d, = 0 pour » assez grand.

Pour les séries entidres & coefficients entiers, d, étant entier, il suffit
de montrer quil est inférieur & 1 & partir d'un certain rang, ce que T'on~
établit en général en montrant ’égalité

lim d, = 0.

> 00

Pour les séries & coefficients dansg annean Z [I], dy appartenant
4 oet annesu, le but de la démonstration est d'obtenir Pinégalité

(o] [ ] 1daly <3

pel—

“qui entraine d, == 0.

Pour obtenir cette mégahté on peut envisager deux méthodes:

1° on réaliser TPégalitié
lim d, =0
) 'IJ.—)-DG'; .
en supposant que les rationnels |d,|, sont bornés (ou n'augmentent pas
trop vite),

Actia Arithmeticg XVI.3 _ . . . ’ 1
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2° gu réaliser pour un (on plusieurs) p de T 1égalité

lim dulp = 0,

en supposant que les autres |dalp SODT bomus et que d, n &ugmente Pas
trop vite. (Cette méthode est utilisde en particulier par B. Dwork dang

le théoréme relatif aux séries entitres & coefficients dans Z[p] et dont
Pextension aux séries & coefficients dang l'annesn Z{I] est immédiate.)

La premiére méthode permet d’étendre anx séries & coefficients dans
Tanneau Z[I] les théorémes relatifs aux séries & coefficients entiers, en
ajoutant, pour tous les p de I, une condition relative & la valuation

p-adique des coefficients. Le critére suivant est un exemple; c'est une

. généralisation du théoréme de Cantor qui moutre que, pour uune série
4 coefficients entiers, le fait que la fonction correspondante soit & carac-
téristique bornée dans le cercle unité, c’est-i-dirve, goit-le quotient de
deux fonctions holomorphes et bornées dans ce cercle, est une condition
suffisante pour que la série représente une fraction rationnelle,

(RITRRE DE CANTOR POUR LEX RERIEY ENTIRRES A COWRFPICTENTS
=]

DANS L’ANNEAU Z[I1. Soit Yu, X" ume série enticre & coefficients dans
1]

Vanneaw Z[I], satisfaisant ouw conditions suivantes:

(i) dans C la somme de la série Suna est prolongesble en une fone-
0

tion f(x) & ecaractéristique bornée dans le cercle unité;

(ii) pour fout p de I, il ewiste un polynémé B, & coefficients dans une
eatension K de Q, tels que les coefficients o) de la série produit de Bp par

la série (Zu,,,X") vérifient pour lowt entier m = 0
W], < o™,

[+ ]
la série Yu, X" veprésente une fraction rationnelle.
: < . .

Démonstration. La fonetion f{x) étant b caractérigtique bornde
dang le cercle unité de C, ceci est équivalent, comme Va montré Cantor,
& la proposition suivante: étant donné ¢ >0, on peut trouver une con-
gtante C(e) et un rang N tel que pour #» >N on aib

_ dnl < Ole) "
Dantre part, pour tout p de I, si le polynéﬁle B, g'éerit
| By(X) = 140X + ... 4 pPX,
(% étant fonction de p); la condition (i) s'exprime par les égalités

o) =t B gt P,
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ott |1, < p™?; en posant de méme

wi) = o+ B L 4 BP0,
on a, pour tout entier # =0
wi? | < p™.

En mettant alorg |d,|, sous la forme

Uy ee- Uiop Vi s U ‘
Wy e Uopen © Vopy Vngok-1,
V. eo- Vap War W0k
......... 5
Vn v Unppo1r Wpy Wan, |

(indice p a été supprimé dans les o§) et wf’ pour sirﬁpliﬁer Véeriture),
et en notant

» Ty
p? = . max (|ly p 2,0 ?),
. >

1=9,1,...,2k-2

on a la majoration, pour tout p de I,
Idn!p < Prp(:b+l)-

8i Pon pose I = H p'p, 1’111éga,11té H (lp <

L "+ egt vérifide. Les hypo-

théges entra,ment donc, pour % >N Uinégalité

1dal IY [dulp = C(e) g

DPel™

= K{e) (el)™

A partic d’un certain rang l'inégalité

ol [ ] 1daly < 1

Bel ™
est wvérifide, ce gni entraine
: Cody, =10,

de la condition suffizante. Soit 7 un
qui satisfait & la condition (C) (resp. (C)) ot
“pnom (a’)”), “non (b)? {resp. “nmon (b)").

[+=]
Nous allons montrer que la série enticre ZuﬂX“ asgocide & v patisfait

¢) Démonstration
élément de l'anneaun Vi
“non (a)” (resp.

anx conditions (i) et (ii) du critére précédent _

Dang € Vinégalité [u,| <t 81 0 n mppaatlent pas & I (resp. 1'égalité
AaTh = Uy ey 0 Vet la | <3810 appartient & [) entraine que 1 fonction
aggocide A zéro, (resp. un) péle mtérlem an cercle unité.
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D’autre part, si ¢ appartient 4 I, pour @ appartenant & la couronne
{1,+1)/27, < |2] < 1, Vinégalité

11—z > Firo—1l
est vérifide, ce qui entraine la majoration

2 EM

|Zunm-{ZaMm ’ 1'

et, en tenant compte de I'hypothese (¢, l’mégahté

# (5‘ unw”) =M
0

Dans les deux cas, la fonction associée ayant un nombre fini de poles
3 Vintérieur du cercle unité et ayant une partie réelle bornée inférieure-
ment au voisinage du cercle wnibé est i earactéristique bornée.

Pour tout p de I, Pégalité

Aptp = YUpTEny
enfraine la relation
o

(1— r,,m)_(z unw") =

]

o
Z (n—1,0Tp— &n,p) 2"
0 .

t,

|&n—1,p Tp E'n,.p p < [Tplp = PP

La série  Sw, X", satisfaisant & toutes les conditions du eritére, représente:

f=0
" une fraction rationnelle. I’élément 7 appartient donc & Vensemble S; et
Pélément 4 & Iannean Qr[61; :

si 7 appartenait & 8%, la condition (a) (resp. (a')) serait vérifide;

si v appartenait & X! la condition (b) (resp. (b)) serait vérifide; z
appartient donc & lensemble - T'7. :

d) Démonstration de la condition nécessalre Soit 7 un
élément de Vensemble Ty et B le polynfme associé de degré 2s. On. uote,
pour tout p de I,

1 : )
Tyy — 6F aa(;): (ag))hl

t=2,...,8
Tp ? LR}

les zéros du polynéme B dans Ia ¢léture algébrique de @,, etizi 0 n’appar-
tient pas & I, :
. ag)r (a(oi))_ly t=1,...,8,

les zéros du poljrné'me B -dans C,
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On pose, pour tout p de I,

1
Ip == Tp +;“ et
»

b aﬁ’-i—(a&f’)”l
et s ¢ n'appartient pas & I,

o = o 4 (afN), i=1,...,8,
En notant o 'élément de I'anneau V; de composantes o, on peut traduire
ces derniéres égalités par la relation

1
o =1+ —.
T

Noug étudierons séparément le cas olt 0 n’appartient pas & I et lo cas
ot 0 appartient & I.

8i 0 n’appartient pas & I. Les déterminants

L oof? ... P!
Ay = 1 ng) 9%2)8“1
1 Qgs) gs)swl
et, pour tout p appartenant & I,
1 0y oyt
i2) (2)-1
'-/-]p — 1 Op
1o oyt

étant tous différents de 0; on peut trouver des entiers rationnels 4, ...
non tous nulg, tels que

LA o -4, o A, < O
A o A oA < O

Ay off 5 A g H A < O,
et, pour tout p appartenant & I,
Aoy Ao A, Ip<1“°
4, o Ay o rdply < 27

......................

[V Ry 2 ‘+Aae“"*‘ ot Ay <p™
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(0 étant un réel compris entre 0 et 1 et rp, un entier rationnel positif)

& condition que
([]pﬁﬂ([]p-“’Ut>|Aﬂ(I]¢ApuL

Pel Pl

inégalité établie par F. Bertrandias ([2], ch. ILI).
Télément 8 de VPannean 'V défini par Tégalité,

= 158_1+A 0'_2+ A4

est un Glément appartenant & Pintérsection des ensembles 87 pour p’

appartenant & IT. On note
ﬁ(’i‘.) . .A. Q(Z]S l-i’"‘.A. Q(‘b 3—2+ "[‘Ag,

les awutres raemes dans ¥r du polynéme A associé & 0.
Soient B, ..., f", les zéros du polynbme 4 dans €, ils sont tous
réels et vérifient :

i=2,3,...,8,

B <1, ©=2,3,...,5

Done  étant wn entier rationnel positif que nous déterminerons wulté-
rieurement, 1’élément i = ¢** de Panneau V; appartient & Vintersection
des engembles 87 (pour p’ appartenant & I1); il est racine dun polynéme
A™ dont les antres racines dans V7 sont notées

$lO = (g i=2,3,.

Les zéros du polynéme A™ dans €, yn .
vérifient

o, ¥4, sont réels, positifs, et

0 <y <1, 7;:1,2,...,3

Or Pexpression

h%+r]+2¢WW“ (o))"

=1

est un élément indépendant de p dans I de Panneau Z[1 ] Nous poserons
égal & v, cet élément, ot & @, I'61ément de ¥y de eemposajntes Pnps POUT
tout » de I,

: 8
Pnp = Ay TEH'{” 2'}"(;)[&%)%“5“ (aﬁ))‘"‘].

Lmed

En prenant pour m, le plus petit entier tel que, pour tout p de I, Piné-
galité

P RS
goit vérifide, l'indgalité %'>no entraine, pour tout p de I,

[@nplp <1
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D'autre part, légalité

8

v = D P e+ (o))

Tl

a
I'vﬂ[ = 2 Z‘Jf(ui)-

R |

entraine la majoration

En choisigsant alors Pentier rationnel h tel que Pinégalité -
8
2o <
=1
goit vérifiée, on a, pour tout entier n, . °
2] < %.

Pour tout entier supérieur & i, v, représente ls partie principale u, de
A7 dans 'V et @, en est la partie non principale e,.

Or dans C la série entidre ' v,4" représente i Vintériewr du cercle
1} .
unité le développement de la fonetion

ZS; 0] + -+ L .
L [T R EDN O C

Fal

et d’aprés les proprlé‘bés de la transformation conforme, les égalités
|af?| = 1,

entrainent pour o) <1 :
| R L ] >3
14 ez b

o E)
3 So]> 3
0 1=1

Cette derniére indgalité, compte tenu de la relation

2;%”. 2 Upa+ 2 0, 2"

entraine pour @i < 1 la majoration

% [S‘ u%m""] =M
0

i=1,2,...,8,

et done

qui représente la condition (C).
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Si 0 appartient & I. Les déterminants’

1o

1 oy 5t
e
1 of ob !

étant différents de 0, on peut trouver d’aprés le théoréme de F. Bertran-
dias des entiers rationnels non tous nuls Ay ..., A tels que_

. '-ch‘; 20'0 + +A]<0
|A1932>*-‘+Aae$3’3 A < o

.....................

1108 A o 4 4, < o,

et, pour tout p appartenant & I,

. ‘}"'“A—sl;o < P%J

A o5 A 05+
14, P14, 9‘2’3‘2+---+A o< 27
0 APy < 97

{C étant un réel >1, ¢ un réel < 1,7, un entler rationnel pogitif), & con-

dition que _
o ([ #7)([] P“*“”) > 4( [ ] 14515}
e A Bl

Lélément 6 de Vanneau Vr défini par Pégalité
6= "1+.5L20-”‘2+...~|~A

est un élément appartenant Iintersection des ensembles 8%, pour p’

appartenant & I, Te poiynome 4 asgocié & 0 a pour autres racines dans
annean ¥y

ﬁ_(‘i) =4, Q(i)s‘l—l—Ag Q(i.)s—ﬂ__[__”._'_As.
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Dans C, les zéros du polyndme A, 6, et 3, i = 2, 3,..., 8 sont tous
réels. Soit & un entier rationnel positif, le polynéme A®, asgocid & I'élément
i = 06® de Panneau Vy, a comme autres racines dans Vi

m)r_ﬁ(i)zfa’ ?::2,3,...,8

H
ot ses zéros réels A, et y§) vérifient

Ay > 1,
Or Vexpression

0< <1, 1=2,3,..,¢

&
Ao [Tyt 75 "1+ ) 7 a4 ()"
1=%

est un élément indépendant de p dans I, de Panmean Z[f], que nous
poserons égal & v,. On pose, comme précédenment, éga.l & ¢, Pélément
de composantes g,, pour tout p de I,

Py = A '5';0 —]— V’ (i‘) [a(!')nnl— (a(q.))_ﬂ,]

Soit n, le plus petit entier tel que, pour tont p de I, I'inégalité
Mt
soit véritide; Pinégalité n > m, entraine, pour tout p de I,

i‘Pn,'plp <1.
On choisit alors L'entier rationnel % de telle sorte que l'inégalité

2819’8”< ¥

soit vérifiée; dans ces conditions, n; étant le plus petit entier tel que
ATy " < t

Pinégalité n > n, entraine |l <i

Soit N = max(ng, #,); pour # > N le rationnel ¢, est égal 4 la partie
principale u, de i7". Lo démonstration se termine comme celle de
R. Salem et l'on trouve, aprés caleuls,

= 3N 2T
el <2

_ 4 n—1"
inégalité qui représente la condition (C').

2.4. Remarques. L'hypothése restrictive “la série 2 &y, D& CONVErge
T

pas”, qui exprime dang le théoréme de Salem que Pélément ¢ n’appar-
tient pas & Pensemble 8, est remplacée icl par un engemble de condifions
qui traduisent gue 'élément = n’appartient ni & 1’ensemble 8%, ni & Pen-
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semble Z7. Il apparait done elairement que In condition (O) (resp. (')

gans les hypothéses restrictives non (a) (resp. non (")), et non (b} (resp.
non (b')) caractérise lensemble Sy fout entier,

3, Flémenis hmites de suites de Pensemble 7. Théoréme de Salem

Nous abordons ici mn probléme relatif aux ensembles dérivés des

ensembles introduits, Le thécréme gue nous allons démontrer généralise
le théoréme de Salem rappelé dans lintroduction:

“TPout nombre de S esh limite de nombres de 77,

et précise 'analogie entre les enzembles 77 et T.

Togorkam. Tout Gément de Tensemble 8% est limite d'6léments de.

Vensemble Ty.

Démonstration. Soit § un élément de S, racine d'un polyndme P
4 coefficients entiers rationnels,

P(X) = qu+g1Xs—1_]_ -+ sy
ol g = 5‘ IOIIJ = 2 2, et powr tout p de I”, |g1lp = 1, et dount les zéros
dans € (sauf N 31 0 apparment & I) sont tous intérienrs au cercle mnité.
Soit € le polyndme réciproque de P défini par 1’égalité
Q(X) = X°P(1/X).

Formons la suite des polyndmes B,

By (X)) = X’”P_(X)+Q(X).
Pour tout entier m, R, est un polyndme réciproque; nous allong montrer
qu’il & 'dans Vy une racine 7, appartenant & Ty et que la suite 7, a pour
limite §. Auparavant remarquons que

— les polyndémes P et ¢ sont dishinets si 0 n’est pas un élément quad-
ratique, zéro d'uu polyndéme réciproque, ce qui ne peut se produire que
si 0 appartient & I, noug étudierons & part ce cas par’ulcuiler,

— le polynéme R,, peut avoir éventuellement parmi gses zéros dos

racines de Punité.

3.1. Cas général: les polynbémes P et () sont disljncts;

‘a) Dans Vi, une racine v, du polyndme R, a
m apparitent & T,
Les égalités g = Hptp et, pour tout p de 17, |g,, = 1 enfrainent les

conelusmns smv&ntes
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— pour tout p de I~, K, a, dans la cloture algébrique de O, un

2610 Ty p @Xtérieur au cerele unité, un zéro

. intérienr an cercle unité,
m,p

tous les autres appartiennent & ce cercle;

— pour tout p n'appartenant pas & It, tous les zéros de R, dans
la cloture algébrique de Q,, sont sur le cercle unité.

Dang €, A étant un réel > 1, soit By ; le polyndme défini par Dégalité

B (X) = X"P(X)+Q(X);
gur le cercle |@] ==1, on a 1’inéga,1ité
l2™P ()] < 1AQ (@)]

ce qui entraine que le polynéme Ry; 2, dans le cercle nnité, le méme
nombre de zéros que le polyndme €.

S8i 0 n'appartient pas & I, pour tout 1661 A>1, le polyndéme
R, n'a pas de zéro intérieur an cer cle unité, en faisant tendre 1 vers' 1
on voit quil en est de méme pour E,.

"Pous les zérog du polyndme R, appartiennent an cercle unité. .

Si 0 appartient & I, pour tout réel A >>1, le polyndéme By, & un
zéro intérieur au cercle unité. Le polyndéme Ky, a, a1 plus, un zéro intérienr
an cercle unité. Or les égalités .

B (0) = Q(0) et = P(1)+Q(1) = 2Q (1)
entrainent que Rn,(0) et B,(1) sont de signe contraire. Le polynéme

£, (1)

véritiant 0 < < 1 et donc un autre zéro

TO e Ty S
vérifiant 7, m > 1. (Remarquons que si By, n'est pas irréductible le poly-
ndéme srréduetible dont Ty, m €8t racine ne peut étre constammant de degré 2.)
Te polynéme R, a done pour racine dans Vr un élément v, de T;.

b) Limite de 16 suité t,. Pour tout p de ¥, on étudie la valua-
tion de P(v,) dans les différents corps Qp. -::m étzmt racine du polynéme
R, on a légalité

(1) -P('Fm) - “Tf;mlj(}-/tm)-

R, o done un zéro

Pour tout p de I, on uatilisers également Pexpression de la décornposi-
tion de P(2) en facteurs du premier degré dans la eléture algébrigue de

Q,, soit

P(z) = g(z—0,) (m—ﬂ‘” (m— 65N,
ce qui implique l'égalité
v (Tm— O8N

(2) P(ry) = q(vm— Op) (Tm— ﬁg))
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Limite, pour tout p de I7 de la suite u,, dans Q. (On
supprimers Pindice p dans 6, &b 7y, , pour plus de simplicité dang écriture.)
Remarquons que

[tmlp = P > 1.
L’égalité (1) entraine la majoration
8) 1P (1) p < ™
tandis gue D’égalité {2) entraine la rvelation

B (7mdly = p_tp [tm— Blp n [Tm— Q(i)lp,

qa=2
et, en raison des indgalités, |67}, <1,
4) I—P(Tm)]p = [tm— elpptp(s~2)§
Pinégalité (3) et DIégalité (1) donnent alors
[Tm— 0y < 9~ ,p(m~z),

inégalité qui démontre, pour tout p de I~, que la limite de la suite
Tm,p B85 0. o

Limite, si 0 appartient & I, de la suite Tmeo. (NOus suppri-
merops également lindice 0 dans la démonstration.) Remarquons que
1a suite z,, ne eonverge certainement pas vers 1, en effet: R, (1) == 2Q(1),
ef §(1) est un entier rationnel non nul. En égalant des deux expressions
dg P(r,) données par les relations (1) et (2) on a 1égalité

=8 .

(Tm— e)n (tn— 09) = (L7 0) ] | (1— 17, 69)

et done =
T 8-1 7| 1—1,, 80
MPEENCSS, (S )
T =2 | '.rm_ﬂ

Or d’une part inégalité v, > 1 entraine

H (Tm—69) > ﬁ(l'—_ o) =1,

=2 el .

01‘11_1 est un nombre fixd, d’autre part los inégalités: pour ¢ =2,...,s
- 1691 < 1 entrainent : '

(5) H L7 89 <*(L 7,0

=2

On peut éerire alors Vinégalité (B} sous la forme

Lo
— o < OO
Tm

[T
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011 &8neore
1 ol < 23,0 s
Tn— — e
(6) , m 'Eml T:z..s 1

(' étant une constante; cette derniére inégalité montre que la limite de
1a S“.ite T’m,(} est GQ- )

Dans ¥y la limite de la suite T, est done 6.

8.2. Cas partliculier: 0 appartient a I et les polynémes P et ¢ sont
copfondus. Soit 0 un élément de 87, racine d'un polyndme P,

P(X) = X'+ X+,
ot g = [] 16ip = [] o', et, pour tout p de I", igsl, = 1, et ayant deux
pel ™ pel ™

zéros réels 6, et 1/6, avec 8, > 1. La somme 6-+1/8 = —gy/g estun ration-
nel de Pannean Z[I], supérieur & 2 et dont la valeur absolue est, pour
tout p de I~, p'.

Soit T le polyndme de Tehébyeheif défini par

T (X) = 2c0smY ou X =2ZeosY,
et 8, le polyndme défini par o
Sn(X) = TM(X)(X‘I‘QI/!I_)_I _

ou, sous forme entidre, o '
. S (X) = Tn(X)(gX+q1)—4-
Nous allons montrer quwa la suite des polynémes S, on peut associer
ane guite de nombres o, zéros de ces polyndmes, dont la limite est.— 41/,
et que le changement de variable X = Z-+1/Z permet d'en déduire une
suite 7, Q’éléments de T; dont la limite est 6.

3) Limite de la suite o,. :

Limite pour tout p de I~ de la suite om, dans Q. Le
polyndéme T, &tant tm polyndme & coefficients entiers rationnels dont
le terme de plus haut degré a comme coefficient 1, les termes de plus
haut degré du polynéme S, sont donc

(X)) = gX™ T L X" (g, +qa) +-..

ol o est un entier rationnel.

Dapres Dégalité ¢, -+ galp = g1y = 1 le polyndme ’5."“ a, dans la
cloture algébrique de Qp, un zéro et un seul dmgp, ex'térleur_ au cercle
unité. (Comme précédemment, nous supprimerons l’indlcef p dans oy gp.)

Posons p(X) = ¢X+qy, et égalons les deux expressions de g{am),

q
(o) = _qa.m_i’QI = T (an)

tm) )

'En remarquant que o
iTm(a7n)1p = ‘aﬂlp z’p p’
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on obtient 1'égalité

=p ~ iy,

¥a

o+ “q'l"
q

qui montre que la limite de la suite ay €80 —gq/g dang Q.
Limite de la suite a,, dans R. Le polynéme T, a m zéros

distinets, appartenant & Dinfervalle [—2, 4-2], le polynéme g,

a done m zéros dang Pintervalle [—2, 2] et wn zéro dans l'intervalle
[— /g, —ga/g+&n), 0l 1a limite de &, est nulle.
La limite de la suite @, est done —g,fq.

b) La suite 7, est une suite d’éléments de T, dont la
limite est 6. Soit R, le polyndéme défini par

Bon(Z) = 8 (z+ %)

R, est un polyndéme réciproque dont les termes de plns haut degré sont
g2 A (ay g ) 2P L

pour tout p de I, le polynéme R, a done un zéro et un seul, 7., , extiérienr

au cerele unité dans la cléture algébrigque de Q,, dans € il a deux zéros

réels, I'un 7, supérienr & 1, Pautre 1z, , inférieur; tous les auntres zéros
appartiennent aun cercle unité.

L’élément 7, défini par a, = 7p--1/v, appartient done & Ty, eb la
suite 7, a pour limite 6. '

Comme dans le domaine réel le probléme suivant se pose: 8% est-il
Pensemble dérivé de T;? Mais le probléme des ensembles dérivés est

plus complexe ici que dans le domaine réel, puisque l'on ne sait pas si
Pensemble S8} est fermé.

CHAPITRE III

ENSEMBLE 47

Le but de ce chapitre est d’introduire dans ’annesn ¥; un engemble
généralisant I'ensemble des nombres ¢ dont nous avons rappeld, dang
Vintroduetion, la définition et les prineipales propriétés. '

La définition dey nombres o est lide A Pétude de certaines suites
croissantes d’entiers rationnels, aussi le premier paragraphe de ce cha-
pitre sera consacré i lintroduction e suites d’éléments de lanneau

Z[I] dont, pour tout p de I, la, suite des valeurs absolues correspondantes
est croissanbe. ' '
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1. Ensemble de suites remarquahles‘ définies dans Panneau Z[I]

1.1. Définition de l'ensemble &;. &7 est Pensemble des snites dont
le terme général w, appartient & Vanneau Z[I] et est déterming par Ia
donnée des deux premiers fermes u, et %, et par les relations,

F4
U1
Uy

<1,
¥y

— U a pour tout p de I,

(Bp)

et, 51 0 n’appartient pas & I,
(Rq) —1/2 < u, < 1/2

gi 0 appartient & I,

1 tmaa
—_——= — Y, < —.
2 U, g

(Ro)
Lo donnée des deux premiers termes u, ot u;, et Pensemble, pour tout p

de I, des relations (Ry,) déterminent effectivement une suite d’éléments
de Vamnean Z[I], en effet les relations d’Artin: '

2 2
Un+1 g1
er+er (
Uy, : U,

Up oy = E(”ﬂ+2)61_s

2
Uno1
= GjﬂE(
U,

et

(&1 {Uns) €7 €85 Tl comme entier rationnel vérifiant —1 < &r{tn s} <1)

2
Unit )—'u.ﬂ ., de Z[I] est, grice & lensem-
Uy, .
ble des relations (R,) pour tout p de I, un entier. L-am ’relatlon {Rg)
(resp. (Rg)) entraine gue cet entier est nul. Légalité, pour tout

entier n = 0,
2
un-{-l
Up o = B |——

entrainent que le rationnel E(

Un

montre que, %, et u, étant données, le terme général u, e_st; déterfnine':-.
Tes remarques précédentes mettent en outre en évidence Déqui-
valence de la relation

2
Unf1
U =F
¢ (o ( un )
aveo la relation .

LR
E( Tt “"’“u+2) =0,

U,

ou avec Pensemble des relations (Rp), pour tout p de I,
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1.2. Condition suffisante. de croissance des suites de I’ensemble &;.
Ensemble &;. '

a) Soit w, le terme général dune suile de Densemblo &r; pour tout p
de I~, la suile |unl, est croissamie si ty et périfient |%lp = |%lp > 1.

En supposant réalisée, pour tout p de I~, Dinégalité

YU, ;
>1,
Un1 |p
Iinégalité ultramétrique
2 2
Wy 7
Wﬂ{-l!pgm&z( Y — 1| 1 ~ )
. Up—1 o n—1 |2
entraine, grace & la velation (R;)
9.
N
i'“’n+1[ia = = ‘“nl:p
1 |5

b) Dans le cas ol O appartient & T, la suife u, est croissande si u, est
positif eb si Pindgalité vy > uy+V 2u, est vérifiée.

On suppose & priori u, > 0, la suite sera & termes positifs. Pour trouver
une condition suffisante de croissance, on cherche deux nombres o ef b,
(@ >1 et b >0} tels que Pensemble des relations

(Ha) YUy 2= QM b

et (R) entrainent la relation

(Hay) Unp1 = G+ b. |

Or les relations (Hn) et (Ry) enfrainent les inéga,lités.

un-;-l;’u'n(af‘i' )-"}H>anﬂn+ﬂbb-—-£.
* Uy, 2 , 2

Pour que cetie derniére inégalité entraine la relation (H,.,) il suffit que
@b—1/2>b . ou bla—1)>1/2.

On prendra done o >1 et b3 1j2(a—1) et le probiéme est maintenant

de trouver la relation entre w, et %, pour que cette relation soit vérifide
pour lordre 1,

~ En premant b =1/2(a—1) Ia relation (H,) s'écrit

(5, et
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1
On pose @(a) = auo—!————( ); cette expression est minimum & ¢'(6)

= = 0, done sl a—1 *1/
" (a Ba—1)y Sy

Dans ces conditions la relation

(Hy) 1ty 32 U+ V 24
représente pour #, la minoration la plus faible qui permefte, pour tout
entier n 3> 0, la réalisation de la relation (Hy).

¢) DEFISITION DB L'ENSEMBLE &7. &7 est le sous-ensemble de &1
constitué des suites dowt les dews premiers iermes vérifient, pour tout p
de 17 :

2]y > [tholp > 1,

et si O appartient & I:

fwo' =0 e w3 U Voup.
9. Ensemble A;. Relation avec 1’ensemble S

. oy Ung
2.1, Convergence dans I'annean V; de la suite de terme général —Te 7

T

’ 3 N - ?
- associée A une suite %, de Pensemble &7. On considére une suite de &

de terme généra,l u, &b on lui associe, dans Pannean Vi, la suite de terme

! g, On désigne par y, le rationnel :-“ .
n n )
a) Btude, pour tout p de I, de la convergence dans @, de
Uy
la suite de terme général y,. Pour tout p de I‘, on pose p* = ’?

(tp > 0); pour tout entier x>0, Pégalité ?

généml

b

ar |

thapily =
i U1 |p

entraine _—
_ nalp = [l
Evaluons |yn41 — Yalp: '

2 — (n+ 1)t
un.q-k ¢ P

Mﬂb

1 < 7
l'“'w{-l\an D |l
Done, pour tout p de I™ et pour tout couple d'entiers m et m. vérifiant

m = = 0, Iinégalité

l'}’n-;-l"")/nh} Upy2—

—{n+1)ly

— nlp <
|'}"m '}’11-[17 |’M40‘p

20
Acta Arithrnetica XVI.2
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montre que, pour tout p de I, la suite de terme général v, est une suite
de Cauchy dans Q,; elle & done nne 1113:1_1133 w, dang @y, et, pour tout entier

n 3z 0, Pinégalité
P—(n.;.l)tp

—_ . <
lop— valp < [tols

est vérifie.

b) BEtude, dans le ¢as ol 0 appartient & I, de la conver-
gence dang R de la suite de terme général y,. La relation (Rq)
entraine pour tout enfier » =0,

[Yap1— ¥nl =
2y

ot done, pour tout. couple d’entiers m et n vérifiant m =

[¥m— ¥ul < % 2 ey .

=%

n=0

D’aprés les relations (H,), on a pour tout entier # 2= 0

Uy Ay OU a_1—|—]/
2%0

Dong, pour tout couple d’entiers m et n vérifiant m = = 2 0, Vinégalité

;Vm'—yni <m

montre que la suite de terme général v, est une suite de Cauchy dans R,
elle converge done et sa limite o, vérifie, pour tout entier » = 0

—_— < ——.
20—l < S e,

La suite de terme général p,¢; converge dans Vy vers un élément « de
composantes w,, pour tout p de I.

Remarguons que I'égalité, pour tout p de I,

£
|’!le3,_, == g lp_’pn ?

l= H %55

pel

entraine, i on pose,

Q—pr et

. Del—

que le rationnel w, mis sous forme irréductible a pour dénominateur Ig™.
On désigne par Ay lensemble des éléments limites des suites de terme

général Yntl

er assocides & toutes les suites de 'engemble &7.

icm

307

Généralisalion des nombres de Solem aus adéles

2.2, Définition de Yensemble A4;. Ar est Pensemble des éléments de

U 1

Panneaw Vi qui sont Tomites @une suite de terme général ey 18s0-
$13

cide & ume suite U, de rotionnels de Vanneouw Z[I), déterminée par le
domnée de ses deww premiers lermes U, €6 vérifiant,

[yly > tplp 2 1,  powr tout p de I,
—t<m <t o —F<u< 3, &0 n appaﬁwnt pas & I,
Uy == Up+ 1/2_% avee Uy >0, si0 appmtwnt a I,

et par la relation de réeurrence,
2
Ung1
E + _'un+2 — 0.
uﬂ

U er o x Az
2.3. La suoite — associée 3 un élément « de A; converge dans
w

Tt
Panneau V.

‘ %
a) Pour tout p de I~ la guite —w% converge dang @,. Pour
: n

tout p de I, Vinégalité

Um U — ()
— | R P (42,
Wp Wy |n

vérifiée pour tout eouple d’entiers m et » vérifiant m > = 0, mohtre

est une suite de Cauchy, elle comrerge done dans Q,

. Un

que la suite —;
Wy

et sa limite A, vérifie

.28
Ao— =%
Wy

b) Btude de la suite dans R. Reprenons linégalité

< p~ "+ pour tout entier n = 0.

»

1 ¢ 1
!'V'm—"})ﬂ-|gm —

}
2 & Y

- . " ) LY & .. :
en écrivant Pexpression de s limite quand m tend vers I'infini

o yﬂl 2 2 Uigy

et en 1ema,1~quant que Pon a Pégalite

Uip1 = UnPn-ee Yitty
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on voit que Pon peut trouver N tel que » >N entraine y, > w,—e et
done ‘

i 1

—_ \<_, [
0= ¥al S G (1 — 5)

. . f"‘b -
Tl exigte entre deux termes consécutifs de Ia guite ’:L la relation
Wy
Up 1 Ty < 1
wy Tt | 2wy wg—1— g)’

et Pinégalité qui s’en déduit, valable pour tout couple d’entiexs m = 7 2 6:
< 1
2 (wp—1— &) (wy—1)”

. %

e e n.—-

k13 i
o @y

LY .
montre que la suite ——’;- est une suite de Cauchy, done convergente;
Wy .

soit A, 8a limite, il existe entre cette limite et le terme général ﬂ% la
: _ : _ Wl
relation vérifide pour tout entier n = N

P %, < 1
P Wl T 2(we—1—e) el {wy—1)

Yn

Dans Panneau Vi, la suite de terme général a done pour limite

Pélément A de V; de composantes i,, pour tout p de I.
2.4. Répartition de iw®. Pour tout p de I, les inégalités liant dans
Oy, iy et —Z)—L’é oblenues au paragraphe précédent, jpeuvént ls’écril‘e.
Pour tout p de I et tout entier » = 0,
| Ao ugly < p7 7,
eb 5i 0 appartient & I, pour tout entier né N,

1
2 (wo_l) (CDO'““*"].'""“ E) )

- Mow?_”n5 =

Elles mettent en évidence que le rationnel w, est égal au terme B (lo™)
de la décomposition d’Artin de Aw”, pour tout entier # 3> 0, si 0 n’appax-
tient pas & I, et pour fout entier » = ¥, en supposant en cutre w, > 2,
gi 0 appartient & I.

En posant, pour tout p de I, & p=¢,(1u"), les inéga,lités précédentes
g'éerivent dans les mémes conditions: :

enpls <9~ %, pour tout p de I-,

icm
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.et

1
=
ol < Gy —1) (mg—1— 2’

gi O appartient & I.

2.5. Réciproque. Soil o un élément de Vi, vérifiant, pour tout p de
I, |wlp >1; une condition suffisante pour que w appartienne & A est qu'il
existe un 6lément A de Vr vérifiant, pour tout p de I, ||, =1 et tel que DPon

ity POUr tout embier m & porlir dunm cerlein rang My,

1
WEI{MUM)Ip &

5 pour fous p de I,

el

EN 5t 0 appartient & 1.

el | -
= 97 2 (wG_}‘l)z’

Démonstration. On pose 4, = E(iw"); on a ainsi défini une suite
d’éléments de Danneau Z[I], on doit montrer que cette suite appartient
3 Tensemble & et que o est la limite, quand » augmente mdéfiniment

™l . L'expression, pour tout p de I,

de la suite de terme géﬁér&l

1

de la valeur absolue,

tn | _ [(Enn @ nini)

U,

n

permet de déduire des hypothéses et pour tout entier >, les inéga-
litiés

-+ Enp w3— 203311-+1,p+ Entl,p

% Pa—
e 4, »

1

it — Uy <1, pour tout p de I,
u‘n P
et
a1 1 . e s T,
Lot < >, 5L 0 appartient & I
Uy, ‘ 2 .

d’autre part si 0 n'appartient pas 5 I, le rationnel u, vérifie, pour tout

entier # = 0

Pour tout p de I, les inégalités (ol > 1 et |A|, > 1 entrainent, pour tout »
de I” et tout entier n» =0,

[l > [thn1lps
et 51 0 n’appartient pag & I, pour tout entier # =,

Uy > U1 H 2V Un_1e
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En posant N = max(rn,, n,) &b 1’ = 2N on définit ajnsi pour % > N une
suite de lensemble &7 (on supposera ultérieurement pour simplifier

N =0
L'égalité, valable pour tout p de I,

{1 Yo Ciply == |— Bn.p 1,97 Enp Wip

entraine, pour tout entier n 2= n, la majoration,

1 _ P ,
", iy oS e pour tout p de I,
et '
| S — 8i O appartient &
0y S S (o1 appartien I

U

Ces derniéres inégalités montrent gue la suite de terme général er

asgociée & la suite u, de 1’enseﬁ1ble &7, converge et a pour limite wnqui
appartient done & Pensermble A;.

Remargue. Dang le cas ol ¢ n’appartient pas & I, les propriéiés
de 1a valua'ut_lon ultramétrique entrainent que I'exigtence d’un élément 2
de Vy, vérifiant, pour tout p de I, |Al, > 1, et tel que soit réaligé, pour
tout p de I, et tout entier n > n,, Linégalité

1
|5‘n,ﬂ|p =< TR
ool
représe_nte une condition nécessaire et suffisante pour que 1'¢lémens
appartienne .l’gnsemble Ar. On ne peut pas énoncer un résultat sout
forme de condition nécessaire et suffisante, si 0 appartient & 1.

2.6. Conscfaquence: les éléments de I'ensemble §; appartiennent & en-

gn:[dgﬁe Ar. ]imt 0 un élément; de ’ensemble §;; on cherche dans 1’anneau
7[0], un. élément 2 tel gue P'on aif, pour tout enti b partir @’

o g y P ntler # & partir d'un cer-

" 1
lez(A6") [, < gE?  Pow tout p de I,
et #
oo (A0 € —— T & o
¢ "N TR0, 17 81 0 appartient & I;

131; déiaon,stra;tion reprenant point par.point celle du paragraphe 3.3 du
chapitre I{ nous ne-ferons qu’en indiquer les particularités. Les &léments
4y sont pris dans FPintersection des ensembles Sﬂ pour tout les p’ de It

0 ?
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ot le choix de l'entier » est tel gu’en posant:

&
enp = M0 05", pour tout p de I7,
iz ‘
M, = max A, = T8X a2,

=2, ...,8 i=8,..,

pour tout p de I~,

et
M, = max A = max |u’P, si 0 n'appartient pas & I,
i=1L,,..,8 i=1,...,8 :
M, = max [} = max |uf’?, s 0 appartient & I,
’l:=2,..._,8 'l:=2,...,3

on ait, pour tout entier n = 0,

lennlp < Mp < p~™, ‘pour tout p de I,

et
sM,< %, s 0 n’appartient pas & I,
1
—1 g g1 0 artient & 1.
(s—1) M, 2(60—}—1)2’ i & appartie

3. Propriétés de I'ensemble 4;

8.1. L'ensemble Ay est dénombrable.

n effet, un élément de A; est associé 4 une suite de rationnels
déterminée par la donnée de ses deux premiers termes %, et w;, qui ap-

“partiennent 4 DPensemble dénombrable Z[I]e;.

3.2, Soit Wy Uensemble des éléments » de Vi qui vérifient, pour fout p

de I, o, >1; Pensemble A est dense dans Pouvert Wr.

Nous allons montrer que dans tout ouvert de Wi il y a au moins
un &lément o de A;. Soit ¢ un élément quelcongue de Wy, et soit O

louvert de W; défini par
lr—al, < p~  pour tout p de I”

(od h, est un entier rationnel >0}, et

le—alp<n &1 0 appartient a T
(ou n est un réel > 0).

a) 8i 0 n’appartient pas & I. L’engemb
V7, il exigte done dans Oy un élément de cet ensermble,

(4 NN . ’
1 secocié & une suite de Uensemble &7,

qu'il représeute‘ Pélément y, = "
D

qui détermine un élément o

le e;Z[I] est donse dans
noung allons monftrer

de A; appartenant & Or. Connaissans le Tap-

g T
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port —(Jlu il suffit, pour déterminer Ia suite, de connaitre Tun des él4-
{1

ments %; ou %, eb pour que « limite de la suife de terme général Y2

ér,

appartienne 2 Oy, il suffit, pour tout p de I, étant donné Pinégalité 7?’ultm-
métrique
lo— 6], < Max UC’-’_‘ Volwy [Yo— @iy)

. 1
et la relation iw——yn]pgm , de prendre |u,|, > p'».
1l

My

My

est
r

’ (2
Or le rapport —?f- étant connu, pour tout p de I, p’» =
0

déterminé et done le nombre g = [ p'» Lest également.
Pel
' Or les rationnels w, et ., mis gous forme irrédnetible, ont respee-
tlve.,n}ent comme dénominatenr I et ¢ ol 7 est un produit de puissances
positives ou nulles des nombres premiers p de I; en choissigsant le nombre [
tel que, pour tout p de I, '

llgly < » —hp;
et, ce choix fait, en prenant alors le numératenr du rationnel w4y el que,

< §, 81y, est inférienr 4 1;

Urye < ¥, Si y, est supérieur A 1;

1’§lément t, étant ainsi fixé, u, ven déduit et la suite ainsi définie déter-
mine w élément o de Oy, '

. b) Bi ¢ appartient & I, Te prineipe de la démongtration est Ie
méme que dans le-cas ol 0 wappartient pas i I, Vengemble @; est dense
dans ¥y, il existe dans I'ouvert 0; un élément de @r, nous allong montrer
qu'on peut Ie considérer comme &lément Yo @880Cié & un élément o de 4
appartenant & louvert 0,. On Suppose & priori yy >0 ef w, > w4, >(}f

- .
Ter — i ;
Hida appoﬁ ” étant connu le choix de , sera donc lié aux inéga-

lw— gl <- et -

Iﬂllp oy Uy

pour tout p de I~
Or Vinégalité ju,), > p" entraine

lo—al, < p“”‘p;

et daufre part dans Pinégalité triangulaire,

l0—8] < |lo— |+ [y—a

icm
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si Pon pose |yo— 6l =n' < 7 et si Pon prend < y—u" on réalise

Uy — Uy
‘a) — a',\ = 1 ‘
Pour que o appartienne & 0y, i suffit que solent réalisées les inégalités,
luylp > 9™  pour tout p de I~
eb
1

= < fg—1.

ty (L —1/y,)

Les rationnels w, et w, mis sous forme irréductible ont comme dé-
nominateur respectivement I et lg, ol I est un produit de puissances
positives ou nulles des nombres premiers p associéy aux éléments I,
en choisissant ¢ tel que soit vérifiée, pour tout p de I,

My Uy

lgl, << p~ "

et ce choix fait, en prenant alors le numératenr de tel que soit
vérifide, l'inégalité . ' ‘
0

(ro—1) ()
rélément © de Ay associé & la suite ainsi définie appartient & O.

Cefte étude laisse ouvertes de nombreuses questions on a montré
par exemple Vinclugion de 8; dans Vensemble A5y a-t-il identité entre
ces engembles? Txiste-t-il dans 4y des éléments non algébriques? Un
autre problame, lié an précédent, est celul des relations entre I'ensemble
A; et leg ensembles introduits par Mme Grandet-Hugot {6], dont on
peut penser qu’ils sont inclus dans 4.

%1>
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icm ACTA ARITHMETICA

XVI (1970)

i{'ber eine Turdnsche Ungleichung mif reellen Charakteren

TOI

W. Haxgrer (Marburg/Lahn)

1. Es sei eine natiirliche Zahl % > 3 und eine Dirichletsche Z-Funk-
tion L(s, z;) zu einem reellen Charakfer ymodk gegeben, die eine
« Ausnahmenullgtelle” g mit

%
log®k

bei geniigend kleinem o, besitzt. Dabei bezeichnet ¢, und ebenso im fol-
genden ¢y, ¢, ... €ine positive absolute Konstante, die sich numerisch
explizit angeben 1i8t. Diey gilt auch von den gpiter anftretenden <-und
0-Konstanten. ‘

P. Turén [4] behandelte mit der in [3] entwickelten Methode die
Frage nach dem Zugammenhang zwischen der Lage von f und der Ver-
teilung der Primzahlen p < X mit x,(p) =1 bei gegebenem X > kL.

Ziel der vorliegenden Note ist es, ein weiteres Ergebpis in dieser
Richtung herzuleiten: Wir beweigen die Abschitzung

(L.1) 0<d=1-f<

(1.2) 2 ﬁ%@ logip < 08k gkt 8 (log* X +1og'k)

log(1/3)

logk . ]2)
_ =7 ..
X > exp (cz [ Tog(1/3) log,

P X
fiir

TUnsere Methode besteht darin, eine effektive Form des Linnikschen

RBatzes tiber die Lage der Ausnahmenullstelle § (vgl Hilfssatz 1) zur
Auswertung einer geeigneten Siebungleichung (vgl. Hilfssatz §) heran-
zuzichen. Dazu bendtigen wir zundchst die Abkirzungen

{1.3) vo(n) =1 fiir alle ganzen n

und ‘ '
4 — .2

o4 O = Togk ° Flogh

bei geniigend kleinem ¢,.




