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i{'ber eine Turdnsche Ungleichung mif reellen Charakteren

TOI

W. Haxgrer (Marburg/Lahn)

1. Es sei eine natiirliche Zahl % > 3 und eine Dirichletsche Z-Funk-
tion L(s, z;) zu einem reellen Charakfer ymodk gegeben, die eine
« Ausnahmenullgtelle” g mit

%
log®k

bei geniigend kleinem o, besitzt. Dabei bezeichnet ¢, und ebenso im fol-
genden ¢y, ¢, ... €ine positive absolute Konstante, die sich numerisch
explizit angeben 1i8t. Diey gilt auch von den gpiter anftretenden <-und
0-Konstanten. ‘

P. Turén [4] behandelte mit der in [3] entwickelten Methode die
Frage nach dem Zugammenhang zwischen der Lage von f und der Ver-
teilung der Primzahlen p < X mit x,(p) =1 bei gegebenem X > kL.

Ziel der vorliegenden Note ist es, ein weiteres Ergebpis in dieser
Richtung herzuleiten: Wir beweigen die Abschitzung

(L.1) 0<d=1-f<

(1.2) 2 ﬁ%@ logip < 08k gkt 8 (log* X +1og'k)

log(1/3)

logk . ]2)
_ =7 ..
X > exp (cz [ Tog(1/3) log,

P X
fiir

TUnsere Methode besteht darin, eine effektive Form des Linnikschen

RBatzes tiber die Lage der Ausnahmenullstelle § (vgl Hilfssatz 1) zur
Auswertung einer geeigneten Siebungleichung (vgl. Hilfssatz §) heran-
zuzichen. Dazu bendtigen wir zundchst die Abkirzungen

{1.3) vo(n) =1 fiir alle ganzen n

und ‘ '
4 — .2

o4 O = Togk ° Flogh

bei geniigend kleinem ¢,.
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2. Hrrssarz 1 (vgl. [1], 8. 168, Theorem II). Hs gilt
C(8)L(s,p.) # 0
Fiir olle § = o+it # § mit o = 1—-20, i< 2k

HrrasaTz 2 (vgl.'[z], 3. 382-383, Satz 4.1 und 4.2). Hs sei g{s)
in |s—s5| < B >0 holomorph wnd dort # 0,

g(s) .
log| ~—— | M fiir |s—8| =R
% 0l ! “
Dann gilt
2r
|10 ) < M m |58 < r < B,
0

wenn logz clcm Ha,uptzwezg der Logarithmusfunkiion bezeichnet.
HitessaTz 3. Bs gilt

L{s
| flog? (s) (1)1, 1og—b%ﬁ < (logh)#
inoz=l—0, <k
- Beweis. Es sei :
Lis, %1)

. g(s) entweder = Z(s){s—1) oder = Py

Bei Vorgegebenem reellem + mit [7| < & werde

8y = 14 0-+4r

gesetzt, Nach Hllfssatf 1 und (1.4) ist dann g¢(s) in |s—«30| 34 holo-
morph und 0, denn nach [2], 8. 139, § 8, gilt inshesondere

1 .
logg < logk,

also bei genfigend kleinem e,

Offenbar ist b1z, S6<k.

: 1 1
(2.1) flogg(sy)i < log {1 6)+10g—6* < log.
Ferner hat man nach [2], 8. 113-1186,
(2.2) loglg(s)| << flogh  fir  [s—a = 30

und wegen (1.1) und (1.4)

(2.3) Iog— < Ologk.

Nach Hilfspatz 2 folgt nun aus (2.1) bis (2.3) sofort die Beh&uptu:ng- _

Im folgenden Hiltgsatz benotlgen wir die Funktion
PARE |
§4+1 '

(2.4) ' H{s) ': f 7 dy =
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HITFssAT 4, fls sei

f(S) = Zaﬂ’n’_

Fir o > 1 obsolut konvergent.
Danae gélt fir olle & >0, 6, >1
2

Z Gy = 5= ff(s H{s) -——ds

) 1 @l
Beweig. Setzt man
1 falls =1
Bm) =1"" -
0 gonst,

RO folgt mit dem Regiduensatz ans (2.4) fir alle » > 0 oy >1

1 H(s)a"
=R
(2g)
and hieraus auf Grund der absoluten Konvergenz der Reihe 2‘%

(¢ >1) die Behauptung.

HinessaTz 5. Fiir beliebige @,y, & > 1 mil

ds = 2E(2w)(l~—§;)—]ﬂ(m (1——) f}.«: ) iy

(2.5) Voo <y <@
gilt
. -l log®p’
{ 2 wrne)- 3 nerum)y ot Ja
1 YL PN N QLY

Y10t

1 m ’S'lul -ty
= 2 f f f I'(s, wy, Wy 1, Y)dsdw, dw,
log*é e (97i)® 8 (20, 15,)2

it

Ls, Z)L(3+w1+-wzsx)
L{s‘}'wla X)L(S'l—wz: X)
J (8 y Wy 1y Y)) (¥ >0),

6(s, w5, w3, 1) {1+

2.6) ‘F('?:wl: Wy, ¥, ¥) =

-+ 2 J(_S“]"wm; X ¥)—

Mo l,

(2.7) J(gy g, ¥) = Z X(P)p_s (o >1):'

[

1,2t ))( | x(p)')

| H L b o Zon}

T AW §-H10,
:p'f'] P 2

(2.8)  G(s,y wy, wa, %)

RV
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Beweis. Eine Verfemeru:ag der Selbergschen Slebunglemhung {vel

[2], 8. 87, (3.11)) ergibt fiir

2.9) x>0, VE<y<Z, P=]]»
. Py
und beliebige reelle Zahlen Ag (@ =1, 2, L)y mif A4y =1

@) Y SIS 1”‘ < Zlﬂlm)( Zﬂa)z—

y<p<X &i(n,P)
14 5(0)  14z(p) )
a p%ZXTrﬂ (l_ 2 - 2 ) (LotAw)®
Y p XD
Denn wegen {2.9) gilt
' X
(2.11) R A

die Darstellung eiper natirlichen Zahl » in der Form.
Y<P< X
P

. , X
(2.12) T m=p'p mib p<—y—,

ist also eindeutig. Ferner folgt ans (2.11) und (2.12)

(n, P) =p’
und '
14 g1(m) <1 14 2.(p7) 14 2(p)
> 1-- — .
2 -2 2
I, folgenden sei
log §/d . '
fiir <d<g
(2.13) P S o l<dss,
' 0. fir d>¢.

Insbesondere ist dann Ay =1, und (2.10) gilt Wegen (2.5) fiir
X=upp (I<yg 2).

Man bekommt also die Ungleichung {vgl. (1.3))

(2.14) f an 2 L+m@l— > @)+ 60) 0+ i)

1 Y<Ppsne vy
Y P0nT p°
2 f 2 21 (n) 2 Ay Ay .-
=0,11 n<nw dy da| (7, F)

icm
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¢

Offenbar ist

(2.15) = iy Aaz Z Cunydy.

L=0,1 dy,dg|P 1 Nl
' n=0{{dy, dy])

Nach Hilfssatz 4 gilt fiir jeden Charakter y und jede natiirliche
Zahl &

2

1 sd .
f 2 xln)dy = z{d)5—~ fL(s_, 0 H(s) (’3“) {l
(5)

1 <
n=(d)

(2.16)

Wir betrachten nun - die Funktion

x%(d)
fx(s y '?"dlﬁ‘dz Fe .

dl s 1P
d= iy,

(2.17)

Da fir quadratireies # und eine multiplikative zahlentheoretische Funk-

tion A (m)
Am) = [[{L+4{p)—1 = M ][4

Bir Pn Bd

ist, folgt mit A (m) = m*[y(m), n = (G, ds) fir dy, d,| P

y([dy; de]) % (dy) y(dy) ( P’ _1)
d|(dy,dg) Pli

[dy, dof ~ (dedy) 7(p)

f"(s’zzn(mw )( Lw)

qP  oBld
TEO d)

mld daher

(2.18)

Nach (2.13) hat man

0 3
ha = 10g§2m£d wE P

algo wird fir 4|P

eglr)  w@) 1 [ a@ N almzim) dw
(2-19) 2 # logE 2w (Jf ate ; mEtY . Wt
T ;‘61:(,:1) . (m,d)=1
Mit,
x(p)
(2.20) CL(s, 1, ) =.”(1—«——P )

Py
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ergibt sich wegen

w{m) g(m) %(»)
> _ [TL-22) - )
Z." oW

in Verbindung mit (2.18) und (2.19)

o1+

‘ ~tg
(2.21)1,(s) = fm ff(ua 3 HL‘ (S my 7, 9)D, (8, 1, w,) dh0, oo

wo .
d -1
D, (s, 1wy, W) =ZE§;;%E;I ] ((1—' ngl;)) H(l_pﬂﬁ,)n) )
pld

)P e, 3

gesetzt igt.
Mit

249) %(p)
(1_, Ps - ) (l_ pe+w1+w2)

x2(p) (p)
[ ()

hat man die multiplikative Darstellung

= —1, & =s+tw,-w,

: ‘ (»)
Q}x(sz wl?wﬂ) = 1+_"“L-“—
-1

pz(l_ x_(p)) (1+ 92?)) ’
Pz

und dies liefert

D, (8, 1y, w,) = L(z, 7, 1)G (5, wy, wy, 2z, ¥)
mit der Abkiirzung
(2-22) Gf@: Wy, wm Ll = H( X(:p) )
P #’

Trigt man diese Identitdten in (2.21) ein, mo folgt in Verbindung mil
(2.18), {2.16) wnd (2.17)

L(s, x) L(s+w;+w,, g, )
L(s‘;‘wly X4 y)L(s+ugg, X: )

1
= 2niilog f
( n:?,) 0g 5(2) (2) (2

ds dw1 dWQ
S’Wl’WE

XG5, wy, we, y, Y H (8)a" &1+

Unter Verwendnng des Cauchyschen Integralsatzes gewinni man nar

wegen (2.5) aus (2.6} bis (2.8), (2 20) (2.22)_, (2,13) und (2.14) die Be-
hauptung, o

icm
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HILEsSATE 6. Filr w = u-tiv, | =0,1,
{2.23) wzl-002, |5 <<k/2,
gitt (vgl. (1.3))

A I | 7
oty 3O ) I g 0 oge) +

223, F =max(k,n)

prosd L Bi—w
12 1
+0 ( ad +—log m) + 0o "logm)

it ,
{2.25) fo=1, p1=8.

Beweis. Nach [2], 8. 377, {3.5), ist die Summe auf der linken Beite
von (2.24) '

b'kﬁyl‘s r I-u
= 1‘ f — L (840, 2)— ds—{—O(m logzm) + 0 (o~ log )
zm‘b_irc'/a L

fiir b = max (0, L—u)-+1/loge, I =0, 1L

Ersetzt man nun hierin nach dem Residuensatz b dorch 1—w—36/4
(>0), so folgt unter Beriicksichtigung von (2.23), (1.1) wmd (1.4) mit
Hilfssatz 3 die Behauptung.

In analoger Weise folgt

]E[ILFSSATZ 7. Pir >3, 1=0,1, ¥

D, mln )A(w)m(wl)fi+0_(

ngt ‘81
HIrrssATz 8. Fir w = u-iv,

(226) w>1—0/4, P<k4, X>3,
gilt :

LII Cl f. 1
(L) (0, %) ( )(w) 7

+0 ( (log®X) fn“ “dn) + O(XPog )+

= max(k, ») gilt
mlog2

) A O(z ¥ 1og2 k") -+ O(loga).

k' = max(k, X)

14 161(*”’)
T ﬁ Jrz A(n)logn

nel X

) 1—%
10 (X - :l___ 1og3]a) +0( X "og'L}.
Beweis. Nach (2.25) gilt

Xﬁl"”’ i r 9 Xv—1
aw}j“ 51_@0 ';i&'é"ﬂ 94 A—mw

Lm0,

1 b2 X |
([ a) da
ﬁf YR (1f g d") a

Aeta Arithmetica XVI.3 u
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Daraus folgt nach Anwendung des Oauchyschen Integralsatzes auf (2.24)
wegen (1.4) die Behauptung.
HirssaTz 9. Fir w = u+iv, [ = 0,1,

w>1, @wi<k/2, y=8, K =max(k,y)
gilt
22,— 2 yl(.lp l)f +; B —-dﬁ—["()( I—Hnﬂ/ﬂlogZI )+0 (

P>Y ﬁl

g%’)

Beweis. Wegen

2 PO 1 i
7

»>Y

hat man

0/8
e 2}
xl ( ’ -B[B) ﬁf _,pw.].;. logpda

o=y

D>Y
8/8

_f (2 nl wiiﬁ.(ﬂ) +0(y_2u_21+1)) Q.

In Verbindung mit (1.4) und Hilfssats 6 folgt daraus die Behauptung.
HivrssaTz 10, Fir

: L log X
(2.28) X=8, vx<y<X?2, A:ﬁ_gg 1
gilt
: A? .
(2.29) 2 log?p’ = x((? —I—O(Aa)) log X + 0(_/_1)),
Cp<Xfy ) .
Y<p<Xp'

Beweis. Die Summe auf der ]mken Seite von (2. 29) ist Wegen (2,28’
nach dem Primzahlsatz

_ el Xp Xjp' ¥\
- Z log®p (log(X/p’) +O(10g2y)+0( logy))

<Xy

Xy

Xy
logy ( an )
=X —2 g tolx | —L—
[ gm0+ 0| scem )+

X x o x X
0 log2 =) + O[—Zn. Zo 100 =
+ (logzy °8 y)+ (1ogy Y log y)

' logX /2 log X log X p
-
(2.30) =X f 28270 G+ o(x f —“’)+O (XA).
- w (2]
logy ) logw :

ICﬂ‘I

und. dag zweite Integral ist
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Nun ist wegen (2.28) das erste Integral auf der rechien Seite von (2.30)

log X —log2 ) X .
——————| —log — +log2
Togy g " +log

1 of 1
1-|—A)).+ (1ogx)’

= (logX)log(

= (10gX)(10g(1+A)H(1m

-

log X

= A .
Togy log(14+4) < 4

= log

In Verbindung mit (2.30) folgt daraus die Behauptung.
Hrrpssarz 11, Unter der Voraussetzung (2.28) gili

) )
(8—1)*(s4-4—1) s \ y

: oje
(2.31) Res (

8=1,1—4

A1 . 6 log (X[y) _m)
m(log}z)(7 +0(4 ))+0(A>+o(—m_ e .

Beweis. Das Integral in (2.31) wird, da der zugehbrige Integrand

igt, vermoge der Substitution
o0

= Togy

alzo

_ 1
! 1—4

. 1 L '
(2.82) = (1ogy)(T,J(LH-A)-MEW«/J’(_1+A)) +O(1 gX)+

8~ log(Xy) o )
N —ope) . pl 20\l e
FO(logX Y )-1 0( log X Y

e do (o >0),

L 4
Y

log - = 14+2-0(%) (0<i<l),

~ie

mith

plo) = [ o (g1 we
]
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also

(o) = —fow'l'(e“"“’*ﬁ“")dw (e >0),

r 1
yio) = [¢®a0 == (¢>0).
Y ¢

Wegen {1} = v'(1) == 0 folgt daraus

b
v {e) =loge,
w(g} = e(loge—1)+1.
Ingbesondere ist ’
' (1-4-4) = 0(4),
p(l4-4) = (1+4)—14+4— 2240 (4%)+1 = 4*}24-0(47).
Setzt man dies In (2.32) ein und beriicksichtigt (2.28) und
logy = (log X)(1+0(4)),
80 ergibti sich (2.31).
3. Zur weiteren Auswertung von Hilfssatz 5 definieren wir bei vor- S
gegebenem Charakter y und reellen Zahlen ' <1, 4, ¥ >0, £>1 mit )

Hilfe einer Funktion f(s, w,, w,), die entweder die Gestalt

B8ty - A A~ 8-l Wy

(3.1) f(s’w“wz)__w;l:wwmﬂmﬁ’ sw,Fwot A—p'

hat oder identiseh )
(3.2) . =1

ist, in Verbindung mit (2.7), (2.8) und (2.27)
L(s, 1) L(s+w+ws, %) gt
&, Wy, W) = ' Gs, wy, w g
P11(8, Wy, 10,) ~ L{s 10y, 7) L (51, 1) (8y wyy way 1)f (8, Wy, wy} W

(Re(s), Re(wl), Re(w;) > 0).

_ Damit folgt | | >

Wy,

(83 fasls, wi)s = Res gugls, g, 15) = 105, 0, 0) S log £
=0 S 1

2 r I 2
+—(( (8+w1! %) — _(5'; x)| f(s, 0, 0)+%G(37 Wiy Way ) luy=0 X

w1 2

S ———

]
X f(s,0,0) +‘5‘q;2‘f(37 Wy, 7{“2)'102:«0) .
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Nach (2.8) ist

il
(3.4) Gy(8, wy): = B0, G (s, 2wy, 105, x)IW2ﬁﬂ

_2 @) 0 (1—xwyp){L—z(p)p ")

i 6w2 T T aloip™™) |
| (5 = sy 0,)

Wy=10

_ ) x(p)logp z(p)logp
R x2(p) of, %@
2 ps l-’wl(l p9+wl) P (l*— ?‘

= 2 2 ()logp (p=*~"(p" ™1 = g () —p~ (" — 2 (@) Y).

Im Falle (3.1) igt

. 7]
(3.5) fils, wy): = Eu:f(s’ W w2)1w2=0
ar gt gy ]
B [s+ﬂ~-(s” T srA—f

and im Falle {3.2) ist
(3.6) Fals, ;) = 0
Aug (3.4) folgt

. —1(®)p
(3.7) Gy(s): = aw — (8, w1 2 1i(p)log? Pﬁ
n

Im Falle (3.1) folgt ans (3.5)

y ' Mogy 4" ]

G d -
\(3-8) f:(s)zm%:ﬂs’wl)lwl 0 T[ sA—f +—(m“"ﬁ’)2

und. im Falle (3.2) aus (3.6)

(3.9) fuls) =0 fir allo s.
| Andererseits erhilt man mit (3.3), (3.4) und (3.8)
{3.10) (1,(8): = Re% (a,1 (85 1)
1Ulm

= f(8,0,0 (10325“1 (L) (8, 1) +G(8) )+f1(5')
flir ¢ =1. :
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Nun sei bei geniigend grofem € = o4

& & log, %
logz > log®— log—= (¢
g og @/’ gy g
(3.11)
§= ma,x(ya, kc); 4= M
. logy
und
(3.12) X =V

Inshesondere izt dann wegen (1.4) die Bedingung (2.5) und fir » = 1— 4,
0 <A< 08, Jo| < k/4 die Bedingung (2.26) erfills.

Wir diirfen daher die Siebungleichung von Hilfssatz 5 mit den Hilfs-
sitzen 3, 7, 8 und 9 unter Verwendung des Residuensatzes umiormen.
Dabei wird (3.10) in Verbindung mif (3.7), (3.8) nnd (3.9) in den Fallen
{3.1) und (3.2) benétigh. Der Vergleich der beiden Hilfssiitze 10 und 11
filhrt nunmehr zu der Abschitzong

8 ’

1 . -
(E —J:—;f‘_l—f”i A(m) (logn) o™+ O{w~*{1+ 6 (log" £) log )} +

-I-O(&(Io 2 3 n\' &
e | ()5}

1

Q

1
< Nlogw+ A+ - 4 6log2m,
logz

~wegen {3.11) und (3.12} erhiilt man also

1+ log, k
¥ _;f_x@) log*p =~ 4 é(log’a-+-1og'R)

pX

und damit wegen (1.1) und (1.4) sofort (1.2) bei geniigend grofem a,.
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On the Siegel formula for ternary skew-hermitian forms
by

8. RacmAvAN and S. 8. RANGACHARI (Bombay)

§ 1. Introduction. Let =/ be a simple algebra over an algebraic
nuraber field % and let ¢ be an invelution in 7. Then « is the total-matrix
algebra Wy (K) Pf m-rowed matrices over a division-algebra & with an
involution ¢ — £ and the involution ¢ takes @ in < to B4 b ofor o fixed
m-rowed nonsingnlar matrix b satistying the condition % = ph, 5 = £l
Let X be 2 left «/-module of rank n and let @ be the group of elements
in o for which % ' = L. @ is precisely the group of  in M, (K) for which
ty.h-u = k. Let 8, & be the dimensions over & of & and of the space of
clements & in & for which & = 5& and let & = 0'/s. Then for m >2n+-
4-d5—2, Weil has proved in [10] that the tempered measure B (d) defined
by means of the “Tisenstein-Siegel series” on the space & (X 4) of Schwartz—
Bruhat functions @ associated with the adele-space X, attached to X,
coincides with the tempered meagure I(®) defined by means of the

“4thets series” associated with &.

TFor m = 2n+ 4e—-2, the Eisenstein—Siegel series does not malke
sense, since it does not in general converge absolutely. It has been proved
in [4] that when n =1, m =4, ¢ =1, k = @, the field of rational num-
bers, and & is the orthogonal group of a quadratic form of index not ex-
cesding 1 and with rational integral coefficients, one can define by using
& limiting process, an Tisenstein-Siegel series and identify it with the
corresponding measure I(®) defined by means of theta series.

Here we take up the case when & is the total matrix-algebra Mg (D)
over an indefinite quatcrnion. division algebra D with the rational number
field Q as centre and with an involubion ~ (of the first kind). Let A be
the matrix of a non-degenerate skew-hermitian forra defined over X

" which is now o vector-space of dimension 3 over D. As pointed out earlier,

the main difficulty heve is that the Risenstein—Siegel series T{P) as defined
by Weil [10] does not converge absolutely and we have to modify ifs
definition by following an idea of Hecke and Siegel [5]. However the
“theta series” I{®) makes sense even in thiy case a8 ghown by Weil [10].



