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INTRODUCTION
Indiquons tout d’abord quelques conventions et notations.

Convertions générales

(1) Les symboles ¥, 2, Q, R, C, Z,, Q,, ... auront leur signification
habituelle: corps fini & ¢ éléments, anneau des entiers rationnels, corps
des nombres rationnels, corps des nombres réels, corps des nombres com-
plexes, anneau des entiers rationnels p-adiques, corps des nombres ration-
nels p-adiques, ...

(2) Annesw gignifiera toujours anmeau commutatif & dément unité;
homomorphisme (d'anneaux) signifiera de méme homomorphisme unitaire;
module signifiera module wnitaire; sous-ammeau (d'un annean donné)
signifiera sous-anneau contonant Délément wnité de Vanmcaw en guestion;
efc. ..

{8) Bi A est un anneau, 4% désignera le groupe multiplicatif des
éléments inversibles de A. Bi 4 est un annean local et si o est un
élément de 4, ¥ désignera Vimage canonique de x dans le ecorps rési- -
duel de A. ‘

Conventions particulidres

(4) La lettre d représentera en principe un exposant entier > 1. Si 4
est un anneau, on utilisers azlors les notations smivantes:

A? désignera Pensemble des éléments de 4 de la forme o?, avec auf;
A7 désignera l'engemble des éléments de 4 de la forme

(%) el

avec nz= 1 quelconque et a4y, 6y, ..., #,c4;
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A, désignera Vensemble des éléments de A de la forme
e, an,
=1 queleonque, e, = 1,6 = 1,.

(**) 6,07+ ¢,05 ..
avee = , 6, = L, et ay, 8, ...
cony Oped.

On a évidemment 4% =« A = A, = A, et 4, est e sous-annean de 4
engendré par A°%.

(5) Soit  wn dlément de A ; si, pour un entier n (J.oxmé, @ st de la
forme (#), on. dira qu'il est somme de n puissances d-iémes; de méme, 8i @
st wn &ément de A, et si, pour un entier # donné, o ol de la forme (xx),
on dira qu’dl s'exprime (on qu'il est représentable) & Uaide do n pudssanaos
d-iémos.

(6) Soient toujours A un annean eb d un enbier ;= L

On désignera par w(d; 4) le plus petit entier n (§’I} en existe) tel

que tout élément de A} soit somme de n puissances d-idmes; sinon, on’

nogera w(d; 4) = oo,

On désignera de méme par v(d; 4) le plus petit enfier x (#’l en
existe) tel que tout élément de 4, sexprime & l'aide de » puiksances’
d-igmeg; ginon, on posera v(d; 4) = co.

Enfin, si, dans l'anneau A, —1 appartient & 4., on désignera pax

w(d; A) 16 plus petit entier n tel que —1 goit somme de n puissances

d-idmes; sinon, on conyiendrs de poser wid; A) = oo,

Le nombre w(d; 4) étend d un annewce commutatil queleongue 4
la notion de eonstanie de Waring; de meére, le nomhbre v(d; 4) généralise
la notion de constante de¢ Waring “facile”: loy Anglo-Saxons appellent
en effet “Easier Waring Problem” I'étude de Ia constante v(d; A) lorsquoe
A est un annean dlentiers algébriques (voir par exemple [25]).

Cez conventions et motations étant fixdes, déerivons maintenant
le contenn de ¢e travail; il se décompose en deux parties d’égale impor-
tance:

La premiére pariie (chapitres 1 & 5) est U'dtude tles relakions em%ami,
enfre un anneasu ¢uelconque 4 et son sous-aoneau A, (d dtant suppond
fixé), Les résultats les plus typiques nong semblent tre les thdéordmes
(2.8), (2. 13) et (2.19), aun chapitre 2, of log théordmes (4.8) ot (4.11), au
chapitre 4; pour plus amples déi.mla, voir le texte.

La deuxidme partie (chapitres 6 ef 7) est ’étude des constantos
u(d; A); v(d; A) eb w(d; A) (d étant également supposd fixé). Les résul-
tats les plus dignes d'intérdt noug paraissent &tre les théorémes (6.15)

t (6.16), au chapitre &, et les théorémes (7.23), (7.28), {7.26), (7.30) et
(7.82), au chapitre 7; ici encore, pour plug amples détails, voir le texte.

- Ces deux parties ne sont naturellement pas indépendantes; ainsi, si

pour un anneau 4 et un entier d donnés; on sait d’aprég la premidre parfie
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que .4 = 4,, et d’aprés la deuxitme que w(d; 4) < oo, ¢est-i-dire que
—1 est somme de puissanceg d-ibmes dans A, alors on powrra conclure
que ‘A = AF , e'est-h-dire que tout élément de A est somme de puissances
d-iémes: ¢’est 14 un type de résultat que nous conviendrons de eonsidérer
comme intéressant.

Leg chapitres 1 &4 7 sont suivis d’un appendice: il contient quelques
identités algébriques dont nous faisons un usage constant au cours de
ce travail, et que nous avons prétéré dégager du corps méme du texte;
le lecteur anra néanmoins intéréh & y jeter un coup d’oeil avant de &’atta-
quer an chapitre 1.

Les résulfats obtenus dans ce fravail sont pour la plupart nowve-
aunx: en c¢e gui concerne la premiére partie, cela tient & ee que I’étude
systématique de l'annean 4, dans le cadre le plus général n’avait pas
été enfreprise jusqu’s présent, 4 notre connaissance du moins; en ce
qui concerne la deuxidme partie, cela provient du fait gue nous nous
sommes placés dans une situation ol le recours aux méthodes analy-
tiques de 1a Théorie des Nombres n’est plus posgible: or, la majeure partie
des résultats relatifs au Probléme de Waring a été obfenue précisément
a laide de techniques analytiques dérivées des travaux de Hardy et
Littlewood. A ce propo indiguons que la plupart de nos démonstrations
s’appuient

d'une part, sur les identités domnées en appendice;

d'autre parf et surtout, gur les résultats les plug elassiques de l’Algebre

Commutative, telle gu’slle est exposée dans [5] ou dans [28] (dépen-

dance intégrale, localisation, ...); en fait (voir par exemple la démon-
stration du théoréme (4.11) par passage du local an global, ou eslle dn
théoréme (7.36) par application du théoréme de structure des anmeaux
arfinieny), il apparait que les techniques de 1'Algébre Commutative sont-
particulidrement bien adaptées aux problémes étudiés dang ce travail.

Signalong également iel (ue noug avons tiré le pluy grand profit
de la lecture des articles [2], 3], [6], (23] et [267, dont 1'objet est trés
voisin de celni de ce travail.

Toutes les fois quun régultat est cité dang le texte, on gu'un théoréme
plus on moing connun esh ntilisé an cours d'une dérmongtration, une réfé-
rence anssi précise que possible est donnéde: un numéro entre erochets
renvoie le lecteur & la bibliographie, placée & la fin du texte, aprés 'appen-
dice. D’autre part, pour faciliter le repérage deg divers éléments de ce
travail, nous avons tout numéroté (ou presque), exemples et remarques
aussi bien que théorémes et propesitions: les numéros sont du type
{a.b), & désignant le chapitre (ou, pour a == 8, Pappendice), et b désignant
la, proposition, remarque, ..., 4 l'intérieur de ce chapitre.

Parig-Orsay, avril 1868
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Un incident imprévisible, d'ordre matdriel, a retardéd de plusiewrs
mois 1a publieation de ce travail; pour éviter une perte de temps fupplé-
mentaire, nous avons laisgé le manuserit tel qu’il ébait: signalons seule-
ment que nous avens eu connaissance, dans lintervalle, dun article de
Bhaskaran (Sums of m-th powers of algebraic integers, Avehiv der Mathe-
matik, 17 (1966), p. 497-504) ot Vauteur donné une démonstration
(@’nilleurs complétement différente de celle proposée ici) du théordme
(4.11), ainsi que dun article de Plister (Zuwr Darstellung  definiter
Funktionen als Summe von Quadraten, Inventiones mathematicae, 4 (L967),
. 229-237) ol I'auteur prouve que ¢ L est lo corps des fractions ration-
nelles & # indéterminées sur un corps réel maximal, alors w(2; L) = 2%;
indiquons augsi que nous avons, pendant eefte période, donnd une
démongtration du résultat suivant: quels que soient 4, annean d’ontiors
algébriques, et d, exposant positif, on a la majoration v(d; A) =5 2% 8%
(Somies de puissances dans los anneausr P-adigues et dans les a:fmma.uw
dentiers algébrigues, L'Inseignement mathdématiyque, & paraitre); coml-
- lons enfin une Iacune dans la bibliographie en signalant que les vésudbuts
de Diigter relatifs aux sommes de carrés dans un corps commubatif,
exposés par Oasgels en 1964 au Colloque C.N.R.8. de Clermont-Terrand
{voir [6]) ont &ébé publiés par Pister Iui-méme en 1965 dany les deux
articles suivants:

Darstellung von —1. als Summe von Quadraien in einem Kirper, Jowrnal
London Mathematical Society 40 (10653), p. 169-165;

Multiplikative guadratisohe Formen, Archiv der Mathomatik 16 (L%":
. 363-370.

Grenoble, mars 1969
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PREMIERE PARTIE

Chapitre 1
GENERALITES RELATIVES A 4,

1. Quelques propriétés évidentes. Nous donnons, dans ce paragraphe,
une liste de propriétés trés simples, mais dont nous servirons presque
constamment dans la suite de ce travail, en les qualifiant d’ailleurs
d’évidentes.

PROPOSITION (L.1). Soieni h: A — B un homomorphisme &’ anneauy
et d un ontier = 1. Alors

(i) sans awtre hypothése, on a h(Adyz) = By;

(ii) si 71. est surjectif (autrement dit, si B esi un quotient de A), on
o hi(dy) =

(i) & amoulwr, 8i T est surjectif et si de plus A = 44, on & aussi
B == Bd'

Démongtration. Elle déconle immédiatement c’les définitions de 4,
et de B, (voir l'introduction).

ProposrTioN (1.2). Soient K un eorps gt d wun entier
est lui-méme un corps.

Démonstration. K, est un sous-annean de K; reste & véritier
que &1 2 est un élément non nul de K, alors #' eK,; mais ceci résulte
immédiatement de 'égalité #~* = (#~")%- 2%, et du fait que K, sous-
annean de K, est stable pour la multlphcahon '

= 1. Alors K,
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On démontre sans plus de peine les résuliunts guivants:

PropPOSITION (1.3). Seient A wn ennoai intégre, JX son eorps dox frao-
tions, et d un eniter 2= 1. Alors Ay, sous-anneav d6 A, ol doidemment
intégre, et admet K, comme corps des fractions.

PROPOSITION (L.4). Soit A wn anmcan locel didéal mapimal woeb do
corps résiducl F, e soit & wn enlier > 1. Alors A, est Tui-mdme wn enneay
local, didéal mamimal m N Ay, b il adimat kb, comime corps véyiduct.

ProposTITON (L5} Sodent AW, AW, ..., AW une formille finde o mi-
neaw, B Vanneaw produit [ | AL, et d wn entier i L. O @ adors By ] AD
(qulroment dit, la formalion do Ay comamuie awn produits divects fimis;
en ce qui concorne los produils direets quelcongies, volr e paragraphe
suivont).

Signalons encore un résuliat immadiat, mais (ol sera Cune inpor-
fance capitale pour la suite:

PROPOSTITON {1.6). Quels que soient A et d, Pannoow A est entier sur
son sous-anmeay Ag.

Démonstrafion Si acd, a est racine de X, polyndme uni-
taire & coefficients dans 4.

2. Le foncteur A > A, Hoit o un ondier 2: 1. La correspondanee
A > A, peut &re considérée comme un fonebeur covarinnt do la cabd-
gorie des anneaux. dand elle-méme: en effes, la proposition. (1,L), (i) montre
que si h: 4 — B est up homomorphisme d’anneas, il en résulic eanoni-
quement, par restriction de h & Ay, un homomorphisme fg: Ay -» By
Ce foncteur A > A, trangforme évidemment tout homotorphisme ibjectit
(resp. surjectif) en nn homomorphisme injectif (rosp. strjectit), Lo hub de
ce paragraphe est d’étudier le comportement du foneteur A > Ay vis-ivis
des opérations de passage & la limite induetive ou projective. Loy rdrulings
obtenus  étant surtout mnégatifs, ot de toule fagon sans wbilité powr
la suite, le lecteur pourra sans ineonvénient sautor direcbement -an,
chapitre 2, ' .

PropositioN (1.7). Le foncleur A v~ Ay commiste aup limites i
tives filtrandes. : '

Démonstration. Compte tenu de la proposition (1.4), L suffit de
montrer que #i wn apneau 4 ost réunion d'une famille filtranto (A
do sous-anpesux, alors l'anneau A, est lui-méme réunion de lw foumille
(4D); or, ceci est évident. : _ -

RevarqQuE (1.8). Bun revanche, lo fonetour A > Ay ne commute
pag, en général, aux sommes directes, méme Linies, ni o fortiori nux
limites inductives queleongues; on peut le voir sur Yexemple suivant
(rappelons que dans la catégoric des anneamx, somme divecte == produit
tensoriel gur Z): prenons A = Z[X), B = Z[Y], et d = 2; un caloul

iom

Sommes de puissances d-idmés dans um annesw commulatif 43

facile montre que A4, = Z[X*, 2X7, que B, = Z[Y¥*,2Y], et que 4,8 B,
= Z[X%, ¥*, 2%, 2Y]. Llanneau 4,®B, sidentifie alors & un sous-
annean de A®@B = Z[X, Y] (3 cause de l'absence de torgion, par
exemple); et cependant

2XY = X+ 1) X— T (4B B)y,
mais -
2TV ¢A,@B,.
Dol etfectivement S
A2®B2 == (_A@B)E

Venons-en maintenant aunx limites projectives; d’aprés la proposition
(1.5), le foneteur 4 - 4, commute anx produits directs finis; cormute-t-il
aux produits divects quelconques? Indiguons d’abord un résultat:

PROPOSITION (1.9). Elant donné d=1, les deux assertions sutvanies
sont équivalendes:

() le foncieur A~ A, commute aup produils directs quelconques;

(b) quand A décrit la classe de fous les anneauz, le nombre v{d; A)
reste bornd. .

(Noter que I’asserion (b) implique en particulier ceci: quel que soit
A, v(d; 4) < o) ‘

Démonstration. Prouvons d’abord gue (b) entraine (a}. Posons
B = sapw(d; A). Soit (A?) une famille danneanx et posons A = []4%;

4

il est hien eclair que
Afl < ”Ag).

Prouvons Vinelusion inverse: soit 4 = (z;) un élément du second membre;
par définition de &, il est possible, pour tout iel, d’écrire une relation
de la forme

71 2 4 ' 4
(1.9.1) & = m.f,l“—...'J[—m{’h"—ﬁ,:,h_‘_l—“...*——.'Ei’zh

avec des #;;¢A. Posons, pour tout § tel que 1<§<2h, ;== (mi)j)eA.
La collection des égalités (1.9.1) équivaut alors &

LA i a4 . "]
= ai+. o Wy Hapy

et cecl montre bien que wed,. : S _

Prouvons maintenant que hon (b)-implique non (a). Si non (b) est
vraie, il existe une famille d’anneaux (A (indexée par les entiers > 1)
et ayant Ia propriété suivante: ' :

(1.8.2)  Pour tout €3> 1, il existe un élément 2;e AR qui ne peut pas

glexprimer & l'aide de moins de ¢ puissances d-iémes.
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Posons alots ¢ = (z;) [ ] AP : montrons que we([[ 47}, (ol dvidemment
non (a), ¢o qu'il fcmt démontrer). Iin effef, dans le ens contraire, on pour-
rait éerire une relation de In forme

(1.9.3} & =€ ?/1 -ty "/.f’!“- oot O ?/rrfl

(les ¢; = 41, les y; ef] _31(” Soit alors £ un enfier strictomont supdrvienr
4 m: par projection des deux membres do (1.9.3) sar A(*’, on. oliondrait
une égalité de la forme

Y gl ath
Wy o= G |- y .’/t,z'*"* e Co i m s

(los y;;ed;); mais alors @ pourrait gexprimer & Puide do m -7 4 puds-
sances d-idmes, ce qui contredivait (1.9.2).

L proposition (L.9) étant dtablie, ln question rolative wux produits
directs dquivant & celle-ci: quand A déerit lo clusse de tous les anncar,
v(d; A) reste-t-il borné ¥ La réponye . est positive quand o == 21 nous ver-
rons en effet aw chapitre 7 que quel que soit A, w(d;.4) " 3; ainsi, le
foncteur 4 -» 4, commute aux produits directs queleonguos. En revanche,
pour ¢ > 2, nous ignorons la réponse: pour plus amples renseignements
concernant v{d; 4), se reporter au chapitre 7..

Quant & la question plus générale de savoir si le foncteur A > 4,
commute aux limites projectives quelcongues, colle demoure o fortior
. BIL SUSPEDs.

' Chapitre 2
DETERMINATION DE A; DANS CERTAINS CAS IMPORTANTSY

1. Détermination de %, lorsque % est un corps fini. Pour des raisons
de commodité, nous adopterons une notation qui nous resservira par
1a guite: :

D]iFINITLON (2.1). Somn‘n d un entier = 1, p un nombre premier, of
¢=7" (f=1) un nombre p-primaire, Nouﬂ clémg;ne’mns par le Hymlmle
[¢; 41 le plus petit nombre p-primaive p? ayant les doux propriéiés sui-
vantes:

(i) Texposant ¢ di‘vise Pexposant f;

(ii) le gquotient (p'—1)/(p?—1) divise Pentior d.

(Rappelons en effet que les asserbions g divise f ot p/—1 divise
p'~1 sont équivalentes.)

Nous aurons besoin d’autre part de ce résultat hien connu:

LeMMT: (2.2). Soient k wn corps fini & q éléments, of & wn ewposant = 1.
Alors, Vindiice (k*: &™) est égal & (g1, d), et Vordre de ¥ est done dgal &

(g—1)/(g—1, d).
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Dans ces conditions:

THEOREME (2.3). Soient & un corps fini & g éléments, ef d un entier
= 1. Alors, ky est égal au sous-corps de k contenant emactement [q; d] 6lé-
ments, ce gu'on peut éorire

kg = Figq.

Démongtration. &* est un groupe eyelique d’ordre g—1, et ses
Roug-groupes correspondent bijectivement. aux diviseurs de g—1. Par
ailleurs, si ¢ = p’, les sous-corps de % correspondent bijectivelnent gux
diviseurs de f. Les assertions g divise f et p’—1 divise p'—1 ébant
équivalentes, on voit done que, pour gu'un gous-groupe & de k* soit de
la forme k™ (k' étant wun sous-corps de k), il faut et il suffit que l’ordle
de & soit de la forme p’—1, g étant un diviseor de f. Comme k™ e
dordre (p'—1)j(p"—1 &) (lemme {2.2)) of que k; est le plug petit sous-
corps de k contenant %%, on a évidemment %, = w5y § &tant le plus
petit diviseur g de f fel que

(p'-1}/(p"—1, &) divise p"—
ou encore, tel gue
(o' —1)[(p°—1) divise (p'—1, d),
ce gui équivaut '
' — 1L} {p?~1) divise d.

D’ot le théoréme.
REMARQUE (2.4). La condition [p’; d] £ p’ est assez rarement véri-

~ fide; elle ne Pest en effet que g%l existe deux entiers g et & (b # 1) tels

que gh = f et que Pentier

P{h~l)ﬁ_|_p(h—2)ﬂ’_|_. S 130‘ 41

divise 4. Or, ceci impliqgue évidemment les deux inégalités

(2.4.1) ' p<d,
(2.4.2) P < &,

ce qui, pour d donné, n’est possible que dans un nombre fini de cas. Cette
remarque conduit d’aillenrs an résultat suivant (démontré différemment
par Tormmheim (voir [26], p. 361), qui ne donne pas la détermination de %;):

Prorosrrion {2.5). Powr d donnd, il w'ewiste quw'un nombre fini de
eorps finis k tels que %oy + k.
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Voici la sitnation la plus simple olt Uon ait &y # k:

ExEMpLE (2.6). Prenons & = Fy et d = 3. On o alord [4; 3] == 2,
done fy = I, # k. Bt en cffet, dans k, tout élément 2 non nul vérifie

1a relation .
-1 3 . .
A I

drot k% = {1} et &y = {0, 1} = Fy.
9. Détermination de A; lorsque A est une algébre sur wa corps infini K.

LEMME (2.7). Soient K un corps (find ou non) de caractéristique p > 0,
A une K-algébre (commuitative et unitaire, biet entendu) et ¢ un awposant = 1,
ot mon divisible par p. Disignons par o la fonolion trdticatrice & Buler, ef
posom‘

L= gle), mo=ptel.

Alors, si le groupe multiplicatif E™ gst dordre = m—1, on o Pégalité

A, = 4.

Démongtration. ¢ n’étant pag divigible par p, m est muliiple do e.
Osci implique Vinclusion A4, = A,, et il sulfit par conaéguent de prouver
Végalité A, = A. Soit alors # un Glément quelconque de 4. Cholsissons
des GLOMENTR %y, Uy, vory Uy Ao K toly que w5, ..., Uy solCDY
des éléments distinety de K™ c’oxt possible, par hypothise sur Pordre
de K*; dans Didentité du théordme (8.4) (appendico), faisons alors X = w,
U, = {j =1,2 ...,m—1); Pégalité obtenue prouve que & ed,,, ot 1o
lemme est démontré. _

THEOREME (2.8). Soient K un corps infini @ewposant coroctéristique
(queleongue) p, A une K-algébre, et & un exposant (divisible ou mon par p).
Herivons & = p"¢ avec (p, e} = L. Dans ces conditions, on a Végalilé

‘Ad = Am‘r.

Démonrtration. Sip =1, Pégalité & prowver ge réduit b Ay = 4,
e qui résulte immédiatemment de (8.3) (appendice), puisque @l osl inver-
sible dans K et done augsi dang A. 8i p > 1, on a évidemment 4, = (A"
il suffit alors de prouver que A, = 4, co qui résulte du lemme (2.7),
puisque K est maintenant supposd infini.

COROLLAIRE (2.9). i K est un oorps infini danposant caraoléristique
D, 6t si @ = p"e avee (p,e) =1, on a Végalité

K, = KV,
En particulier, si K esi parfait infini, on o, quel que soit Vewposani d,

K, =K.
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REMARQUE (2.10). 11 est clair que (2.8) et (2.9) restent vrais lorsque
K est un corps fini, mais “suffisamment grand®,

Le théoréme (2.8) permet 'étude de Ia congervation de certaines
propriétés d'un anneau intégre A par passage i A4,.

ProrosITIoN (2.11). Soient A un anneay infégre infiné, K son corps
des fractions, p Vesposant caractéristigue de K, et d un entier = 1. Posons
d=p"e avee (p, e} =1 8 Vannegu A est intégralement clos, les deuw
assertions suivanies sond éguivalentes:

(a) Ay est lui-méme intégralement clos;

(b) Ag est bgal & A, _

Démonstration. L’application z - 2% est un isomorphisme du
triplet (4, 4, K) sur lo triplet (4, A7) E¥). D’aprés le eorollaire (2.9),
on & KY = Ky; mais K, est le corps des fractions de A4, et A est entier
sur 4,. L’isomorphisme en question montre done que A est entier sur 4,
et qu’il est intégralement clos (dans K® == K,): le reste de la démon-
stration est alors évident. ' S

COROLLAIRE (2.12). Mémes donmées el notations. Si A est un anneawu
de valuation (resp. de valuation diserite, de Dedekind, factoriel, principal),
les deuw assertions swivantes sont équivalentes:

(a) Ay est lui-méme de valuation (resp. de valuation diseréle, de Dede-
kind, factoriel, primcipal); : . '

(b) Ay est égal & AY",

Démonrtration. Il suftit de remarquer que chacune des agsertions A
de valuafion, de valuation diseréte, etc. ..., impligue l’assertion 4 inté
gralement clos.

3. Etude de la condition 4; = A pour un annean local 4.

THEOREME (2.13). Soient A un anneau local, m son idéal mawimal, k
som corps résiduel, p la caractéristique de k, ef soit d'outre port d un entier = 1.

(i) 8¢ A est séparé et si p divise d, les deun asseriions suivantes sont
équivalentes:

(a) 44 = A;
(b)Y by =%, ¢t m= pA, _
(ii) 8% A est hensélien et 86 p ne divise pas d, les deun assertions sui-
vantes sont dguivalentes:
(@) 44 = A3
(b) kg = k.
Démonstration. Prouvons la premiére partie du théoréme, of
montrons d'abord que (a) implique (b). L’égalité de A4, et A implique *
évidemment celle de &y et &; reste & prouver Végalité m = pd: or, consi-
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dérons Vannean local B = AfpA; il est sépard, il f PUTT GOrpH réﬁif]sugl ;’f'
ef, d’aprés la proposition (1.1), il satisfait a.mga,m,u By = 8 1, fft(.)ﬂ:.mr]
puisque p divise d, on a B, = B, et méme, poisque B est de mw’zwl.m‘m‘-;l L
p, B? = B (B" désigne l'engemble des #? pour ¢eB; notony qu’on a 'mauet’.-
sairement p > 0, puisque p divise d; p est (1011(5' Poxposant ¢ el.rm.:tu-
ristigue de k). Désignons alors par n l'idéal Infi,xmmzb] n/pA q_ﬂ ,BA: ,,H] 1;?
est la puissance p-idme (an sens habituel) de 1’1{].6‘@1 T, la I‘ﬂ]élu;lil()].’.j BY e [
montre immédiatement que n’ = mn; par itém‘[um*h, on dédnit ,(10 .Iu
que, pour tout entier positif k, on a dgalement w1ty ol Pégalite

;
) =1,
Te=tb

Mais comme B est sépard, ceci Implique 1 == ¢, done m == p4d, _(J.(;!.T’I#‘.ﬁ!).
Montrons maintensnt que (b) impligue (a). On pout derive d! e= pheg

avee (p,e) ==1; comme Pentier ¢ esh inversible dany DPannean A, coel

implique Iégalité

(*) Al A = p" 4.

Soit alors # nn élément gquelcongue de A; % désignant son image dans
le corps résiduel &, on a par hypothdge B eky; dong il existo y, edy tel que

Maintenant, on peut recomamencer pouwr @; ¢6 guw'on a fait pour 2, ef
itérer n—1 fois ce raisonnement. On arrive en ddéfivitive & une ddeonpo-
gition
@ = Yy Pt P et b 07 0

AVEC Yy, Yo, «rv, Upnsdy 66 @, <A, Mais chacun des p* (= 1% 1%}, 4-1¢
(p" fois)) appartient & 4, De plus, d'aprés () ot (8.3) (appendice), on
a également p"w,ed,;. Dol finalement ved;, et 4; = 4. (On notera
que L'hypothése de séparation n’est pas intervenue dans cefbe pariie
de la démongbration.)

- Venons-en & la deuxitme partie da théoréme: le fait que (a) implique
(b) est évident, & étant un quotient de .4; et le fait que (b) mplique (a)
résulte du pecond des deux lemmes sulvents:

Ly (2.14). Soit 4 e anncou Tocal hensélien d'idéol mamimal m
ot -de corps vésiduel T Solent p la caractéristique do %, of @ un ontior non
divisible par p. Alors, towle dgalité

 E=al{talt el
ot @ est unm élément inversible de A, ol m et un enlier = 1 queliongue, ol

les ¢; sont des coefficients égavw & -1, et ol les & sont des Eléments queloon~
ques de T, peut 8¢ relever dans A en wune égaléid

a
@ = el eal-t... fo,0%,

avec By = &1, By = §yy .oy By = Lo

@
:
icm -
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Démonstration. Puisque » est inversible dans 4, % n'est pas nul,
et on peut toujours supposer gue 1, par exemple, est Iui-méms différent
de zéro. Solent alors z,; z,, sooy @y, des dléments de 4 tely que By = &,
Ty = fay000, 2, = &,, et considérons dans A[X 1 le polynéme

P(X) = 6, X+ eyaf+ gy 4. .} 6,08 — .

Réduit modulo m, ce polynéme admet & pour racine, et cette racine est
simple: ear F' (&) = de &Y, et £ 5 0, pfd. 4 étant hiensélien, il existe
done x, tel que %, = &, et que Flz,) == 0, ce qu’il fallait justement démeont-
rer.

Levve (2.15). Mémes hypothéses qulan Temme précédent; désignons
por m DUhomomorphisme canonique A - F. On a alors Dégalité

Ay = 77 (k).

Démonsfration. Soit 2 un élément de A tel que m(m)eky. S
est inversible, le lemme (2.14) montre immédiatement que zed;. Sinon,
1—2 est inversible dany 4, et #(l—a) = L—m{w)eky; dome 1—med,,
et ici encore ¥ = 1—{l—-ax}ed,.

REMARQUE (2.16). Conservons les hypothises et notations du lemme
(2.15); le type de démonstration employé montre également que

u(d; 4) = u(d; k);
v(d; k) < old; Ay <o(d; k) 415
w{d; k) < w(d; A) < w(d; B+1.

REMARQUE (2.17). II est facile de voir que le théoréme (2.13) reste
vrai gi on y remplace les agsertions 4, == 4 et kg = I par les assertions 4
est de type fini sur A, et & est de dimension finde sur kg, '

REMARQUE (2.18). 8i un annean local gépard 4 de carachéristique
résiduelle p > 0 satisfait & la condition m — PA qui intervient dang I
premidre partie du théoréme (2.13), 4 possdde les propriétés suivantes:

¢’ept un, annean noethérien, de dimengion de EKrull £ 1; fout idéal
nen nul de A est de la forme p™4, pour » convenable; si A est sans
torsion, 4 est un anneau de valuation diseréte absolument non-ra-
mifié; sinon, 4 est un anneau artinien (un corps si p4 = 0).

Venons-en au résultat le plus important de ce paragraphe:

TuforEME (2.19). Soient A un anneau de valuation diserite, K son
corps des fractions, m son idéal mazimal, k son corps résiduel, et p la carac-

" Acta Avithmetica XVILL 4
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téristique de k. Supposons K de caractéristique (}.’Al_o',“h", qme! qire soit Vewpo-
sant d =1, les deun assertions suivandes sond dquivelendes

(a) 4g =4; L ' o

(b) g ==k, ot de plus, si p divise d, A est absoluwment non-ramifié
(Pest-d-dive m = pA). o o

Démonstration. Si p == 0, ou hien si p > 0, mads si d << P, d} ol
inversible b Ia fois dans 4 et dans k; comple 'h@u de _(.8.3), o a done
alors Ag = A et kg = k; comme de plus il oxt mqu.mﬂnl,ﬂu'dmm 6 CuH
que p divise 4, il n'y a en fait rien a démontrer. ) o

Supposons done maintenant p > f) ab d p. Alors dl _(Nf 111‘\:1;4}"41{(\
par p, dene d!.4 < m, et comme par aillerury d‘! A e, (‘fi()'ljl.]m’ll'H d xb]nf(..‘a
(8.3)), il suffit visiblement de démontrer ].’éqrflvulunum .t]‘t.': (u,) ’u't‘ (h) pour
Panmeau quotient A’ = A/d! A, qui est local, @idéal 1.n.anx31ml111 cu i fdl A,
et de eorps résiduel k. Mais A" enb géparé et ]l(ﬂillt‘s‘(":ll;alll. (par exenple,
parce que lidéal m’ est nilpotent); do plud, les 0011(11111_01’1:4 m == pd ef
m' = pA’ sont équivalentes; 1’équiva.10nce.fle (%) _(5'1; .(])) révalte alors de
(2.13) (i), si p divise d, et de (2.13) (i), s p no divise pas d.

Le théordme (2.19) nous permeitra de donner, par glu'ha.l.isad'.ion‘.,
une condition néeessaive ef suffisante pour quun annea Lentiors algéhbri-
que's A satistasse d Dégalité A, = A (chapitre 4, théovdme (4.11)).

Chapitre &
STABILITE DE LA FINITUDE DE A/4dg

1. Pagsage & une extension de type fini. 81 4 et wn. anneny, o;.l; d ur
entier 2 1, nous avons déjh noté que A est entier sur 4;: les conditions 4
ast une Ag-olgibre de type fini ot A est un dg-module de type fend gont dong
équivalentes, et Vassertion A est de type fini sur A, ne prémn:he don
ancune ambiguité, Notons d’autre part que §'il existe une forme dingonals

o X, X A, XY
universelle pour A, c'ent-d-dive représeutant tout lément do 4, alows
est de type fini sur Ay oar (G, dg, ..., y,) o8 dvidemment un gyslita
générateur de A sur Ag; inversement, il est facile do voir que #i 4. od
de type fini sur 44 et si deplus v(d; 4) < oo, il exinte wne forme diagonal
de degré d universelle pour 4.

PROPOSITION (3.1). Soient A wn ammeos 6 @ wn entier > 1. Soié @ty
part B une olgtbre de type fini sur A. Alors

(i) 8% A est de type fini sur Ay, B est de type fini sur By,

(i) 8% de plus Panneau Ag est noethérien, B, est une algibre do 1yg
fini sur Ag, done wn anneau nocthérien.

(Bhy g veny Gpped)
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Démonstration. La proposition est évidente si B est un gnotient
de A; on peut done se ramener au cas olt B est une algdbre de polynémes

- sur 4, et méme, par récurrence, au cas oi B = A[T]. On a alors le dia-

gramme ci-contre, ou les fléches représentent des inclusions. B = A[T]
est un module de type fini sur A[T7], il esb engendré par 1, 7, ..., T*;

B
T
A *‘WT*‘> A[TY

N
Ag——— > A4[Ty]

de méme A[T%] est un module de type fini sur ATT%, il est engendré
par n’importe guel systéme générateur fini de 4 sur A;. Mais dans ces
conditions, B est un module de fype fini sur 4,[T?] et a fortiori sur B,
ce qui prouve (i), '

Passons & (ii): 4, est noethérien par hypothése, done .A4,;[T?] est
noethérien, et B, de type fini sur 4,[7?9], est un 4,[T%]-module noethérien.
Son sous-module B; est done de type fini sur A;[T%], comme module
et a fortiori comme algébre: maiy ceci implique évidemment que B, est
une 4;-algébre de type fini, et en particulier, 4, étant noethérien, que. B,
est Ini-méme noethérien.

REMARQUE (3.2}, On se servira le plus souvent de (3.1) dans le cas
oii A est noethérien el ol 4; = A.

LxEMPLES.

1) A =2Z;

2) 4 =nun corps premier; .

3) A =un corps algébriquement clos;

4) plus généralement, 4 = un corps parfait infini;

5 A=1Z,. : ,

Tous ¢es anneaux sont noethériens; la condition 4, = A esh satis-
faite en 1) et 2) parce que A ne contient aucun sous-annesu distinet de
Ini-méme; en 3), parce que tout élément de 4 est une puissance d-idme.
I égalité A; = A pour 4) et 5) a &té prouvée au chapitre 2 {((2.9) et (2.13)).

Cela étant, la proposition (3.1} donne par exemple les résultats sui-
vanty (4 est un entier quelcongue > 1):

COROLLAIRE (3.3). 84 A est un ordre d'entiers algébrigues, Az est noethé-
riem, et A est de type find sur 4,.

(Naturellement, i1 est plus facile de le voir directernent; en faif, 4,

est Ini-méme un ordre d’entiers algébriques, qui a méme corps des frac-
tions que 4.)
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COROLLAIRE (3.4). Soient & wn corps parfait et A wne alglbre de type
fing sur k. Alors Pannean Ay est nocthérien, A est de fype find sur A, ol A,
est une h-algébre de type find, :

(La conclusion 4, = A est en fait valable méme si & v'est pas par-
fait: car IC est alors infini, et dans ee eas, Az A (on Ganh gutannenu)
quoique, en général, 4, # A (voir théoréme (2.8).)

CoronrArm (3.5). 81 A est un anneoan Peadiqgue, Ay ext an anneay
noethérien, et wn Agmodule de fype find.

(On en dira davantage sur d,, dans le cas Powdigue, an paesgraphe
suivant.)

Tnsérons iel wn résaltab trés pacliculier:

PrOPOSITION (3.6). Soient p wn nombre promier, k- F, le corps pre-
miey & p déments, A Danneaw de polyndmes B[N, ob d wn entier nen diod.
sible par p. Alors, A, est nn sous-espace veetoriel de A (sur k) de sodinension
finie:

diny, (A [ Ay) = (d-~1)%

Démongtration. Le fait que .4, soit un ospace veetoriel sur &
tient & ce que & = k; = 4,. Donnons un lermme:

Levme (8.7). Awvee les hypothéses ci-dessus, lowt polyndme apparte-
nont & A est congric (modilo Ag) & un polyndme de degré < d(d--~1).

Prouvons lo lemme; quels que soient les entiers s of % sabisfaisant &
nz0,1<msd—1, on pout éerive, par I formule du binbmae,

(l + Xm)f; .XM - ..vwd, _’_. a X:w: nid ”|“- .. _|_ i Xm(rz 1} [l I“ _Xwni |—'n,t.t;

mais (L4 XM xmdiate 4 - comme d, non divisible par p, est inver-
sible dans &y = &, of que m{d— 1)+ nd = (m-bn)d—m, on dédnit ile 1
un prexmier résulbaf:

(*) Il existe un polyndme Py, ygm-i(X), d6 dogrd =< (m 4 n)d—m--1,
ol tel que

xom - w P{w-k-|-n)ti-~'1‘ib--1 (-Y) (Ill()(]. A,:’!,) .

- Pour démontrer lo lemme, il suftit alors e p‘i’nuwr qile, quel que
soit g2 d(d—1), il existo un polynéme ¢, ,(X) do dogré « ¢--1. ot tel
que : '

X ws @y (X)) (mod Ag).

Si g est multiple de d, il sutfit de faire ¢, , = 0. Binon, derivons g — bd--
+r (Lgr<d—1), et posons

me=da&—r, n=btr+l—~d.

H

e
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On a bien 1< m<d—1, et #2 0 (4 cause de Ihypothése ¢ > d(d—1))

et on constate immédiatement que ’

(mt-n)d—m = bd-+r = q.
Compte tenu de (*), il suffit alors de faire
Gr;—l = L1

Le lemme est démontré; il prouve que Vespace-quotient 4 /4, est engendré
par les images de 1, X, X7, ..., X901 Maig ¥4, X2, | x@-2a o4
dans A, et ont done une image nulle dans A/4,. Finalement, A/A4, est
engendré par les images des (4-—1)° monémes X, X7, ..., ¥%1 xor
, X2, At L, XN 0,QUR.D. 1

Exumpre (3.8). Supposons p =2 et d = 3. Nous nous intéressons
aux sommes de cubes dans F,[X] = 4. La méthode exposée ci-dessus
donne le résultat snivant:

pour que le polynéme P(X) = 3 o, X* appartienne 4 4,, il fa:ﬁt ot
0 :
il suffit que

g{’ Gy = Gy + o+ a, a4, =0,
LR

Notons que P i~ 3 a; est une forme -lindaire non nulle sur A. L°énoncs
340

* ci-dessus équivant & dire que Ag est le noyaun de cette forme lindaire.

Dans ce cas particulier, on a done dim,(4/4,) =1 < (3—1) = 4,

REMARQUE (3.9). Si, dans (3.7), on supprime hypothése p ne divise
pas. d, eb 51 on suppose seulement k fing, on voit facilement qu'on obtient
I'énoncé suivant: : '

posons d = p"-q, avec (p,q) =1; alors A, est un sous-kg-espace
vectoriel de codimension finie dans %,[X?'7.

Hi an contraire on suppose k infini, le théoréme (2.8) montre que
ky =57 et A, = P [X?].

2. Passage & un localisé ou & un complété.

Prorosrrion (3.10). Soieni A un anneau, & wn entier > 1 e § une
partie multiplicative de A, Si A est de type fimi sur Ay, S™'A est de type
fini sur (8714),. ' '

Démongtration. Si ()<, est un systéme générateur de 4 sur 4,
(@/1)cicy €36 un systéme génératenr de S§—TA sur (874),.

3

Ce régultat s'applique en particulier & un localisé.
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Tin ce qui concerne le passage & un complété, nous nous limiterony
au cas local. Nous prendrons les nobations suivantes:

4, anneau local; o, eubier Z= 1;

fit, idéal maximal de A;

1, idéal maximal de 4, {done 1= m N Ay);

ket kg, corps vésiduels do A ef 4,.

Par topologie de A (resp. A,), nouy enfendrony la topologie naturelle
d’anneau local, done la topologie n-adique (rewp, n-wdigque),

PrROPOSIEION (3.11). (1) La topologie de 4, ost plus fine que la lopologie
induite sur Ag par celle do A.;

(ii) &4 ces dewr to_polqgi@s sont bgates, on pewt (en  Wonbifiand AA,;
& Padhérence de Ay dans AY borive Dinclusion

(A)d < Ad,:'r

(i) St de plus & est wn corps find, st 4 est sépard, sim est de lype find
gt 86 v(d; A) < oo, on a plus pricisément

(A)g = 4g.
- Demonstration. (i) résulto de Finelosion dvidente
W emt A,
Prouvons gii): 8i ae(i),d, il existe ¢, 6y, vy €y, SgaUX & L1, of
gy by ooy By ed, Gely que .
&= a.rf + ¢, a'(zz PR am,a’;fb .

A étant dense dans fi, on peut, pour tout § de L b m, derire

a; = lima;,  (lesay,ed).
Alors Mm‘
L .
0w 11111(61_&;.,,,—}- | ema’m,u)
P00

a est limite d’une suite d’élémenty do Ay, et appartient done bien & 1 u,(lhé
rence Ad de 4,.

Démontrons (ifi). Je dis d'abord gue A esh précompact. Iin etfot,
est séparé par hypothése; de plus, quel que seit & 3= 0, m* est un ‘ltl('}dl
de type fini, done m*/m** est wn espace veolmml cle dimenyion finie
sur A fm =k, corps fini; Vindice (m*: ™) est done fini; et pav consé-
quent, quel que soit % =1, A/m™ est fini, d’ordre dgal &

Pl

IT (P m?Hy,

T .
Ceci implique que, si grand que soit #, 4 est recouvert par un. nombre

icm
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fini de translatés de m™, done que A est précompact. Soit alors aedy;
8i I'on pose ¢ = v(d; A), on a, par définition, wne relation dn type

aﬁllm(e”al,-l— ey, ,L),

les ¢;, = 4-1, les a; , e A. Mais le groupe discret D = {—1, 1} est compact,
aingi que A, puisque A est précompact. Llespace produit D?x (A4)7 est
donc compact, et on peut extraire de la suite

((31,1;: Copg ey 3«,1-): (a’l,v! By py evey aq,v))v;o
une sous-suile convergeant vers une limite
_ ((315323---1%),(@1: gy '--aaq))
(lex ¢ = 1, les a,eA). Mais alors, par passage a la limite,
6 = 6,09 eya8+... + g, a8,

dest-d-dire ae(d);, 0.Q.F.D.
Notons que, avee les hypothéses de (iil), on a

o(d; A) < v(d; A).

PROPOSITION (3.12). 8% Vanneau A, est noethdrien, et si A est de type
find sur Ay, la topologie de A, (la n-adique) est égale & la topologie induile
par o topologie de A (la m-adigue).

Démonstration. Prenons pour annean de hase A4 [noethérien) et
considérons 4, module de type fini sur A, et 4;, sous-module de A.
D’aprés le lemme &’Artin—Rees, il existe b tel que, pour tout g = A, on ait

(n94) N Ag < e {(h 4) N 4,
(voir par exemple [28], Vol. 2, p. 255, th. 4'), ef en particulier
(A N A4, c n?*,

Comme nd est m-primaire et est done un idéal de définition de la topo-
logie m-adique, ceci prouve gue la topologie n-adigue est moing fine
que celle induite sur 4, par la topologie m-adioue, d’ott la proposition.

Remarquons que les hypothéses Az noethérien et 4 de type
fini sur 4, impliquent 4 noethérien, ee qui implique 4 séparé et m
de type fini (soit deux sur quatre des hypothéses faites dans (iii)). Lep
propositions (3.11) .et (3.12) admettent done le corollaire guivant:

COROLLAIRE (3.13). Gardons foujours les mémes nolations. Supposons
A, noethériens
A de type fini sur Ag;
k fini, et v(d; .4) < oco.
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Alors )

(i) On & Didentification (ﬁfi‘),j = AA.,,,, ot de plus w(dy A) - »id; A).

(i) Hn partioulier, si A est supposé complel, Ay ost lwi-méme comple]
(pour sa structure wniforme naturelle amnea lneal). ‘

Voici une awtre proposition qui, dans une cerviaine mesure, wpporte

un complément & la préeddente:

TivhorEME (3.14). Mémes notations: Supposons A de walwation dis-
orile, d'indgales caractévistigues O ol p > 0, ef supposons k parfait. Alors
(1) dg est un avinean local sépard de dimension de Kl dyale & 1.
(i) A, esi un sous-anneau & la fois owserl eb formé de A.
(iif) i A est vomplet, A, est noethirien, et A esi de fype find suwr Ay
(dome, d’aprés (3.12), lo topologie de A, est induile par la topologic de 4),
(iv) 86 de plus & ost fing (aulrement dit, s5 A est un anican Padique),
o1 &

o(d; d) < oo,

(done, @aprés (2.13), Ay est wir annean local nocthérien complet do dimen-
sion 1). ‘

Démonstration. (i) 1l suffit de noter que A est enticr sur Ay et
que 4 est lui-méme local séparéd de dimengion 1.

(if) Soit ¢ Pindice de ramification absolu de A, ol soll p* Lo plus
haute puissance de p divisant d!. La relation d! A < g wreerit loi

\ Pl A e Ags

elle prouve que 0 est un point intérieur de Ag: le groupe additif A, (el
par conséquent annean A;) est done d la fois ouverl of fermé duns A.
o .
(i) Posons
. ksl k oest infini;
o = o .
le corps premier F, sinon.

Désignons par W (resp. W) Pannean dox vectours de Wikt sur kg (vosp. &)
(voir par exemple [24], p. 49). A dtant maintenant Aapposd complod,
W, et W g'identifient & des soug-annesux do A, oo pout derive W, =

= Wea A Or, West de typo ini sar W, (et mébme lileo, de g (ke Iy

A est Ini-méme de type fini sur W (et mime libre, do rng o). Ainsi, A

est un Wymodunle de type fini. D'autre paxt, on # (ky)y = R olosl
évident si Fy est le corps premicr; sinon, &y ==k, parfait infini, ot cely
1‘ésulfne alors de (2.9). De plus, W, est absolumont non-ramific; le théordme
{219} nous permet alors d*éerive (Wi)y = W,. BEnfin, W, exti évidemment
noethérien; nous pouvons done appliquer la. proposition (3.1) & 4,
Wyalgébre de type fini, et Vassertion (ili) ge trouve démontirde.

e AZ R A S

BT

AR

BTSN

e
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(iv) L’identité (8.2} (appendice)montre que tout élément de Pidéal
d! A =m" {voir la démopstration de (ii)) s’exprime a Taide de

= d—1 i
23 (%) =2
L=}
puissances d-iémes. On en déduit facilement que

TJ((Z; A) << Q{J—Q—QJ((ZS .A/m““).

Mais A fm™ ext un anncan fini, @olt évidemment v(d; 4 /m®) < so; donc
aunssi v{d; 4) < co, C.QF.D.

Le théoréme (3.14) nous renseigne assez bien sur la structure de 4,
lorsque 4 est un annean P-adique: notons que i Az # A (ce qui peut
se produire: voir (2.19)), 4, n’est pas un annean P-adique, faute d’stre
intégralement clos. :

Chapitre 4
LOCALISATION ET GLOBALISATION

1. Généralités; passage 2 un amneau de fractions. Notons d’abord
un résultat déjdh vu, mais qui nous sera particulitrement utile dans ce
chapitre et le guivant: .

THEOREME (4.1). Svient A wun anneau, et d un entier = 1; Panneaw A
est entier sur son sous-anneau A, .

Démonstration. 8i aed, ¢ ext racine de X9— a?, polyndme uni-
taire & coefficients dans ’anneau 4.

COROLLAIRE (4.2). § A est un anneau local (resp. semi-local), Panneon
Ay est lui-méme wn anneau local (vesp. semi-local); en partioulier, si A
st un corps, Ag est également un. corps. _

Démonstration. Voir par exemple [5], chapitre 5, § 2, n® 1, propo-
sttion L eb lemme 2. :

On retrouve ainsi, sans caleuls, certaing résultats du chapitre 1 (ot
de toute fagon les calculs étalent restés implicites).

Venous-en. & Pétude du passage aux ammeaux de fractions; dans -
tout ce paragraphe, nous utiliserons les notations suivantes:
Nomrarrong (4.3). A désigne un anneau, d un entier > 1, et § une
partic multiplicative de A; on pose
' T==8nAdy;

Sd = {Sal SES}.
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. . : "
T1 est elair alors quon a la double inclusion St T = E{, ol que 8% ot
sont des parties multiplicatives, & la fois de A, et de A, En outve, si e,
on peut éerire

gd—1_y _ 4 d 0

[fl l'd =t o 8 ,
d’olt un igomorphisme canonique

(Sd)ﬁl An', o= Thml f-l-m

{voir [B], chapitre 2, §2, n°3, proposition 8); de méme, on puul derive
les isomorphismes canopiques suivants:

(891 A =T A =8 "4,
Cela étant: '
TagoriMe (1.4). Avee les nolations {4.3):

(i) Pour tout Elément x = aft do T A, appclons flo) Véldment
ajt de 8714, alws fix) ne dépend effectivement qu,a de ®, et won du couple
(@, t) servant & veprésenter .

(il) Lapplication f est un homomorphisme injectif do Danmeau 11 A,
dans Danneaw S 4.

(i) L'image de f est égale & (87 A4),, do sorte que [ définil wn isomer-
plidsime canonique ‘
A, o (871 4),.

(Le plus souvent, nows identifierons purement et sémplemont ces dewe an-
HeAUD. )

Démonstration. (i} eb (i) so vérifient par un simple calewl b la
main; on peut dgalement ubiliser les résultats do [0], Jou. ¢if.; prouvond
maintenant (iii); tout d’abord, on a

FIA) e (87 Ay

soit en effet @ = aft (acdy, teT) un élément de T'4,5 on peul Péerire
w = @t % of commo wed,, e, eb que 4, esh un annea, on a al* e d g
d'ott une deriture

=t ZB;’ a‘;_i!' (10H by == .,k11 loy {I;JEA).

Bt on constate alors que flu) == 3¢ a; , done que Fle)ye(§ 1Ay,
Inversement, on. a Uinclusion

(872 A), = f(I 4,);

en effet, soit y = 3 g;(a,/s;)" (les 6; = -1, les a;ed, lew 8;¢8) un lément

de {871 A)y; quitte & opérer wune réduction au méme dénominateur, on

peut supposer tous les s; égaux & wn méme ¢: mais y 8°éerit alors sous la
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forme ( Ye; af)/s% et comme le numératenr appartient & 4, et le dénomi-
nateur & 8% < T,y est bien de la forme f(2) pour un weT'4,.

ConrorLATRE (£.5). Soient P un idéal premier de A, et p Pidéal jwem@'er '
BN A, de A; au-dessous de P. Il ewisie alors un isomorphisme cononigue

(Aqs)d = (Agy-

Conservons les notations (4.3); comme 7' est une partie multiplicative
de Yanneau A4, on peut envisager Pannean de fractions T~ A, Mais d’autre
part, A peut &tre considéréd comme une A -algsbre, et on peut, par Popé-
ration de passage au module de fraciions, en déduire une T A -algébre
T-' A. En fait, les deux anneaux T~'4 ainsi obtenus sont canoniquement
igsomorphes (ou méme égaux: tout dépend de la définition choigie pour
la notion de module de fractions) et il n’y a done aucun risgue de con-
fusion. Bt on peut énoneer:

ProrosITION (4.6). Avec les notations (4.3), ¢ ewisie wn isomorphisme
COMONIYUE .

S84 = {TA)®A.
44

Démonstration. Nous venons en effet de remarquer implicite-

ment que

T4 = (T4 4,
Ag

eb nous avions neté préeédemﬁlent gue T7'4 ~ 814,
COROLLATRE (4.7). Mémes notations quw’au corollaire (4.5). I ewiste
alors un isomorphisme canonique
Ay =~ (4,),R4.
g

2. Le théoréme de globalisation.,

TrioreME (4.8). Soient A un anmeow, ¢f @ un entier = 1. Les rois
wssertions sufvandes sowt éguivalentes:

(a) dg = 4;
(1) Quel gue soit Pidéal premier P de A, on a Pégalité
Ay = Ay; |
(¢) Quel que sodt Vidéal maimal _STR de A, on o Pégalité
{(dmla = Ay .
(B d'outres lermes, lo condition Az = A passe du Tocal aw global.)
Démongtration. (a) impligue (b) en raison du corollaire (4.3).

{b) implique {¢) parce que tout idéal maximal est premier. Reste & montrer
que (¢) impligue (a). Pour cela, déslgnons par u l’homomorphmme d’mclusmn
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A, - A, que nous considérerons comme un homomarphisme de A amodules:
il s’agit de prouwver que u est bijectif, ce que nous allons fam'ﬂf par passage
du local au global. Notons d’abord qu'en vertu de la théorie du reléve-
ment des idéaux premiers (voir par exemple [5], chapitre 5, §2), le fait
que A est entier sur 4, prouve que tout idéal maximal m de 4, est de la
forme M N A, ot M désigne un idéal maximal de 4; et on a, 4, désig-
nant la localisée de la A,-algébre A par rapport & Iidéal maximal m de 4,4,

Agy =~ Am:

(eas particulier de Pisomorphisme T7'd o~ 874 vu plus haut). I hypo-
thége (e) implique alors ceci: quel que 5011; m, idéal maximal de 4, I’homo-

morphisme canonique (dy), — 4, est un isomoerphizme (noter gne

daprés e corollaire (4.0), Vannean (dg); S'identifie & Uannesu (4,),).
Avec les notations de [5], chapitre 2, § 3, n°3, ceci peut encore se dire:
quel que soit m, idéal maximal de A,;, ’homomorphisme 2, est hijectif;
il sattit alors d’appliquer le théoréme 1 (loc. cit.) pour conclore que 4w
Iui-méme est bijectif, C.Q.F.D.

Ce théoréme (4.8) sera utilisé au paragraphe 4 pour délierminer
& quelles conditions un annesu d’entiers algdbriques A subistait & la
relation 45 = A. :

3. Le cas intdgre. Supposons maintenant A intdgre, de corps des

fractions K; les divers anneaux envisagés ci-dessus: 4., 804, I 4,
ete..., sont alors des sous-anneaux de A, ef ley isomorphismes de la

“théoréme (4.4) et du corollaire (4.5) sont des dgalitéy de sous-anueaux

de K. En particulier, faisons, dang (4.5), B = {(0); nouy obienons
PROPOSITION (4.9). Si A est un anneaw intégre, de corps des ﬁ*dntdows XK,
le corps K, coincide aveo le corps des fractions de Uannean 4.
On retrouve ainsi un résultat déjh noté au chapitre 1.
De méme, le théoréme (4.8) devient, dans cette sitnation particuliére
PROPOSITION (4.10). Soient A wn anmeaw intigre ef & un ontier 3= L.
On a la double dgalité

Ay = OA\.U s Oflme:

P ot B déerivant respeciivement Densemble des bdéaw premiers ef Pensemble
des idéouwe mozimeny de Uanneaw A.

‘ 4. Application: condition A = 4 ;pour un anneau d’entiers algébriques A..
Solent K wmn corps de nombres algébriques, 4 Ianneau des entiers de K

et D Je discriminant de K. Pour tout idéal premier i non nul de A,
désignons

par pg la caractéristique du corps remduel AP, .
par ey Vindice de ramifieation e(9) Pg);
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par fy le degré vésiduel f{PB|py),
par NP le nombre d’éléments du corps résiduel 4/9;
on a alors évidemment NP = plP

TrrtoriME (4.11). Soit d wn entier > 1. Awee les conventions ci-dessus,
les frois comditions suivanies sont dquivalentes:

(2) 4 = Ay

(b) Pour tout idéal premier B non nuly, on a AP = (A[P),, of de plus
si Py divise d, on @ eg = 1.
(€} D et d soat premiers enire euw, et de plus, si py < d, on & [NB; d)
= NP. : _

(Pour la notation ufilisée & la dernitre ligne, voir chapitre 2, défi-
nifion (2.1).)"

Démonstration. L’équivalence entre (b) et (¢} résulte

— du lien enire diseriminant et ramification (voir par exemple
[28], tome 1, chapitre V, § 11);

— du théoréme (2.3}, et du fait que A/P = Fyg;

— enpfin, de la remarqune suivante: si p > d et #i g est une poissance
gueleonque de p, alors [¢; d] == d.

I’équivalence entre (a) et (b) résulte

— du théoréme (4.8);

— du théoréme (2.19);

— enfin, du fait que, pour tout idéal plemler‘ non nul P de A4, le
localisé Ay est un anneau de valuation diseréte d’inégales eamcten,sthueq,
de corps résiduel isomorpbe & A/, et d’indice de ramification absolu
égal & ey,

Ce théoréme résout complétement un probléme posé par Siegel, et
angquel Bateman et Stemmler avaient donmé une réponse dans le cas
d'in exposant d premier (voir {2]).

Illnstrons ce résultat par denx exemples trég simples.

ExmmpLE (4.1%). Posons 4 = Z[4] et d=2; on a alors D = 4,
divisible par 2, de sorte que 4, £ 4; et on vérifie effectivement sans
peine que 4, = Z[24].

ExeMrLe (4.13). Posons encore 4 = Z{4], mais prenons mainfenant
d=3; on a toujours D = 4, de sorte que d et I sont premiers entre
eux; il v a deux idéanx premiers de A & envisager: d’mne part = (1--4)4
le seul pour lequel on ait py = 2; maig on a NP =2, done [NT; d}

=[2;3] =2 = NP, et dautre pa.rt P =34, le seul pour lequel on
ait pp = 3; mais on » alors NP = 9, done [NP; d] = [9; 3] = 9 = N
Le théoréme (£.11) montre aingi que 4 = 4;; ef de fait, on a —1 = *c 4,,
d’oti évidemment 45 = Z[{] = A
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Chapitre 5
CORRESPONDANCE ENTRE IDEAUX DE A ET DE 4,

1. Généralités. Soient 4 un annean, eb é un entier == 1. Ta question
gmivante se pose: ewiste-i-il une correspondance simple entre Vensemble
T4.(A) des idéauz de Vanneatt A, et Vensemble 1A (A4g) des idéaun du s0us-
ammentt Ag? .

A priori, on peut définir de fagon naturelle deux applications b et j
de Td(4) dans Id(4g): .

Papplication h: Id (A} = Td(4,), sera celle qui, & tout idéal a de A,

- fait correspondre son infersection a N .4, avec Ags

Iapplication j: Td{4) —Id(4,), sera celle qui, & tout idéal a de 4,
fait correspondre Pensemble des éléments de 4, de la forme

i1 4 i
ela’1+62a2+" ‘+emam

avee m > 1 queleconque, leg ¢ = + 1, les g;eq; cet ensemble est effective-
ment un idéal de 4, comme on le voit sans peine.

Notons que h == j en général: si d = 2 et 5i A est un anneau. de valu-
ation diserete d’uniformigante m, tel que 4 = 4, (voir le théoréme (2.19)),
on aura &videmment h(wd) = wd, mais j (zd) = 7”4, done h(md) 7 j(nd).

Tl ge trouve malheureusement que les applications h et j ne sont
en général ni injectives ni surjectives. Nous allons le voir gur des exemples:

L'application h w'est pas surjective en général. '

Démonstration. Remarquons que si aeld(d4g) est de la. forme

A N Ay (UeId(4)), on a S

ac(da) ndzcANnd;=uq;
il suffit done de trouver un exemple ol l'on ait
(*) (Aa) M Az F#a.

Voici comment on peut procéder: A étant un annesun intégre infini
de corps des fractions K parfait, et d un entier > 2, on & vu au chapitre 2
que K, = K, mais on sait hien qu'en géndral, A, # A. Supposons ces
conditions réalisées: il existe alors aed tel gue agd,; comme K est le
corps des fractions de 4,, on peut néanmoing éorire

a=>blg avec b,gedsq #0.
Je dis que Vidéal a = A, ¢<Td(Ay) satisfait & Dindgalité (*): en effet,

comme acd, que gea et que ag = beA;, on a

age(Aa) N Ay

icm

que M N A, == M2 n Az Cest possible:
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Mais agda: Vassertion agea impliquerait en effet Dexistence de a'cdy
tel que a'q = ag, s0it o’ = a, puisque A est intégre et que ¢  0; mais
on aurait alors ¢ = a'ed,, contrairement aux hypothdses.

EXEMPLE EXPLICITE, Prenons A4 = Z[{], anneau des enfiers de
Gauss, K = Q(4), d =2 (exposant) et g =2 (élément de H). Alors
A, = Z2i]; on a bien 2eAd, et on voit que a = {Zat+4bi| a, beZ},
De 15 Ia relation 2i¢a, alors que cependant 24 = i-2e¢(da) N A,.

Lapplication h n'est pas injective en général.

Démonstration, L’idée est la suivante: trouver un anneau A4,
un entier 3> 2 ef un idéal maximal M de A tels que M = D, mais

EXEMPLE EXPLICITE. Prenons encore A=Z [i], d=2, et faisons
M = (L-+4)4. Alors I* =24, et on a M¥c A® (cas particulier de
dt A < 4;); done

M=Pend,cMnA,

Maintenant, 0t O 4, esh un idéal maximal de A,: pour proumver que
M A, = M N Ay, il suffit de montrer que IV est un idéal maximal
de A,, sutrement dif, que A,/T est un corps. Mais '

A, = {a+bi| & queleongue, b pair},
IR = {a--bi| & et b tous deux pairs};

Panneaun A,/D> est done réduit & deux éléments: cest le corps premier
4 deux éléments, ce qui achdve la démonstration.

L’application § n'est pas surjective en général.
EXEMPLE. Prenons 4 > 2, et s0it 4 un annean de valuation diserédte

" d’uniformisante m, tel que A — A, (voir théoréme (2.19)). On a alors

Td(d) = Id(4,) = lensemble des =*A4 (n = 0). Mais j(Id(4)) est con-
stitoé senlement de ensemble des idéaux »™4 avee % divisible par 4.
Lapplication § w'est pas injective en général.
Exemrre. Prenons d = 2, et posons
B= Q[X, Y, U, V], anneau des polynomes & guatre indétermindes
sur le corps @Q; ‘
b — P’idéal de B engendré par les polyndmes X°— UY?, ¥0— v.Xe,
uv—1; _ ‘ '
A == 'annean quotient B/b, que on peut éexire @ [, 4, %, ¥] (@, Y, %, V,
images canoniques de X, ¥, U, V dans A).
On a alors A = A,, puisque A est une algébre sur @, corps de carac-
téristique 0 (voir théoréme (2.8)). De plus les éléments g et y? sont
‘associd, puisque 2 — uy® et y¢ == vo®. Mais du fail que jled) = *A
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ot j(y4) = 424, on voit alors que 24 et yA, idéaux digtincts, dounent
par § le méme idéal: j n’est pas Injective, C.Q.F.D.

Remarquons d’autre part que, alors gue Papplication & transforme
4videmment les idéanx premiers en idéaux premiers, ce n’est pas le cas
pour Lapplication j: dans Pexemple de Panneat de valuation diseréte
donné plus baut, Pidéal zd est premier, mais Pidéal j{wd) = 2%4 ne
Pest pas, puigg’on o choisi 4= 2. De ce faif, nous abandonnons dégor-
raais Papplication §, et nous nous intéresserons senlement & Papplication. b,
qui a le mérite d’établiv nne bijection entre Pengemble des iddanx pre-
miers de 4 et eelni des idéaux premiers de A,, ainsi que nous leo verrons
‘au paragraphe 2.

Notons enfin qu'on peut se poser le probléme suivant: si Uanncan A
est nocthérien, Uamneau Ay esi-il bgolement nocthérien ? Dans la plupart
des eas usuels, Ia réponse esf positive, comme le montrent les résulbats
du chapitre 8, et aussi du chapitre 2, parvagraphe 2. Toutiefois, dany le
cas général, nous ne savons pas répondre; l'absence de hijection naturelle
embre Id(4) et Td{4,) eonduirait & penser que l'on peut avoir gimul-
tanément A noethérien et 4, non noethdérien, mais nous n’avoos
&1 construire ancun cxempls d'une telle situation.

2. Correspondance enire jdéaux premiers.
TmioriME (5.1). LDapplication Pi->P A, est une bijection de
Pensemble des idéaun premiers de A sur Densemdle des idéouw premiers de Ay

Démonstration. Pour tout idéal premier p de A, notons g(p) -

Pengemble des zeA tels que 2%cp. Nous allons montrer que g(p) est un
idéal premier de 4 an-dessus de p, et que ¢'est le seul. En tout eas (voir
[51, chapitre 3, § 2, n° 1, théoréme 1) il existe un idéal premier P de A
tel que P N A,=p. Je dis que g{p) = P: carsi wed eb gl #tep, on a a fortiori
2% e, done wesP, puisque P est premier. Je dis qu'inversement, B < g(p):
car si e, on a A la fois a%eP of a%ed,, done a'eP N A, =y, et par
suite weg{p), par définition de g(p). Alnsi, g(p) = P (ce gui prouve que
g(p) est un idéal premier) et P == g(p) (ce qui prouve, g(p) ne dépendant
que de p, quil n'y & qu'un sewl P au-dessus de p). P> P N Ay ent done
Dbien bijective, et ¢ est la bijection inverse.

REMARQUE (5.2). Rappelons qu'un idéal est dit semi-premier §*l
est intersection d’idéaux premiers, antrement dif, 'l est égal & sa racine;

la démonstration ci-dessus prouve plug généralement que

I>Fndy, et i {o| wed of a¥ei}

sont denx bijections réciproques lune de l'antre entre l'ensemble des
idéaux semi-premiers de A et Densemble des idéanx semi-premiers
de 4,.
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Revenons an théoréme (5.1): les applications PP nd; et
p -+ g(p) sont manifestement eroissantes, ce qui permet de le reformuler
alnsi: ‘ :
THEOREME (5.3). Soit u Pinjection camonique A; — A. Alors Pappli-
cation continue
Rpec{u) : Spee(d) — Spec({dy)

est un homéomorphisme, dont g est U'heméomorphisme inverse.
Le théoréme (4.8) montre toutefois que » = Spee(u) n'est pas wn
iromorphisme d’espaces annelds (sauf évidemment si 4 = 4;).

3. Correspondance entre modules projectifs de rang 1. Donnons-nous
toujours un annean 4 et un entier d = 1; le théoréme (5.3) nows autorise
4 faire les conventions sunivantes, gqui zeront valables dans toute
la suite de ce chapitre: _

© CowvENTIONS (5.4). Nous identifierons Spee(d) et Spec({d,) el nous
poserons pour simplifier )

X = Bpec(d) = Spee(d,).

8i 2 est un point de X, noug noterons respectivement 3, ef j, = 3. N 4,
les idéaux premiers de A et .4, auxquely z s’identifie.
ILespace X est alors muni de deux faisceaux:

le faisceau structural de Spec{d), gue nous noterons 0, et dent la
tibre en tout w<¢X est ' :

]

£

=4

By _
le faiscean structural de Spee(4;) que nous noterons ¢, et dont la
fibre en tout zeX et

(Og) = (Aa)y,-

Enfin, nous noterons s et o5 les faisceanx constanty sur X égaux
respectivement &-4 et 4,

Cela étant:

PROPOSITION (5.5). Avee les conventions (B.4):

{i) 0; un sous-faisceau de 0.

(ii) Les faisceauw O, 0;, & o¢f =, sont liés par un isomorphisme
canonigue ‘

O~ ARY,
. . g

(noter que 0, £ et Oy sont des faisceaux de o7 gmodules). .

Démonstration. I’assertion (i) est évidente. Quant & (ii), ¢'est
une reformulation globale de (4.7).

Acta Arvithmetica XVIL1 . ' 5
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Nous allons appliquer ce qui précéde & 1’étude de la correspondance

entre modules projectifs de rang 1 sur A et sur A;. Rappelons que fio A .

est un anneau, on appelle groupe de Picard de A (notation: Pie {4);

voir [5], ehapitre %, § 5, n° 4} le groupe des classes de A-modules projeatify -

de rang 1.
THEOREME (5.8). Désignons par w Uhomomorphisme canonique @in-
cluston A; — A, ¢ par
i : Pic(d;) — Pie(4)

Dhomomorphisme correspondant, pour les groupes de DPigard. Dans ves
conditions, le noyaw et le conoyaw de @ sont des groupes de lorsion dewpo-

" sant d.

Démonstration. Sur X = Spec(4d,;) = Spec(d), congidérons o*
et 03, faisceanx des unités de 0 et 0, respectivement. On sait (voir [5],
loc. ¢it.) quion a des identifications

Pio(4) — H'(X, 0%},

5.6.1
(5.6.1) Pic(d,) = HY(X, O%).

Soit alors ¢ le faiscean quotient ¢* /¢4 La fibre de % aun-dessus de tout
xeX peut s'éerire, compte tenu de (4.5),

9, = A3 [{(Ag )i

¢’est un groupe de torsion d’exposant d, car (Aa = (As ¥, Le fait
que Iélévation & la puissance d-iéme commute Ala cohomolegle prouve
alorg que, quel que soit 'entier g == 0, le groupe H?(X, %) ext un groupe
de torgion d'exposant d. Ecrivons maintenant la suite exacte de cohomo-
logie aggociée 4 la suite 1 - @; — @ —% — 1. On peut en extraire le
troncon suivant

(X, %) % 5\(X, o) 3 B(X, o) 3 BU(X, %),
qui g'écrit ausai, compte tenu de (5.6.1),
(X, 9) 5 Pio(d,) -5 Pie(d) > B (X,®).

Or, on vient de voir que ley termes extrémes de cette suite sont des
groupes. de torsion d’exposant d: il en résulte immédiatement que kor (i)
et coker(%) sont également des groupes de torsion d’exposant d; C.Q.1.D

4. Cas intdgre: correspondance entre idéaux inversibles. Dans ce para-
graphe et dans le suivant, A désigne un anncau intégre infind (i 4, intdere,
est fini, ¢’est nun corps, aingl que A, et I'étude des idéaux inversibles
est triviale); K désigne le corps des fractions de A et p Pexposant caracté-
ristigue de K les conventions (5.4) restent en vigueur.
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Eerivons @ = p™-dy avee (p,d,) =1. 11 e% clair alors que o> 2
définit un iSOlTlOI‘l)hl&Hle de Ky, sur (Kd) = K4, isomorphisme qui
applique 4, sur dg; comme K, (1eqp Ifd) est le corps des fractions de
Ay, (resp. Ay, Vétude des idéanx inversibles de 4, éauivaut done & celle
des idéaux inversibles de 44, ce qui nous permet de supposer désormais
Pentier d étranger & p. Or, nous avons vu au chapitre 2, corollaire (2.9),
que si K est infini et si (p,d) = 1, I; = K. Nous nous sommes done
ramenés sang restriction de la généralité, & une gitnation ol les anneanx A
ot A, ont le méme corps des fractions K.

Cey hypothiges et remarques étant faites, rappelons (voir [5], cha-
pitre 2, §H, n° 6) que dans le cas intégre, le groupe de Picard Pic(4)
videntific au groupe #(4) des classes d'idéasux {(fraetionnaires)

‘inversibles de A; et de méme pour 4,. I homomorphisme 7 : Pie(4,)

— Pie(Ad) déduit de Vinclusion u: 4; — 4, sidentifie alors & 1’homo-
morphigme %(A,;) — %(4) obtenu de la-fagon suivanter & tout Idéal
inversible i de .4;, on associe A-{, idéal inversible de 4; d'ol, entre
groupes d’idéaux inversibles, un homomorphisme #, qui applique
en particalier le groupe des idéaux principaux de 4; dans celui des idéaux
principamx de 4 ; on prend alors Fhomomerphisme % (4,;) — €{A) coinduit
par 4.

Conservens pour cet homomorphisme la, notation . Le théoréme
{5.6) donne alors l'énoncé suivant:

PROPOSITION (5.7). Avec les hypothéses ef notations ci-dessus, le noyau
el le eomopaw de homomorphisme

i F(Ag) % (4)

sont des groupes de torsion d'exposant d.

Dans ce qui suit, nous garderony la notation Pic(d4), car il nous
arrivera, dang un méme diagramme, de rencontrer des anneaux intégres
et des anneanx nomn.intégres.

Aux hypothéses A intégre infini et d étrangel a p faltes an début
de ce paragraphe, nous en ajouterons une, valable également dans ce
paragraphe et dans le suivant: A sera supposé intégralement clos. Nous
utiliserons en outre les notations et conventioms suivantes qui complé-
tent (5.4): o _ :

CONVENTIONS (B.8). | désignera le conducicur de A, dans 4; b désig-
ners un idéal (quelconque) de 4 contenu dang f; b sera done aussi un
idéal de A,; B désignera I'anneau quotient 4 /b; on aura alors évidemment
By = 4,4/b. .

Les conventions (5.4) resteront en vigueur; en particulier, X désig-
nera toujours Lespace Spee(d) (= Spec(dg)); toutefois, on mnotera (ﬁl,
(0,) 5 et F les faigeeaux sur X notés précédemment @, ﬁJd et @ (= 0%/ 05).
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De plus, ¥ désignera l’espace Spec{B)} (= Spec(B,)) que l'on identifiera
an sous-espace fermé V{(b) de X (voir [5], chapitre 2, § 4, n° 3). Enfin,
O, (0;)y ot %3 auront, relativement & ¥, les significations correspondant
4 celles qu'ont Oy, (0z)x et ¥x relativement a X,

Cela étant: \

THEORIME (5.9). Le faisccan Fx est trivial on dehors du fermé ¥ = X
De plus, s restriction & ¥ est égale au faisceau Fy.

Démonstration. Soit #eX; supposons d’abord z¢Y. Cela signific
b & i, et a fortiori | & j;; le conducteur | rencontre la partie multiplicative
A Ni, de 4,5 comme A est 1a cloture integrale de A4, ceci hnplique (voir
[5], chapitre 5, p. 23, eoroliaire 4, (ii)) que le localist (4,);, esti intégrade-
ment clos. Mais (4dg);, a méme corps des fractions I que A“m, qui est
entier sur (4,); . Finalement,

et Gy, = 1; Iy ext effectivement concentré sur Y.
Supposons maintenant x¢¥, done b < f,. It est clair que

DAy = b(da),,
Big,m o2 Ay, [DAy
(Ba)gm & (Aa,/b(Aa),-

{(Rappelons que B = A/b). On a donc un diagramme commutatii de
Agmodules, & lignes et colonnes exactes:

i 1) 1

0 —B{Agy, — (daki, > (Bagm =0
0 1
0 0

Or, si L est un anneau local, a un idéal de I et A 1'anneau local quotient
Lja, on a la suite exacte de groupes multiplicatifs

1L o1+a—>IL* =A% 1.

Ce résultat, appliqué aux anveaux locauz du diagramme ci-dessus, donne
un deuxiéme diagramme (de groupes multiplicatifs) & lignes et colonnes
exactes (Pexactitude des colonnes tient en particulier & la définition de
Gy ot Fy): '
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1 1
1 t
Fxe Yy
1 t

1 -e-l—{-—f)Asw = Oy —+0p, =1
1 1

1 —=1-+0{ds), = (Gdxe > Oy > 1
1 b
1 1

11 est clair alors qu’il existe une fléche ¥y ., — %y, et une seule ais-
sant le diagramme commutatif, et que cette flache est un isomorphisme:
d’olr le théoréeme. _

CoROLLAIRE (5.10). Quel que soit Penlier q= 0,

HYX,%y) ~HY Y, %y).

COROLLAIRE (8.11).. On a, dans la catégorie des groupes commutatifs
le diagramme commutatif swivant, & lignes exactes:

&r
1 - BY o+ B* - HYY, %) = Pic(B,) — Pic(B) »H'(Y,¥y)
R U I !
1> A5~ A* 5 HY(X, 9y) -5 Pic(4,) — Pie(4) > H'(X, ¥x)
Démonstration. Tl suffit d’écrire le diagramme & lignes exactes

1> (0% > 0% > %, 1

1 oot
1—>(@d)§{—>(9}—>§x -1,

de passer aux suites exactes de cohomologie (Limitées au degré 1), et
d’appligquer le corollaire (5.10) et les identifications telles que

H(X, %) ~ 4",

HY X, 0y) =~ Pic(4).
Nous allong indiguer deux applications des résultats précédents.
Premiére applicaiion. _
PROPOSITION (5.12). Soit A un anmewu intégre, intégralement clos et

infini. Conservons les conventions (D.8). ‘
8i B* = B}, et si Pic(4) = Pic(B) = 0, on a Visomorphisme sui-

- vant:

Pic(B,) =~ Pic(4,) @ (A*[47).
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Démonstrabion. Le corollaire (5.11) permet d'éerire le diagramme
commutatif a lighes exactes

0 — IID(Y, ('jlr) —> I"ic(_Bd) — 0

| t
1 A% s A* o HYX, @) — Pie{d,) 0

ce qui donne immédiatement 1'isomorphisme annoncé.

EXEMPLE. Prenons 4 = Z[X] et d = 2. L’inclution d! 4 = 4, donne
24 < 4,,done 24 < §: nous pouvons prendre b == 2.4, Ddslory, BB == F,| X
ot Ay = Z[X* 2X], B, = F,[X*]. A, B et B, sont factoriels. De plus,
B* =By = {1} et A* = 47 = {~1, 1}.

La proposition (5.12) donne tout simplement Pie(A,) == 0. Ainsi:
P'annean intégre Z[X* 2X], qui n’est plus factoriel (il n'est pas intégrale-
ment clos), & cependant un groupe des clagses d’idéanx inversibles nul.

Deuziéme application.

ProposrrioN (5.13). Soit m = 1 wn entier sans factowr carré, et désiy-
nons par A Panneau des entiers du corps quadratique imaginaive Q(V —m).
-Alors '

@ 8im=1,ona d, =Z[2] # A, et Pic(d,) = 0 = Pic(4),

(i) 8im>1, ef 8 —m =L (mod 4), on a 4, = A, dono Pic(d,)
= Pie(d). '

(i) Bim > 1, 605t —m =2 ou 3 (mod'4), on a A, = A, 6t le groupe
Pic(A4,) est extension du groupe Pic(A) par un groupe oyclique dordre 2.
, ]?élnc?nstl‘a,tion. (1) L'égalité A, = Z[2¢] est évidente aingi que
Pégalité Pie(4) = 0 (4 est factoriel). Reste & prouver que Pic(4,) = (.
Comme 24 < 4,, nous pouvons prendre (voir (5.9)) b = 24. L'anneau

B = A[b est alors formé de quatre dléments, les clagses modulo 2 de 0,

1,4 et 1--4, soit
' _ B ={0,1,4,1+i};

qu:ynt & B,, il et égal au corps premicr & deux éléments. Enfin, le sous-
espace fermé Y de X est réduit & un point: Vidéal (1+4)4, seul idéal
premier de A -4 contenir b = 24; ceci permet d’éorire H*(Y, G) == O,
et le diagramme du corollaire (5.11) devient ici

11 s {1, 154} — H® = Pic(B,) — Pic(B) — 0
o + ll t 1
1= {-L 1} > {+£1, +i} > H' > Pic(4,) — Pie(4) — 0

Ma,is., 4 étant _factoriel, B étant local, et B, étant un borps, on a Pie(4d)
= Pi¢(B) = Pie(B,) = 0. La suite exacte supérieure prouve alors que H°
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est un groupe d’ordre 2. Bt la suile exacte inférieure, devenue
1-»{—1,1} = {£1, £} > H® - Pic(4,) -0,
donne 1égalité |

) 4
Card Pic(4,) Card{£1, 58

R e - == =1
Card{—1, 1}-Card H*  2-2 ’

soit effectivement Pie(d,) = 0. .

(i) et (iii). Supposons maintenant s > 1. D’aprés le théoreme (4.11),
les deux assertions suivantes sont équivalentes:

() A, = 43

(b) L’idéal (2) de Z est non-ramifié dans 4. E

Or (voir par exemple [28], tome I, p. 312), Passertion (b) équivant
i celle-ci:

(e) —m =1 {mod 4).

Lréquivalence de-(a) et de (c) démonmtre (i) et la premiére moitié
de (iii). Reste & établir cecl:

§im>1 et si —m =2 ou 3 (mod 4), le groupe Pic(4,) est extension
du groupe Pic(4) par un groupe cyclique d’ordre 2.

Nous allons utiliser & nouveau le corollaire (5.11) en prenant pour b
lidéal 24. Encore que cels ne soit pas néeessaire, nous allons d’ailleurs
prouver ceci: ‘

TeMME (B.14). Avec les hypothéses précédentes, le conducleur fde A,
dans A est égal ¢ 24, :

Démongtration. Puisque 4, 5 4, on a f # 4. (2) éant ramifié,
soit P 1'idéal premier de A tel que P = 24. On a évidemment

(*} 24 =P cfcPcd,

d’oit nécessairernent (par exemple, parce que A est de Dedekind) f = P
ouf = B = 24. Mais 24 est un idéal maximal de 4,: en effet, anneau
Al2A = A|P® est local artinien de longueur 2, de cOrps résiduel F,
(puisque (2) est ramifié). D'ol sa structure: '

Aj2A = {0,1, %, 14w},
avec les relations 2n = n? = 0. De 1
(A[24), = 4,/24 = {0,1} = Fy;
~ ce quotient est un corps, et 24 est effectivement maximal dsns A4,.
Supposons alors f = P; on auraib
P=Pndy=Pnd, =%,
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(la premiére égalité parce que f c A,, la troisitme parce que P <= 4,
el la deuxiéme égalité parce que P N 4, est une hijection du
spectre maximal de A sur celui de A,). Liégalité | = P impliquerait
ainsi P = P*: absurde, puisque A est de Dedekind; on a done forcément
=9 =24, C.QFD.

La démoﬁstratiun de ce lemme a prouvé que

B = A/24 == {0,1, n,14a},
By = Ay[24 = {0, 1} == Fy.
Cos deux anneaux sont lecous, doll
Pic(B;) = Pie(B) = 1.

Tespace ¥ est réduit & un point, V'idéal premier P, d’oi dgalement

HNE, &x) = H'(Y, 9y) = 0.
Enfin, Bf = {1}; et B* = {1, 14+=}. Done, foujours grice au corollairve
(5.11), H"(X, %) = H*(¥, %5) == un groupe cyclique d’ordre 2. Main-

temant, puisque les valsurs —m = —1 et —m = —3 sont exclues, on a
A = A" = {~1,1}. On arrive finalement & une suite exacto:

1~ H' - Pie(d,) - Pie(4) - 0,

olt H" est eyelique d’ordre 2: ceci achéve de prouver la proposition (5.13).

5. Cas &un anneau de Dedekind. Dang tout ce paragraphe, nons
conservons les hypothoses et conventions du paragraphe 3, en les parti-
cularisant aingi: A est désormaiy supposé étre un anneaw de Dedekind,
soumig en outre & la condition shivante:

(T Le conducteur § de A; dans 4 n'est pas nul.

_ Nous poserons b — f. Notons ceci:

PROPOSITION (8.15). La condition (F) est vérifide dans chasun des
dewn. cos swuivants (entre awlres):

(i) A est sons torsion (auirement dit, I est de caractéristigue Q).

(i) A est un Ay module de type Fimd.

Démonstration. (i) entraine (F) d’aprés la relation d! A < 4y,

Prouvons que (ii) entraine (F): puisque 4, et 4 ont méme corps des

fractions (eonvention faite au début du paragraphe 4), il existe un sys-
teme générateur de A sur A; de la forme (a,/d, ay/b, ..., a,/b), avec leog
oredy, bedy, et b 52 0; mais alors :

LA = e Ao Ay,
Aot bA =f, et £ 0. -
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On peut remarquer qgue la propriété (i) est satisfaite si A est un
annean d’entiers algébriques. I est facile de vérifier par aillenrs que (ii)
est satisfaite si 4 est une algébre affine sur un corps parfait & (algébre
qu'on devra naturellement supposer intégre, intégralement close et de
dimension 1 si l’on veut que ce soit un anneau de Dedekind).

Cela étant: ,

PrOPOSITION (B.168). 8 A est uwn annesu de Dedekind satisfaisant
& (F), ¥ est un ensemble fini de points fermés de X,

Démongtration. En effet, le conductenr {, n'étant pas nul, se
déeompose dans Ianneau de Dedekind A en facteurs premiers:

f= P B

et le sous-espace ¥ (sur lequel ¥ se trouve concentré; voir le théoréme
(5.9)) se compose des s points fermés P, Pa, ..., Ps-

CorOLLATRE (5.17). Lo cohomologic du faisceauw ¥~ est donnée par
les formules suivanies:

HYX, %) = ]‘lIr Ay J(Ag)a;
HUX, %y =0 pour fout ¢=1

Démonstration. T1 suffit d’appliquer le corollaive (5.11).
NoTALToN (5.18). Pour alléger écriture, nous noterons ¢ le gloupe
produit

HAJ A‘" )d - HA“' ‘Ad)lm

2V

COROLLAIRE (5.19). On a la suite edacle de groupes

1w A% 5 4% _>Q_>Pm( 4, % Pic(4) > 0.

Démonstration. Ce corollaire est un cay particulier de (5.11),
‘compte tenu de (5.17) et (5.18).

Lénoneé (5.19) améne plusieurs conséquences intéressantes.

THEORHME (5.20). A dant un anneaw de Dedekind soumis a la condi-
tion (F), Phomomorphisme canonigue

@i Pie(dy) -+ Pie(d)
est surjectif.

Démonstration. Regarder les trois termes de droite dans la snite
exacte du eorollaire (5.19). Remarquons qu’ici, puisque A est de Dede-
kind, Pic(A) est le groupe des classes didéaur de A. En revanche, A,
n'egt pas un anneaun de Dedekind en général, car gi A £ .4, 4; Dest
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pas intégralement clos. Le théoréme (5.20) nous dit tontefois ceci: tout
idéal fractionnaire de 4 est de la forme 4 -1, ol i est un idéal Invergible

de 'A'd'
Deuxitme conséquence de (5.19):

PROPOSITION (5.21). L’homomorphisme @ : Pic(dy) — Pic(A) w'est pas
injeetif en général.
Ta démonstration résulte du contre-exemple ci-dessous:
CoNTRE-EXEMPLE (5.22). Posons
K = Q(Vt—é}, corps quadratique imaginaive,
A=Z (I/:E y, anneau des entiers de I,
et prenons pour exposant d = 3. Il est elair tout d’abord que Ay # A:
en effet, 4, est engendrd par les éléments de la forme
(a-F BV =6 = (aP— 18aD?)+ (ath—256%)3V —6,

ce qui impligne Ay = Z[3V —6] % A. Maintenant, Iinégalité 4, + 4
implique f ¢ 4 (on a par ailleurs f # 0, puisque A est sans torsion:
voir (5.15)). Il existe done au moins un weX = Spec(d) tel que
Aax # (Aa)jx = (Aam)a-
Comme il s’agit d'anneaux locaux emboités, ceel implique
*
A%.q; #* (AS‘B);(y

et par consdquent ¢ # 1. Considérons alors la suite exacte du corollaire
(5.19); comme '
A; = A" = {—1, 1},

I’homomorphisme #* est un isomorphisme; cette suite donne lien & une
nouvelle guite exacte:
1 @ ~» Pie{4,) — Pic(d) - 0,

el le fait que @ 1 montre bien que @ n'est pas njectif.
Avant de donner une troisibme conséquence duw corollairs (5.19),
introduisong un lemme:

Loums (5.23). Considérons la swite exacte de (5.19):

) A*(i) Le noyaw de @ Pic(44) — Pic(A) est isomorphe au conoyau de

(ii) D'autre part, le groupe Q est isomorphe & un guotient du groupe
| B= a:g (Agm/fAﬁm)*

{ill) A fortiori, le noyou de T est isomorphe & un quotient de R.
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Démonstration. Llisomorphisme ker(®) == coker(f) est évident.
Prouvong (ii}: il suffit de montrer que, pour tout x¥,le groupe (45 (f Ay y
estun quotient de A§x / (Ad);n. Or, on a fdy < J, 4y, d'une part; et d’autre
part, puisque fA < Ag, fAg = (g}, {(Naturellement, fdy +0, par
I'hypotheése (F).) Les deux inclusions ci-dessus donnent alors

1-+fdy, & (L+3edg,) N (A, = 43, N (A,
ou finalement .
1 fdg < (4]

Lo groupe Ay [(A,) est donc un quotient du groupe A J(1-HFAq s
lequel est précisément égal & (Ay /fdy )" '

Démontrons (iii) : ker (@) est, d'aprés (i), isomorphe & coker(f) donc
4 un quotient de : mais @ est, par (i), isomorphe & un quotient de R,
done ker (@) est isomorphe & un quotient de R, C.Q.F.D.

Cela étant, une troisiéme conséquence du corollaire (5.19) est celle-ci:

PROPOSITION (5.24). 8i A est un anneaw @entiers algébriques, le groupe
Pic(A,) des classes didéaun fractionnaires inversibles de Uanneaw A, est
wn grouwpe &'ordre find.

Démonstration. IVaprés le corollaire (5.19) et le lemme (5.23),
on a une suite exacte '

R — Pic(4,) % Pic(4) > 1.

Maintenant, Phypothése faite sur A implique que Pic{4) est d'ordre
fini; il suffit donc de prouver que R est Tai-méme d’ordre fini, ou encore,
que chacun des anneaux quotients Ay [fAy, est fini: mais c'est évident,
car chaque A:}m est un annean de valuation diseréte & corps résiduel fini,
et par ailleurs Ay 5 0 pour tout ze¥, puisque f # 0.
Naturellement, la finitude du groupe Pic(4s) n'est quiun eas parti-
culier de la finitude du groupe Pic{B) pour un ordre d’entiers algébriques
quelconque B. '

DEUXIEME PARTIE

Chapitre 6
REPRESENTATION DE -1 COMME SOMME DE PUISSANCES - IEMES

1. Généralités sur %(d; A). Rappelons que, A étant nn anneau et d
un entier > 1, la notation «(d; 4) désigne :

le symbole oo, si —1¢47; _ ,

le plus petit entier m tel que —1 puisse g’écrire comme somme de 7
puissances d-ibmes, dans le cas contraire. '
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La question de savoir si u{d; A) est fini ou non ne s6 pose que s d
est pair: sinon en effet, —1 = (—1)%, d'ou u(d; 4) = 1. En outre, si 4
est imtégre, avec corps des fractions de caractéristique p, cetle quebtmn
he se pose que si p = 0: sinon

—1 = 1%4-1%4,. . 1%  (p—1 fois)
et w(d; Ay < p—1.
Donnons ici deux résultats évidents:

Propostoron (6.1), Soit h: A — B wun homomorphisme d’mmaw
Quel que soit d =1,

w(dy BY < u(d; 4).
PrOPOSITION (6.2). Soient J un corps, et m = 1 un entier, d désignant
toijours un exposant = 1. Les deux assertions suivanies sont éguivalenics:
(8) wid; K) <m (< oo);
(b) o forme diagonale & m+1 variables

X34 X+ X2
admet sur K un séro non frivial (autrement &it, est isotrope).

Litnoneé (6.2) reste vral pour un annean de valuation maiys et faux
pour un anneau quefconque (voir (6.8) et (6.3)).

Soit maintenant 4 un anneau intégre, de corps des fractions K,
eb soit d un entier > 1. Il est clair que w(d; K) < u{d; A); en particulier,
sl au(d; A) < oo, alory u(d; K) < oo, Mais la réciproque est fausse:

ExemMprs (6.3). Soit 4 Pannean intégre

RIX, Y1/(X*+ ¥*) = Rz, y].

Son corps des fractions X est R{w, y) avec 2%-4? = 0; done K == ((z).
Prenons pour exposant d = 2, Alors, dans K, i* = —1, done

- w(2; K) =
Mais en revanche

w(2y A) =

Iin effet, si I'on avait u(2; A) = < oo, il em.\ateralt da]nb RIX, Y,

m+1 polynémes P,, Py, ..., P, ot @ tels que
~1 4P%+P2+ A P (X0 1495
mais on dédmrmt de 13, en faasant X ==Y =0 eb en posant o, = P;(0,0),

~1 =l g, +a:m, ce (ui et abgurde, puisque «(2; RB) = oo,

Notons que A nous fournit Pexemple d'un annean ot la forme X3 - X2

est zsotrope (elle admet lo zéro X, = 2, X, = y) et ol cependant u(2; 4)
= oo,
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Malgré cela, il est possible dans certains cas particuliers, de dédnire
la. finitude de u{d; 4) de celle de »(d; K).

ProposITION (6.4). Setient k& un corps, et X = (X,) une fdmill’e quel-
congque d'indéterminées. Posons

A =E][X], K=FkX).

Les trois assertions suivanies sont alors équivalentes:
(a) u(d; K) < o3
(b) uld; 4) < oo;
(¢) w({d; k) < oo.
En foil, on o méme, plus précisément,

w(d; Ky =u(d; A) = u(d; &).

Démonstration. La double inclusion k< 4 « K nous permet
{’éerire immédiaterent

wldy K) S u(d; Ay<<u{d; k).
Ln senle ehoge & prouver esh done Pinégalité
w(d; k) < w(d; K),

et il suffit naturellement de la faire lorsque u(d; K) < oo, Notons en
outre qu’on peut supposer la famille X finie, puis, par récurrgnce, se
ramener an cas ob elle esi réduite & une seule indéterminée X.

Posons alors «(d; K) = m (< oo); il existe dans A = k[X] des
polynémes Py, Py, ..., Py, 66 @, non tous divisibles par X, et tels que

(Pl/Q)d‘i' (leQ)d+---+(Pm/Q)d = -
Cela g’éorit encore
Q%+ Pt Pi+...+ P =0,

ot prouve que, sur le corps %, la forme diagonale X5+ X%+...4 X7, admet
le zéro non trivial

(Q(0), P1(0), ..., Prl0));

d'oh, d’apres (6.2), w(d; k< m = u(d; K), C.Q.F.D.

PROPOSITION (6.8). Soient A un anneaw intégre, K son corps des frac-
tions et d un entier = 1. 8i le groupe additif KA est un groupe de torsion,
les deuw assertions swivanics sont équivalentes:

(a) u(d; K) < o0
(b) wu(d; 4) < oo.
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Démonstration. I g’agit de prouver que (a) impligue (b). Par
hypothése, il existe @, @5, ..., ¥, tels gue '

(%) —1 =al Lol .

Comme K/A est de torgion, il existe également un entier i > 0 tel que
hz;ed pour ¢ =1,2,...,m Posons Az, == g, et multiplions les deux
membres de 1’égalité (») par A%:

s d ]
— ¥ = a{taf+... - al,
ou encore ' ‘
—1 = al+ait.. a4 104 10 -1,
-7 Totm)

ol w(d; A) < m—4-10—1 < oo,

CorOLLAIRE - (6.6). Soit A wn ordre d’entiers algébrigues, de corps des
Jractions K, et soit d un entier = 1. 8i —1 est somme de puissances d-idmes
dans K, —1 est également somme de puissances d-idmes dans A.

Démonstration. Compte tenu de (6.5), il s’agit de prouver que
K[A est de torsion: mais par hypothése, 4 est un 7 module: libre de
rang # = [K: Q]; soit {¢;) une hage, & la fois de A sur Z ¢t de K sur Q;
la donnée de (¢;) identifie K (en tant que groupe additif) 3 Q", et identitie
de méme 4 au sous-groupe Z" de Q"; K /4 Sldenhfle alors & (Q/Z)*,
qui egh Jun groupe de torsion.

REMARQUE (6.7), La proposition (8.5) s'applique également au cas
dun anneaw de valuation discrite @indgales caractéristiques 0 et p > 0:
car si meK n'est pas dans A, 11 & une valnation négative —a (n > 0),
et si p est de valuation e, on a ‘

2 (p"z) = ne—n =0,

d’oli p"red; KA est un groupe de torslon Mais en fait, on a un résultat
valable pour tous les anneaux de valuation;

PROPOSITION (B.8). Soient A wun anneaw de valuation, K son corps
des fractions, et d un entier = 1. On a alors Végalité:

w(d; 4) = u(d; X).

Démonstration. I1 esi alam: que %(d; K) < (d 4), et gue i

(cI K} = oo, u{d; A) = oo, Il suffit donc de prouver ceci: si w(d; K)

=M < o0, a,lors w{d; A) < m. Mais I'hypothese u(d K) =m implique
{(voir (6. 2)) que la forme diagonale

b 20 R )
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admet sur K un zéro non trivial, zéro que I'on peut toujours Rupposer
primitifs autrement dit, il existe z,, 2, ..., 2,4 tely que

d & d
gyt-af o =0
et que 'un des x; (disons #,) soit nversible: mais alors

(" @) (g ) A (5 ) = — 1
et comme les z; 264, on a bien u(d; 4) <m

2. Résultats relatifs an cas d'un corps X et de l'exposant 4 = 2. Ce
paragraphe ne fait que rappeler, sans démonstration, quelques résultaty
connus, pour lesquels on donne des références.

Sgient K un eorps guelcongue et p sa caractéristique. Supposons
d’abord p > 03 alors, —1 =1*4+1*+...+1* (p—1 fois), donc u(2; K)
< p-—1. On a méme mienx: ear —1 appartient au corps premier F,,
eb dans ce corps, tout élément est somme de deux earrés: c'est lb
une propriété bien connue, qui résulte par exemple de la proposition
(7.16) que nous démontrerons au chapitre suivant, on encore du théoréme
de Chevalley {(voir [71). On peut d’ailleurs Pétabliv directement de la
facon suivante:

posons %k = F,, et considérons %™, sous- groupe de &5 sl —1ek™,
il 0’y a rien & démontrer; supposom done —1¢k™. On a alors k™ = k%,
et k™ est d’indice 2 dans %*, car k" est cyclique, et le quotient k*[k

est un groupe cyclique non trivial d'exposant Z. Considérons maintenant
T’ensemble & des éléments de %&* de la forme z--y* (%, yek). Cest nn
sous-groupe de k* (utiliser Videntité de Lagrange), et, du fait que

Me@cek®

et que (k*: &%) = 2, on a, soit @ = k%, soit @ = &*. Mais la deuxiéme
épalité est impossible, car elle entrainerait par récurrence que foub élé-
ment de &*, et en particulier —1, est un carré, ce qui est exclu par
hypethése. Done, & = %", et —1e@, ce qui qlgmile précigément que -1
est somme de deux carrés.

Finalement, si p > 0, 4(2; K} <2

Supposons maintenant la caractéristique p quelcongue (nulle ou
non). D’aprés la théorie d’Artin, les deux assertions suivantes sonb équi-
valentes;

(1) w(2Z; L) = oo

(b) 16 corps K est ordonnable.

Si K nlest pas ordonnable (done si u(2; K) < oo), les valeurs possi-
bles de w(2; K) ne sont pas guelcongues. En effet:
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THAOREME (6.9) (Cassels-Pfister; voir par exemple [6]). §i K
est un corps non-ordonnable, le mombre u(2; K) est une puissance de 2.
Bt toute puissance de % est un uw(2; K) pour K convenadlement choisi.

Le fait que «(2; K) est une puissance de Z est prouvé dans [6] & partir
du résultat suivant:

TmMME (6.10) (Pfister). Soient K un corps ef 2™ (= 0) une puis-
sance de 2. Alors, Pensemble G(2™) ‘des déments mon nuls de K qui sont
sommes de 2™ carrds {au plus) est un groupe mulisplioatif.

(Ce lemme généralise ce que I'on savait depuis longbemps pour
m =1,2,3: les identités de Lagrange, Hamilton et Cayley prouvent
en effet respectivement que G(2),G(4) et G(8) sont des groupes; voir
A’aillenrs 1a démonstration donnée A lingtant du fail que % (2; F,) =l 2.)

Rappelons comment on déduit de (6.10) la premitre assertion de
(6.9): supposons que #(2; K) ne soit pas une puissance de 2; il existernit
alors on exposant m tel que

o< ou(2; I0) < 27,

doit #(2; K) = 2™ 4q (1< ¢<2”~1). On powrait derire —1 = a+-b,
avee g, somume de 3™ carrés (et pas moins), b, somme de g carrés (et pas
moing), et on aurait, puisque visiblement « #0, —L = (b+1)/a. Mais
comme aeG(2™), et b-+1eG(2™) (puisque ¢+ 1<2™), on aurait, compte
tenu de (6.10), —1eG(2™), done u{2; K) < 2", ce qui contredit 2™ < w(2; K).

Le fait gue toute puissance de 2 est un %(2; K) tient par exemple

~au résultat suivant (Cassels, [6]):

LeMME (6.11). Soient m =0 un entier, n = 27, A Panneau inibgre
R[X, X .0, X, YJ(X3- X3 .+ X5+ X7)
et K le corps des fractions de A. On a alors Végalité
| w(2; K) = n = 2".

Naturellement, d’aprés ce qu'on a dib plus haut, les valeurs u(2; I)
= 4,8,16,... ne peuvent se produire de toute facon qu’'en caracté-

_rigtique 0. Par exemple, si K est le corps des rationnels 2Z-ndigues,

w(3; K) == 4. o :
 REMARQUE (6.12). Le lemme (6.10) peut dtre préeiné par I'énoncé

suivant: soit K un corps non-ordonnable, et posons w(Z; K) = 2™
Aloxs

(i) La suite: - _
G(l) = G(2) = ... = G(2") = G(2™)

est stricternent croissante.

icm
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(ii) En revanche, on a.
GE2™) = Q@™ = ... = G2 = ... = K {0}.
(iil) Enfin les deux circonstances

6[(27!&) —_— G(2m+1) et G(zm) ?é G(Q,m'i‘l)

sont possibles. . '

Prouvons (i). Ecrivons —1 = uj+up-+...+ufm. 8i la suite G(27)
(0 < j << m) n’était pas strictement croissante, il existerait un indice ¢
(0 <2< m—1) tel que
(%) G(2H = (2%,
Or, w2+ ui+t. . .- @§i+1 eG(2*"); ear le premier membre est somme de 27
puissances d-iémes, et nest pas nul (5’1 Pétait, on aurait —1 = i1, +
G, done w(2; K) < 27: contradiction). Mais I’égalité (*) impli-
guerait alors Texistence de v, 2., ..., ¥y tels que

TR T B @;',§£+1 == vk,
el par congéquent
—1 = ’Di‘;-i- .-i—?]éi—l— %§i+1+1+...+%§9n;
dQPolt w(2; K) < 2™—2° < 2™ contradiction; I'égalité (+) est impossible,
el (i) est démontré.
Démontrons (ii). Il s’agit en fait de prouver que w(2; K)< 2™
(pour la définition de w(2; K), voir introduction). Mais si K egt de carac-

téristique 2, on a évidemment #(2; K) =1, m =0, ¢t w(2; K)=1< 2
= 9™+, 8i au contraire K est de caractéristique # 2, on a pour tout

wek,
a4+113\2 z—1\®
-’ﬂz( by ) +(“‘1)( P ):
done w(2; K) <14 u(2; K) = L4 2™« 2™,
Prouvons (iii). L’égalité G(2™) = G(2™+!) est véalisée lorsque K
eyt algébriguement clos, ou encore loxrsque K est de caractéristique 2.
Llinégalité G(2™) s G'(2™*") est réalisée par exemple pour K = Q(i):

dans ce cas en effet, #(%; K) = 1 puisque 4% = —1; mais (1) # G(2),
car il existe des éléments de K qui ne sont pas des carrés.

3. Etude de »(d; K) pour un corps de nombres algébriques K.

THEOREME (6.13). Soient A un ordre d'entiers algébrigues of K le corps
des fractions de A. Les cing assertions suivanies soni équivalentes:

(a) —1 est somme de carvés dans K;
(a"y —1 est somme de carrés dans A;

Acta Arithmevica XVIL1 . 6
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(b) quel gue soit d =1, —1 est somme de puissances d-iemes dans I;

(b') quel que soit A1, —1 est somme de puissances d-icmes dans A

(c) le corps K est totalement T oginaire.

Démonstration. Liéquivalence entre (a) eb (a'), aingi gque celle
entre (b) et (b'), résultent dn corollaire (6.6). 11 est clair en outre
que {(b) implique (2) et que (a) implique (c). Reste &4 prouver que (c:,)
implique (b); les données sont les suivantes: un corps K totalement imagi-
naire; un entier naturel d = 1. :

Soit 2n = [K: QT le degré de IU sur le corps 0 des nombres ration-
nels, et soient 8, &z, ...y 5oy, 168 20 Q-isomorphisimes de K dans s cloture
algébrique, Pindexation ¢tant choisio telle que s, soit Papplication iden-
tique, et que de plus

(1) Supn® = S@  (complexe conjugné de s,m)

pour tout zeX ef tout entier 4 entrre 1. et 2. Noug aurons besoin du résultat

" puxiliaire suivant:

LEMME (6.14). I existe ze X tel que les 2n éléments

(9 =5 (L<j<2m)

aient tous une partic véelle sirictement négative.

Démonstration du lemme. Notons v la valeur absolue usuelle:
v{®) = |w|; les n applications v, = vos; (L] < m) sont alors n- valeurs
absolues independantes sur le corps K. Soit d’autre part ¢ > 0 un nombre
réel. Puisque K est totalement imaginaire, chacun des corps s; K est
dense dans le corps des nombres complexes, et nons pouvons, pour tout j
entre 1 et n, trouver a;es; K tel que

2) o wg—e™) < el

~ Maintenant, par le Théoréme d&' Approzimation, NOUS POVONS égale-
ment trouver zeK tel que, pour tout j entre 1 et @, wyle—s7tay) < &,
c’est-a-dire, par définition méme de o,

(3) v(se—a;) < e.

En rapprochant (2) et (3), nous obtenons done
. L w(sr— €T < 26, |
c'est-i-dire ' :

w ge— s <26,

pour tout j§ entre 1 et n, eb avss, coﬁpﬁe tenu. de (1),

(8)- lgz— e < 2e,
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pour tout § entre n4-1 et 2n. Comme (™4 = (¢7™hHE = 1 il résulte
de (4) et (5) qu'en choisissant ¢ assez petit, nous aurons

' l(5;2)%4+1] < 1
pour tout j; en particulier, les 2n éléments (s;2)* auront bien leur partie
réelle strictement négative.

Ce lemme étant prouvé, achevons la démonstration du théoréme; =
gardant 1a méme signification gue ci-dessus, considérons le polynbme

Px) = ] (X2,

et goit
F(X) = X"+ e, X 446y X6,

sa forme réduite. Ses coefficients ¢; sont évidemment tous rationnels; de
plus, ils sont tows positifs ow nuls: en effet, nons pouvons éerire

{6) F(X) = I F(X),

1<hsn

~en posant Fy(X) = ((F— 2% (X—(s,,22)%), ou encore, compte tenu

de (3), _

Fy(X) = (X~ 5,2)% (X~ (82)%).
Mais 7, (X) est un trinéme unitaire dont les deux racines sont complexes
conjuguées de partie réelle mégative: ses coefficients sont done réels
positifs, et il en est de méme de cenx de F(X), Qaprés (6). Notons enfin

que le terme constant c,, est non nul, car les racines de F(X) sont toutes
distinctes de 0. En résumé: ' C

pour tout j entre 1 et 2m, ¢<Q, ¢; 2> 05 de plus, o, # 0.

Soit alors b > 0 Tn entier naturel tel que, pour toutb j entre L et Zn,
be; = m; soit lui-méme un entier (> 0). Eerivons que 2% = (3,2)° annule
F(X) et multiplions par b les deux membres de I’égalité ainsi obtenne:

(7) b (zé)m"l“ My (2P T Mgy &y, = 0;
comme M, = 0, M, —1 3= 03 (7) peut alors g'éerire
—1 = B my () A (g — 1)

et ceci prouve biem que —1 est somme de puissances d-iémes dans it
(en fait, somme d’au plus b+ m,+...+ Mm,,— 1 puissances d-idmes).

4. Etude de u{d; K) pour un corps K quelconque de caractéristique 0.
L’objet de ce paragraphe est de généraliser & un corps K quelconque de

caractéristique 0 ’équivalence (a) < (b) du théoréme (6.13).
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Tasorine (6.15). Soit K un corps de car actémsmque 0. Les deyw asser-

tions swivantes sont dquivalentes:
(a) —1 est somme de earvés dans K (a,utaﬁemem dit, I est mon-ordon-

nable);
(b) quel que soit d 21, —1 est somme de puissances d-iémes dans K.

Démonstration. Il agit en fait de prouver (a) = (b). Supposons
done #(2; K) < oo; comme la caractéristique est 0, on peut éerire, pour

tout zekK, 2
@41\ w—1
- el
D’on
) K=K, e w(2K)<ltu(2;K)<oo

Démontrons alors (b) par récurrence sur le degré. En degré 2, rien ) dé-

montrer. Supposons la propriété établie jusqu’a un certain degré D—1xz2,
et prouvons-la pour le degré D). Distinguons deux cag:

1° D impair: alors, —1 = (—1)? et 4(D; K) = 1.
9° D pair: on peut alors écrite D = 2d avec d<< D—1.
Par hypothése de réeurrence,

g = u(d; H) << o0,
d’oll une décomposition
~1 e iyl tyE (esygeK).

Posons m = 1--u(2; K). D*aprés (*), on peut, pour tout § de 1 & g, éerire
une déeomposition

Yy = Bt Bt B

Pour chaque j, faizons (dans Iidentité du théoréme (8.1): voir 'appendice)
X, =y, ooy X = &, puis additionnons les ¢ égalités ainsi obtenues:

Q{;"y?) 2 ;1 an (01,.';. mf,l ”]"' .- '!” cm,,fl.wj;m) D,
i i h .
ou ehcore

= Z Z gia(cl.fpm#,1+' o + G'm,hw;f,m)” "i'” Q"‘ 17
[ .

comme g—1 et los g, sont des entiers 3> 0, ils peuvent s'éerire 17 1P
Frue 125 et Dégalité ci-dessus prouve que —leK3, clest-b-dire que
u(D; K) < o0, C.Q.F.D.
On peut d’ailleurs ajouter une ‘préeision au théoréme (6 15):
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THEOREME (6.16). Sotent w et d deuw variables enfidres > 1. Il existe
une fonction Ulu, d), & valeurs entidres = 1 et possédani la propriété swi-
varite: :

guel que soit H, corps de caractéristique 0 nm-ordonnable, on @
w(d; K) < Ulu(2; K), d)
pour foule valeur de Pexposant d.

Démonstration. Toujours par récurrence sur le degré. Notons
d’abord que Yon peut poser

Ufu,d) =1 pour 4 impair;
U, d) =4 pourd=2

Supposons Pexistence de U (u, d) établie pour tout degré<L . D—1 (D —1 = 2),
et prouvons-la pour le degré .D. Daprés ce qu'on vient de dire, on. peut
supposer I pair, D = 24 (et alors d < D—1}, Comme dans (6.15), posons

mo== w2 K)-+1;

alors d et m ne dépendent que de D et % (2; K). Maintenant, parmi les

~ identités du type (8.1) avec d et m ainsi fixés; écrivons-en une donnant

au nombre
'm’(gl‘l" QZ+ N + QM+1)+Q”’" 1

la plus petite valeur possible. Cette valeur minima ne dépend que de d
et m, done, en fait, de I} et u(2%; K): notons-la U(u(Z;K) ,D). Avec les
caleuls faits pour prouver (6.15), nous obtenons alors une égalité du type

m 2a‘.-l_;1 5
—1 =2 Y au[lu(a)]” +g—1
Fa=1 h=1
qui implique
w(D; K) <m(gi+ g+ -+ Goa) +4— 1,5
80if, finalement,
w(D; K) < muzK ), D).

(Notons quen fait, pour P pair, nous n’avons défini U(u, D} que
lorsque Ia variable « est un nombre de la forme u(2; K), ¢’est-a-dire une
puissance de 2 (voir (6.9).) Naturellement, si % n’est pas umne puissance
de 2, on peut poser, par exemple, U(u, D) = 1).

REMARQUE (6.17). Dang la majoration

w(d; K) < U(u; K), d),
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on ne peub supprimer, dans le second metmbre, ni la dépendance par
rapport & d, ni la dépendance par rapport b u{2; K); en effet, s K = @y,
corps des rationnels 2-adiques, et g od=2"(mx2), onaul2;K) =1,
eb w(d; K) > 4d—1; lindépendance de I7 par rapport & 4 donmnerait
alors, pour tout > 2, 4-27< U(4)+1; absurde. IYautre part, nous
avons vu (théoréme (6.9)) qu'il existe pour tout m = 0 un corps f,,
de caractéristique ¢ tel que u(2; Ky = g™ Vindépendance de U par
rapport 4 % donnerait alors, pour tout m =0, 2™ < U(2); absurde.
REMARQUE (6.18). Pour tout corps K de caractérigtique p > _0, oL

o évidemment (d; K) < co quel que soit d; on a méme, puisque K, < K,

u{d; K)< d: on verra en effet aun ghapitre 7 (proposition (7.16)) que &1k
est un corps fini, u(d; k) < 4. ,

Aingi, les théorémes (6.15) ef-(6.16) sont en réalité valables sans
hypothése sur la caractéristique (et done avec la genle hypothése: I non-
ordonmnable). B '

5. Etude de u(d; A) pour un anneau local hensélien A.

TutoriME (6.19). Soient A wn anneau local hensélien, k le corps
résiducl de A et d un entier > 1. Les deuw conditions suivemics sont équi-
valentes: ‘

(a) —1 est somme de puissances d-ibmes dons by

(b) —1 est somme de puissamoces d-témos dans A.

Démonstration. Le fait que (b) impligue () est un cas particulier
de la proposition (6.1). Montrons la réciproque; distinguons trois cas:

ler eag: Panneau A est de torsion. Il existe alors un nombre prewier p
et un exposant s tels que 'on aib p*-1 = 0 damns 4, ef p-1 = 0 dans Fk.
Mais ceci peut s'écrire _ ' ‘

el = 18174, 1% (pf—1 fois)
dans Pannean 4, et ' . :
—1 = 1"41%4. . 41%  (p—1L fols)
dans le corps k: il n’y a done en fait rien & démontrer dans ce cas,

Ze cas: & est de caractéristique 0. Dans ce cay, d nest pas divisible
par Ia caractéristique p = 0 de %, et Vimplication & prouver résulte de
Végalité w(d; A) = u(d; %) démontrde au chapifre 2 (remarque (2.106)
suivant le lemme (2.14)).

3e cas: Pannean A est sany torsion, mais Je corps k est de caractéri-
stiqie p > 0, & p ne divise pas d, le raisomnement du cas préeédent
s'appligue encore. Sinon, voiel cominent on peut ‘procéder:

dang le corps k, —1 est toujours somme de puissances d-idmes, par
la sempiterneile égalité ' ‘ ‘

3w 184100 1% (p—1 fois).

Sommes de puissances d-iémes dans wn onneay commuintif 87

11 s'agit done de prouver gue, dans 4 aussi, —1 est tounjours somme de
puissances d-itmes. Mais soit Z,, le localisé en (p) de I'anneau Z des
entiers rationnels, et soit B le hensélisé de 'annean local Z,; I'homomor-
phisme canonique Z —A ge prolonge en nn homomorphisme B -»4, et
la ‘proposition (6.1) nous permet d’éerire wu(d; A) < u(d; B). Tl suifit
done de montrer que «(d; B) < oo, ou, plus généralement, que u(d; 4) << oo
lorsque A est un anneau local hensélien intégre, sans forsion, et & corps
régiduel % de earactéristique p > 0. L'idée est alors d’utiliser le théoréme
(6.13) en faisant intervenir une sorte de polynéme d’Artin—Schreier, '

De facon précise, roient m I'idéal maximal de A4, K le corps des
fractions de A (supposé intégre, rappelons-le), et désignons par P(X) le
polynéme X?—X--p (considéré comme élément de A[X]). Modulo m,
il se réduit & P(X) = XP—X, qui admet (dans k) p racines distinetes:
les éléments du corps premier. Comme A est hensélien, P{X) admet done
(dans A) p racines distinctes o, 6y, ..., @,; et comme P(X) est unitaire,
Wy, oy ..y 0 soNb entiers sur Z. Ainsi, 4 contient Z[a,, 4, .., a,], ordre
d’entiers algébriques, a,, @, ..., a, étant les racines dans XK, corps de
caractéristique 0, du polynéme unitaire P(X). Je dis que —1 est somme
de puissances d-idmes dans Z[a,, @, ..., @&,] (donc a fortiori dans 4,
ce qu'il faut démontrer): en effet, le corps des fractions de cet ordre -
d’entiers nlest antre que I = Q(ay, @a, ..., 4,); ¢’est le corps de toubes
les racines de P(X); pour prouver notre assertion, il suffit de montrer
que L est totalement imaginaire (voir (6.13)) et méme, Pextension LfQ
étant galoisienne, que P(X) admet toujours une racine non-réelle, Or,
pour p = 2 et 3, c’est immédiat; et pour p > 5, cela tient & ce que P(X)
a au maximum trois racines réelles, comme on le voit en étudiant les
variations de la fonction P{zr) & laide de la dérivée P'(x) = prPt—1
qui ne g'annule gue deux fois.

Chapitre 7
-PROBLEME DE WARING GENERALISE

1. Généralités relatives 3 v(d; A) et w(d; A). Pour la définition des
notations v(d;4) eb w(d; A), nous renvoyons i Tintroduction. Nous
allons commencer par indiguer, le plus souvent sans démonstration,
guelgnes propriétés et remargues trds simples qui serviront de lemmes
pour des théorémes ultérieuvs. _

PRrOPOSITION {7.1). Soient A un anneau, d un entier = 1. St u{d; A) < oo,
on a les trods imégalitiés '

u(d; A) < w(d; 4);
o(d; A) <w(d; 4);
widy 4) < u(d; A)-v(d; 4).
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En particvlier, si d est impair:,
o o{d; A) =w(d; 4).

En revanche, &1 u(&; A) = oo, il semble difficile de comparer »(d; A)
et w(d; A). En effet, pour tout « dans 4,4 (resp. A7), soib 1(x) (resp. A, (x))
le plus petit entier m tel que » s’exprime & P'aide (resp. soit somime) de m
puissances d-itmes. On a évidemment de fagon générale

v{d; A) = sup Ma);  wid; 4) = sup i, (#);

wedy :rc.A‘%
ety weAS, A(x) < A, (x); Poulinégalité v(d; A) <w(d; 4) siwu(d; A) < 00
(ce qui équivant & 4, = 4.;]). Au contraire, sl u(d; 4) = oo, ona A} = 4,,
maig A} 5= Ag: la fonetion A{z), qui est numériquement p].llb petite (ue
A, (#), est donc définie sur un ensemble strictement plus grand, ce qui
interdit a priori toute comparaison des bornes supérieures o(d; .d) et
wid; 4).

PrOPOSITION (7.2). Soit h: A - B un homomorphisme & anncaus, qgue
nous supposerons surjectif. Soit o le noyau de h, et soit par ailleurs d un
entigr = 1. Alors

(i) A{dz) = By h(A7) = By (voir (L1));

(i) v(d; B)<v(d; A) et w(d; B) <w(d; 4);

(1) en outre, si tout élément de Vidéal o Sexprime & Poide de s puis-
sances d-iémes d'éléments de A, on o aussi

o(@; 4) < w(d; B)-+s;

_de méme, st fout élément de Didéal a est somme de s puissances d-idmes
déléments de A, on a

wid; )<< w(d; B)+s.

COROLLAIRE (7.3), Soient A un anncaw, & un enlier = 1 ¢t B Uanneau
quotient Ajd'A. On a alors Dindgalité:

(7.3.1) o(d; A) < v(d; B)+ 2%
81 & est impair, ou $i 2 est inversible dans A, on a méme, plus précisémont:
(r-3.2) S wlds A)<old; B)F2t

Démonstration. L’identité (8.2.2) (appendice) montre en cifeb
~que tout élément de idéal d!4 s'exprime i L'aide de

22’ (d ) 2.0d-1 __ 2rl

puissances d-idmes: (7.3.1) résulte alors de (7.2), (iii), Méme méthode
pour prouver (7.3.2), en utilisant maintenant V'identitd (8.2.1).
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ProrostmioN (7.4). Soient 4., d,,..., 4, des onneauwzr en nombre
fini, B Danneaw produit [[4,, et & un entier = 1. Alors

(7.4.1) w(d; B) = supw(d; 4;);
(7.4.2) supe({d; 4,} < v(d; B) < 2supe(d; 4;).

REMARQUE (7.5}). On peut aveir effectivemnent
v(d; B) > supv(d; 4;),
1

Exegmrie. B= RxR et d =2, On a »(2; B} =1, car tout nombre
réel s’éerit L o2 Iel done
supv(d; 4;) =
E

Mais dans R xR, considérons un élément de la forme (a, &), avee ab < 0:
ce n'est ni un earréd, ni Popposé d'un emré, cdr on aurait alors ab = 0;
done »(2Z; B) > 1, et en fait v(2; B) = ‘)supw(d A;).

Prorosrtion (7.6). Seient A un anneau, S une partie multiplicative
de A et d un entier = L. On a les indgalités

v(d; 871 A) < o(d; 4);
w(d; 8 Ay wid; 4).
En particulier, la localisation ne peut gue diminuer v et w.

2. Le probléme de Waring généralisé. Nous appelons probleme de
Waring généralisé le type de probléme suivant:

‘un entier d= 1 et une classe d'anneanx &/ étant donnés, le nomble
v{d; A} reste-t-ii borné quand A déerit «f (et dans Taffirmative,
quelle majoration de v(d; 4), indépendante de A e+, peut-on trouver) ?
ou bien, existe-t-il un Aecsf tel que v(d; A) = co? mémes questions
pour w(d; 4).

Voici quelques exemples de résultats liés & ce type de probléme:

ExeMpLE (7.7). Si K est un corps de nombres algébriques, il est bien
connn que les sommes de carrés, dans K, sonb les éléments totalement
positifs de K, et que tout élément totalement positif de K est somime
de 4 carrés; done

w(Z )< 4

lorsque K déerit la classe de tous les corps de nombres algébriques.

ExsMrLe (7.8). Ramanujam a démontré le résultat suivant (voir
[23]): quel gue soit Iannean P-adigue 4, on a

wid; 4) < 8d°.
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Birch avait d’ailleurs prouvé par une autre méthode (voir [3]) Pinégalité
wid; 4 < 4% Yei, Ta clagse <7 est celle de tous les anneaux P-adiques.
Ajoutons comme troigiéime exemple un résultat fort simple, qui
régle complétement le cas d = : :
TutorREME (7.9). Quel que soit Vanneaw A,

v(2; A) < 3.

De fagon plus précise: quel que soit A, el quel que 0t awed,, il eviste @ of
yed tels que
a = w4 (y+1yE—ut

Démonstration. Puisque aed,, il existe m =L, @, By, ..., @6
eb ey, Cyy ...y 6, = 1telsque ‘

21 0 mt )
O = G X+ Gyt - 8,2,
Posons & = &,+&+...+ o, + 1 Alors

a—a" = 3 (g;—1)af—3 Ywu—2 Dlim—1.
ieq . 2

& i

Mads puisque ¢; = -1 pour fout 4, on a ¢;—1 == 0 ou —2, de toute fagon

un coefficient pair; par aillears, —1 = -2+ 1. Grice » ces remarques
profondes, I’égalité ci-dessug devient, par mise en facteur du coefficient 2,
a—u? =2y-+1  (yed).

Or, 2y-+1 = (y-+1):—y?%; le théoréme est démontré.

Notong que la borne 3 est la meilleure possible; ainsi, dang I’annean 7,
le nombre 6 ne peut s’exprimer & Iaide de deux carrés: car il n’est pas
gomme de deux carrés; eb d'autre part, toute différence de deux
carrés est, soit impaire, soit multiple de 4. .

Dans (7.9), o7 est la classe de tous les annesux. Si on so restreint
& la clasze de tous led corps, on @ le résultat suivant, gui sera notre qua-
triéme exemple:

ExempLe (7.10). Quel que soit le corps A,

(% K) = 3.

En effet, en caractéristique 2, —1 == 1, et toute somme de carrds est
un carré; d’ol, dans ce cas, v(2; K) = 1; et, en caractérigtique # 2,
on peut écrire, powr toub we X,

Skl

qui. implique .bién v(2; K) < 2.

icm
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Le vésultat suivant, qui sera notre dernier exemple, concerne w(d; 4).
Remarquons que, puisgue, pour ¢ impair, w{d; 4) = «{d; 4), Ia constante w
proprement dite n’existe que pour d pair. En ce seng, le résultat ei-dessous
résout alors complétement le probléme de Waring pour w(d; 4), lorsque 4
parcourt; la. classe de fous les anneanx:

TaiorEME (7.11). Soit d un entier pair = 2.

(1) Quel gue soit N, il ewiste un onnean A fol que N << w(d; 4) (autre-
ment @i, wid; 4) n'est pas borné). ‘ :

(i) IT ewiste un anncau A lel que wi{d; 4) = oc.

Démonstration. (i) Pour tout m > 0, désignons par K, un corps
tel que u(2; Kpy) = 2™ (voir (6.9)). D'aprés le théoréme (6.15), on a
u(d; Kiy) < oo, et plus précisément, puisque- d est pair et que toute
somme de puissances d-ibmes est done une somme de carrés,

2" = ul(%; Bpy) < uld; Kppy) < oo

Comme w(d; Kyy) = w(d; Kyy), eb que 2% peut étre pris arbitrairement
grand, (i) se trouve démontré.

(i) Soit 4 Panneaun produit [ K., ; je dit que w(d; 4)= oco. Sup-
posons en effet le contraire: w(d; 4) = % < oo, et zoit m, un enfier tel
que 2" = u. La proposition (7.2), appliguée & 'homomorphisme m,-iéme
projection A — K, ,, conduirait & l'inégalité

w(d3 K(‘mu.}) = 'LU((I, A) = 1.
En particulier, on aurait

2% = u(d; K,

”D)) & w(d: K(ma)) = My

ce qui contredirait le choix de my. _

Nous verrons au paragraphe 4 que le théoréme (7.11) reste vrai si
on se restreint & Ia classe des corps: en fait, il existe un corps I tel que,
quel que soit d pair, wid; K) = cc. ‘

Dans la suite de ce chapitre, nous allons étudier v(d; 4) et w(d; 4)
lorsque A est un corps, ou bien lorsque A4 est une algtbre sur un corps
infini (paragraphe 4): nowns obtiendrony des résultaly asses complets.
Nous étudierons également w(d; A) lorsque 4 est un annean local hen-
sélien et que d est premier (paragraphe B). Quant au paragraphe 3,
il contient des vésultats relatifs & o(d; K) et w(d; K) lorsque K est un
corps tel que lindice (K*:K™) soit fini.

Le principal probléme, qui restera sans réponse, est le guivant:

d 3= 3 étant fixé, et A parcourant la classe de toﬁs les anneaux, v{d; 4)
reste-t-il borné ? ’



92 J.-R. Joly

Notons que si »{d; A) n’est pas borné, il existe un anneau 4 tel que
v{d; A) = oo (raisonner comme dans le théoréme (7.11)). Bt inversement,
bien entendu.
Voici quelques résultats lids & ce plobleme, mais qui ne semblent
pag devoir le faire avancer beaucoup.

ProposITIoON (7.12). Soit d wn entier = 1. Les m.ssartwm sSuivanics
sont dquivalentes:

(a) Il ewiste un entier M, (d) tel que, quel que soit Vanneau A,
' v(d; A) < M, (d);
(b) I existe un entier M, {d) tel que, quel que soit Dentier n %= 0, on ait
old; Z1n]) << M,y {d),
(en posant pour abréger Z{n] = Z[Ty, Ty, ..., T,0);
{c} Quel que soit n =0, on @ ‘
v(d; Z[n]) < cSo, _
et de plus, il existe un entier Ng(d) tel que, powr tout n > Ny(d), on ait
w(d; Z[n]}y < n.
Démonsgtration. {(b) impligue (a): soit 4 un. annean gueleonque
el soit med,; il existe un entier n, des e, eb des o, (L<§<n) tels que
® = et b el |

Congidérons l'annean Z[w] = Z[Ty, Ty, ..., T,], Thomomorphisme 5
Z[n] A tel que h{I}) = pour j =1,2,...,n, et posons ¢ = ¢, T{-+
ey T+ e, T alors A(t) = » et e (Z[n]);. Appliquons Phypothése (b)
avee m = M,(d): il existe wy, uy, ..., u,<Z[n] et e, &y, ..., &,, 6gaux
a 41, tels que

b= E"':L"""'L E“Ez'“' Sl “i"EmMm:
- sl B(w;) = 9,, ceci donne, dany Pannean. 4,

& = .Y+ ey -
~dome w(d; Ay < m = M 2(d), ce qui prouve (a). En fait, on peut prendre
Ml(d) = M,(d). -

(¢} implique (b): posons N, = N,(d) et My(d) = v(d; Z[N,]). Il est
clair que si n <Ny, on a o(d; Z[n]) < My(d), car il existe un homo-

morphisme surjectif de Z[N,] sur Z[%] obtenu en annulant les N,—n

derniéres variables ;. Nous allong prouver par réeurrence sur » la chose
suivante:

ey, ?/m )

pour tout nz> N, on a également v(d; l[n]) M(d).

icm
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Pour n = N,, rien & démontrer; supposons donc # > N,, et assertion
prouvée pour l'annean Z[n—1]. SBoit & un élément de (Z[n]);; puisque,
par Phypothése (e}, v(d; Z[n]) << n, il existe des ¢ ot des a; (1<<{f<<n—1)
tels que

@ = e, 101 60

+ ‘Jl‘e—l —1-

Congidérons l’homomorphlsme g: Z[n—1] -~ Z[n], tel que o(T;) =
pour j =1,3,...,n—1, et posons

= e, T4 eTi+. . 46, 1 Th 1;
alors h(t) = @, eb te(Zn—1]);. 81 g = My(d), Phypothése de récurrence
nous garantit lexistence de uy, Us, ..., 4, eZin—1] et de &, &,...,¢,,
égaux & +1, tels que

t = elu1+egzo 4. —|-6qu,
si h{u;) = u;, ceci donne, dans lannean Z[nj,

& = ayit eyt ey,

done w{d; Z[n]) < p = M,{d), ce qui prouve (b). En fait, on peut prendre

My(d) = Mo(d).

Comme par ailleurs le fait gue (2) impligue (c) est évident, 1a propo-
sition est démontrée. '

On peut compléter (7.12) par cette autre proposition:

ProposiTiON (7.13). Soit d unm entier > 1. Les assertions suivanies
sont dquivalentes:

(b) (voir proposition (7.13));
(e) Il existe un entier M,(d) tel que, quels que soient les entiers n eb v
et le nombre premier p, on ait

‘U(d; (Z]PTZ) [(T1y Toyeeny Tn]) < My(d);

(£) I1 emiste un entier M, (d) tel que, quels gue sotent les entiers m ef n,
on ait

(@5 (Z[mZ)[Tyy Ty, ..., T,1) < Mi(d);

{g) Il existe unm entier M (d) tel que, quels que sotent Dentier n el le
nombre premier p, on adl

0{@; Zy[Thy Tay oeer 1) < M(d).

Démonstration., Laissdée an lecteur. _
© 3. Etude de v(d; K) et w(d; K) pour un corps K tel que (K*: K*) << co.

THEOREME (7.14). Soient K un corps of d um enbier == 1 tels que le
groupe quotient K*[K*® soit dordre fini. Posons (K*: K*) = g. Alors
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(i) 8i —1 esi somme de puissances d-itmes dans K, on a Dindgalilé

w(dy XY <y,

el en particulier
wid; 7)< ¢

(i) 8i —1 west pas puissance d-iéme dans K (et on particulier, si —1
nest pas somme de puissances d-idwes dans K, g est néepssairement poir,
soit ¢ = 2h; et on a Pinégalité

w(d; L) = b

(ili) Dautre part, si K est infind, on a Pégalité Ky = K.

T/énoncé (7.14), (i) rvessemble beamcoup au théordme de Demyanov
{voir [9]); il ne semble pas cependant possible de dédoire 'an de ces
deux théorémes de l'antre.

Démonstration. Envisageons d’abord le cas (i); K; ext alors égal
4 K}, ensernble des sommes de puissances d-itmes. Pour tout n 1,
désignons par 8, Pensemble des éléments de K* qui sont somines de »
puissances d-itmes an plus; il est clair que

*"=8,c8,c

a8, e 8 e

et que, dans le groupe K*, chaque sous-ensemble S, est saturé modulo
le sous-groupe K*: la suite deg S, ne peut done présenter que g—1
inclusions strictes au plus. Or, un raisonnement par récarrence inmmédiat
montre que si, pour une valeur n =i, §; = 8;,,, alors, quel que soit
Jz= 4 8y = 8;. T1 résulte de ces denx remarques que :

By =8y = = By =
eh par conséquent que
Ky =EKj—{0} = U8, =8,
=zl

Autrement dit, tout élément de K7 (done aussi de K, = Ky v {0}) est
somme d’au plus ¢ puissances d-ibmes, C.Q.F.D.

Passons maintenant au cas (ii), olt —1 n’est pas puissance d-iéme
dans K, Désignons par D le sous-groupe {—1, 1} de K*: par hypothise,
—1 #1=1% done D est d’ordre 2, et D N E* = {1}, T1 en résulle
que K*/E*® admet un sous-groupe d’ordre 2, DE"E™ = D{(D n K'%
=~ D;g = (K*: K* est done pair, g = 2k, ¢t h est Poxrdre du groupe
quotient K*/DK™. Cela étant, pour tout nz 1, désignons par T,
I'ensemble des éléments de K* qui s’expriment 4 Vaide de » puissances
d-iémes au plus. J1 est clair que ' ‘ '

DEY =T cTyc...cT,cT,,c.

icm
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et que, dans le groupe K*, chaque song-ensemble T, est satoré modulo
DE™. On concut eomme précédemment que K, = T,, et donc que
tout élément de K; s’exprinie & Paide de & puissances d-idmes, C.Q.F.D.

Prouvons maintenant la partie (ili) du théoréme. Posons L = K;
comme K est infini, I est infini; et comme Pindice (K*: K™) est fini,

Vindice (K*: L*) est fini. Posons (E*: L*) = ¢, et soient @y T, ,;r'
des reprégentants des ¢ classes de E* modulo L. On a
E* = (L) U (L*#,) U ... U (T*x)

et a fortiori
= (L) W (Las) V... U (L)

Cecl signifie que A, considéré comme espace vectoriel sur I, est réunion
de g droites. Comme L est infini, ce n'est possible que si [K: L] = 1.
Dol L =K, cest & dire I; = K, C.Q.F.D.

REMARQUE (7.15). La partie (i) de (7.14) est bien connue, du moins
lorsque I est un corps fini (voir Tornheim [267). Notons que la con-
clusion de (i) implique que la forme diagonale Xf+X§—{—...+X§ Tepré-
sente tout élément de K;. De meme, la. conelusion de (ii} implique que
..— X2 représente tout élément
de K,;. Ainsi, dans tous les cas, il exmte g (= (K*: K*Y) coefficients
€1y €y -0, €, Ggaux & 4-1, tels que la forme diagonale 3

a g variables
ey X+ e, X34 ..+ e, X4

reprégente tout élément de K. Notons que lorsque K est infini, la forme
en guestion est universelle pour K, c’est-A-dire représente tout élément
de K (conségmence de (iii)), mais que la conclusion X, — K de (iii} peut
devenir fausse si on abandonne Ihypothése K infini. En effet, si K
ext fini, on a évidemment (K*: K™% < oo, mais il peut arviver que K, % K
(voir Pexemple (2.6)). ' ‘

Le théoréme (7.14) améne la question suivante: quels sont les corps
usuels savisfaisont & la condition (K*: K*) = g < oo, et guelle est alors.
la valewr de g% On peut citer les trois principaux types suivants:

(I) Corps finis. Soit &k = F,, ¢ = p’, un. corps fini. On a vu {lemme
(2.2)) que (K*: 1™ = (¢—1, d). '

Diautre part, «{d; k) < oo, puisqn’on est en caracbéristique p > 0.
Le théoréme (7.14) donne alors I’énoncé suivant:

ProrosrTIoN (7.16). 87 & est un corps fini & g éléments, on a

w(d; ky<w(d; k) < (¢— 1, d) < d.

(IT) Corps de Brauer. Rappélons (voir [14], [27]) gu'on appelle
corps de Brauer tout corps parfait K possédant l'une des deux propriétés
équivalentes (a) et (b) ci-aprés (K désigne la cloture algébrique de K):
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(a) quel que soit L’entier n 1, K posstde dans K an plus une
extension de degré n;

(b) le groupe de Galois Gy = G(K[K) est procyelique.

Soient K un corps de Brauer et Dy l'ordre de Gy : ¢’est un nombre
surnaturel [T "% dont la donnée détermine d'ailleurs & & vn isomor-

T) 3
phisme prés (voir [13]). Deux cag sont possibles:

ou bien Dy = 2; K est alors un eorps ordonné maximal, Ou bien
la partie finie de Dy est égale a 1, ce qui équivant & dire que, quel
que s0it p, n(p) =0 on co. On dit alors que K ost un corps de
Brauer strict.
Soit K nn corps de Braner striet, et soit d un entier = 1. On peut
démontrer deux choses (voir [14], [27]): :
(i) K est non-ordonnable; compte tenu de (6.15), on a done

w(d; H) << oo

(i} 8i Fy dégigne Vordre du groupe de toutes les racines de 'uniteé
dang I (c'est, comme Dy, un nombre surnaturel), on a

(K*: K" = pged(d, Dg, Bg) < oo.

Le théoréme (7.14) donne alors I'énoncd suivant:

ProPOJITION (7.17). Sotent K wn corps de Brauer strict, & un enlier2 1,
¢t désignons par Dy et By Vordre du groupe de Galois Gr = G(K/E) et
Pordre du grouve de fowles les racines de Dunité dans K. On a alors

u(d; K) < w(d; K) < pged{d, Dy, Fy) < d.

: Cet énoneé généralise (7.16); si K est un corps fini &4 ¢ déléments,

c'est en effet un corps de Brauer striet, et Dyi = [[p™, Byp = q—1:
d?o-l‘l . I7] '

| (K*: K*) = pged(d, D, By) = (g—1, @)

Parmi leg ecorps de Brauer infinig, gignalons

les corps absolument algébriques de caractéristique > 0 et de degréd
infini sur le corps premier; _

les corps de séries formelles k((7T)), avec %k corps algébriguernert

clos de caractéristique 0; et les extensions algébmques guelcongues de

tels corps.

{IIX) Corps P-adiques. Soit K un corps P-adigue, avee Plp. On
sait que le groupe K*/K*? est d’ordre fini (voir [19]): &i 4, désigne le
groupe ded racines d-idmes de l'unité dang K, on a d’ailleurs (K* !
= d-ptul@. (4z: 1), ¢ étant Vindice de mmﬁmamon de K/Q,.
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" Notons que lorsque K = Q,, le second membre de cetfe égalité
est majoré par 4%, sauf pour p = 2 et d = une pulssa,nce de 2, anquel
cas il est égal & 24°. Comme par ailleurs u(d; Z, p) < 00 (Voir (6.19)), le
théoréme (7.14) nous permet d’énoncer: .

PROPOSITION (7.18). Pour le corps @, des rationnels p-adigues, on d les
inégalités

u(d; Q) <w(d; Q) <

(sauf pewi-ére si p = 2 et d = wne puissance de 2, auquel cas on peut
gquand méme écrirve

u(d; Qp) < w(d; Q) < 28).
Bn fait, I'inégalité w(d; Q,) < &' est vraie méme lorsque p = 2 ot

d = 2"; voir par exemple [8].

4. Etude de v(d; A) et w(d; 4) pour une algébre 4 sur un corps infini.

‘Nous allons d’abord étudier »(d; A).

LEMME (7.20). Soient A wne algébre sur un corps de car actéristique 0,
et d wn enfier = 1. Alors

o(d; A) < 2871,
Démonstration. Puisque le corps de base K est de caractéristigue 0,
@! est inversible dans K, done dans A, et Papplication
(d—1yda!
2

est une bijection de 4 sur elle-méme. L'identité (8.2.2) (appendiée) montre
alors gue tout élément de A peut s'écrire

o= dl gl

-1

5 (=1 g

Rz=f)
ot 4 = A, ce qu'on savait déjd, et surtout
d—1

oids )< ¥ (1) =20,

=0
Lmvvm (7.21). Soient A une algébre sur wn corps (fini ou non) de
caractéristique p > 0, et 4 un mt‘ier> 1. S%pposom d< py alors

v(d; 4) <
Démonstratlon Bi d=9p,v(d; A) == 1, car alors 4; = AP, image
de A par lendomorphisme (’anneau) #-»42”. Supposons done d < p.

Dans ce cag d! n’est pas divisible par p, il est done inversible dans 4;
I'aipplication

(@—1)a!
2

Acta Arithmetica XVIL1 . . 7
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est ici encore une bijection de 4 sur elle-méme, et tout dlément de A

peut s’éerire
a-1

> (=1 (T
=0 ' )
Maintenant, chaque coefficient (—1)*'~" (d;[) appartient - an  corps

premier F,, et par conséquent s’éeriti comme somme d’an plug d puis-
sances d-idmes; tont élément de A pent done 'déerire comne somine
d’au plus ¢° puissances d-idmes: w(d; A) < &, et a fortiori »(d; 4) = %,
C.gF.D.

LevMe (7.22). Soient p un nombre premier et d wn enlier = p. Heri-
vons d = p"-e, avee (P, €) = 1, el posons

m = p'lf‘(ﬂ)_l’

@ éant la fonction indicatrice & Buler (m ne dépend done que de.p ef d).

Il existe alors un nombre H(p, d) ne dépendant lui-méme que de p ol d o
ayant la propridté swivante: : '

pour tout corps K de cavactéristigue p, tel que (K'™:1)=m—1, et
pour toute K-olgébre A, Pinégalitd suivante est vérifide:

o(d; A< Hp, d).

Démonstration. Remarquons d’abord qu'avec nog notations habitn-

(2 e = Deat™ = 3 e,0;
d’aprés 1;3 lemte (2.7), A, == A; lé caleul ci-dessus prouve done que
Ay =AY, et surtout que v(d; A) = v(e; A). Mais (p, ¢) = 1; donc (comme
dans le lemme (2.7)), e divise m, et par conzéquent

vid; A) < v{m; 4).
I guffit dans ces conditions d’établiv une majoration dn type

vim; A) < H(p, d).

elles

Soit- alors wed; choitissons (toujours comme dans (2.7)) m—1 déments
gy Ty ooey Uy de K™ tels que les " soient deux d deux distinets, Appli-
quons 1’1c1ent1té du théoréme (8.4) avee X = @, Uy == 4y, ..., Uy g 5 Uy y;
nong trouvens '

& =g {—Pl(?‘a o). -.‘i' en [Py (w, @)™

{h = h{p, 1), les e, = 41, les P,(u, ®) c A; ceci parce que le dénominatenr
commun :

Uy g ooy || (U7 — i)
(B
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est un élément non nul de K, done un élément inversible de A4). Ainsi
olm; 4) < hip, 1),

avee t = p(e); d’olt le lemme (7.22), avec
H(p,d) = h{p,¢(e)

THEOREME (7.23). Soit d une variable & valeurs entiéres 2= 1. Il existe
ume fonction V (d), & valeurs entiéres 221, et possédant la propriété suivante:

quelle que soil A, algébre sur un corps infini (de caractéristique guel-
conque) et quel gue soit Dexposant d = 1, Vinégalité ci-aprés est satisfaite:

v(d; 4) < V{d).

Démonstration. Fizxons 4. Soit p la caractéristique du corps de
bage; troiz cas sont possibles:

p = 0: alors »(d; A) < 2°°1 (voir (7.20));
p=d ~alorsw(d; A) < 42 (voir (7.21));
¢ p<d: aloso(d; A)<H(p,d) (voir (7.22});

maintenant, ’ensemble des nombres premiers p tels que p < d est fini.
Posons H(d) = supH (p, d); alors le théoréme (7.23) est vérifié avec
pad
V(d) = sup (2%, d2, A{(d)).

Donnons, pour 4 > 3, une majoration de V(d), et d’abord, de H(p, d)

= h(p, gv(@))‘ Reportons-nous & (8.4) {appendice) et considérons la for-
mule de Cramer: ‘
(*) - X =2, =D - .
Faisons la convention proviseire suivante: si # est un entier = 1 et sl
z <R, Décriture x = s(n) signifiera que & s’exprime 4 l'aide de n puissances
m-iémes. On notera que s(n)s(n’) = s(nn’), et que s(n)4-s(n’) = s(n+n').
Cela étant, on a: '

D = (3} {5} (o) B o

d’antre part, D, est le ‘déterminant d’ordre m—1 dont la j iéme ligne.
g*éarit

wprm—v-xe (e (e s () o

dans D,, on peut metire en facteur (7;’) (’; ) (mm ) puis; compte tenu

de la forme de Ia premiém colonne, décomposer le déterminant restant
en Tne somme D —D/— D", chaque terme de cette somme éfant un
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déterminant d’ordre m—1. ayant pour éléments uniquement des puis-
samces m-idmes. Il est clair que Dy = s({{m—1)!) et de méme pour les
deux autres. Ainsi

D, —Dy Dy’ = s{3(m—1)1).

Revenons alors & la formule (*): aprés simplification par (f;b) (v;?) (miﬂu 1)’

nous cbtenons
1
[Ty —uy

iy

(%) X =s(p—1)s3(m—1)!) 5

-1

. 1 1
En effet, = §(1); et "(}T: s(p—1), parce que e
) ()

1
(H qu)m
%
appartient au corps premier F,, dans lequel tout élément st évidemmend

somme de p— 1 puissances m-iemes. Mais [[(UT— U7") est le déterminant
’!{?

de Vandermonde des U;*, donec
Q?,(U?m UP) = s{(m—1)!)

! = Toy— U}ﬁ)]mﬂ

[[(UF—T7 [n( U U;”’)]'m

PEd

8i on porte ce résultat dang (*+), on frouve fmalement compte tenu de
la définition de h(p, ¢(e));

H(p,d) < 3(p—1){(m—1)Y".

Evaluons maintenant H(d) et pour commencer, majorons m. Hvidem-
ment, p < d—1, et p(e) < d—1. Dot m < {d—1)*"— 1. Bt il ne gemble
pas que Pon puisge faire beavcoup mieux: car si p et d sont deux nombres
premiers jumeaux (d = p+2), on aura 6 = d, et m = (d—2)* 77— 1.

Ainsi H(d) < 3(d—2){(u—1)1)* avee u = (d—1)*'—1. Or, H(d) est
{malheurensement) trés grand devant d* et méme 29 T)e gorte gu’en
fait V{d) = H (d). Finalement

ProPoORITION (7.24), Pour 4= 3, la fonction V(d) introduite an théo-
réme (7.23) satisfait & Pinégalité

V(@) <3(d—2){(u—1)1)

et

= [s(m—1) ™.

avee po= (d—1)%"—1

(Rappelons que pour tout anneau A, o(2; A)< 3, et que, si .4 est
un corps, ou d’aillenrs plus généralement une algébre sur un corps on
a méme 9(2; 4) < 2. Inutile done de se préoccuper de V(2).)

Sommes de puissances d-idmes dams un ennesu commutabif 101

In fait, la majoration. établie n’a d'autre intérét que d’8tre expli-
cite. Pour un degré aussi faible que d = 4, on trouve en effet déji:

Vi{4)< 6:(25!)%

Le senl résultat raisonnable est pour d = 3; la propogition (7.24) donne
alors en effet V(3) < 24. Mais dans ce cas particulier, on & un résultat
plus préeix:

THEOREME (7.25). Soit K un corps auire que les deuwx corps finis F,
et I,. 8i A est une K-algébre, on & Vindgalité

p(3; )<< 12

Démounstration. Reportons-nous & la démongtration dw théoréme
(7.23). Comme 2*~! = 4 et 3* = 9, et que d’autre part la condition p < 3
n'est satizfaite que par p = 2, il s'agit en fait de prouver H(Z,3)< 12.
Notons alors gque, dang le lemme (7.22), on a # =0,¢ = 3, ¢{e) = 2,
m =22—1 = 3. La condition (K™:1)z m—1 est vérifiée si K est
infini, Mais 81 K est fini, K = Fy, on a (voir (2.2))

(™ 1) = (27— 1) (21, m) = (&' —1)[m = (2T —1)/8

et ceci est supérieur ou égal & m—1 = 2 pour f>3; la condition et
finalement satisfaite en caractéristique p = 2 par tout corps autre que F,
et F,. Pour caleculer maintenant H (2, 8) = k(2, %), reportons-nous au
théoréme (8.4) (appendice); nous devong résoundre en 7, et Z, le syztéme
de Cramer

Uiz, + UiZ, = (Ui + X+ Ui+ X°,

U3Zy+ U2, = (U + XY+ U+ X°
(rappelons que nous sommes en caractéristique 2); ce systéme donne

X =24 =DD?
avec

D o= (UiUz)s"I‘ (UlUi)ay

et

(T4 XY+ U1+ X° T
(+XP+ U+ x° 03
D, est manifestement somme de 6 cubes. Quant &
(U103 + (UL U9 n
T30+ (U, U)'F B
il est somme de deux cubes. Done X est somme de 2 6 = 12 cubes ce
qui signifie précisément

1 =

_1=

H{2,3) = h(2, 2) = 12.
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Indiquons enfin une conséquence immédiate du théoréme (7.23):
THEOREME (7.26). Quels que soientle corps K e Ventier 21, on a
v(dy K) = V(d).
Démonstration. 8i K est infini, ¢’est un cas particulier de (7.17);
eb 81 K est fini, on sait (voir {7.16)) que:
wid; K)< d< d? < V{d).

Passons a Vétude de w(d; A), et commencons par rappeler un ré-
sultat prouvé au cours de la démonstration du lemme (7.21):

ProposITioN (7.27). Soient A une algébre sur un corps de cavrociiris-
Hgie p > 0, et d un entler = 1. Supposons d< p; alors
wid; Ad) < d.
Plus généralement:
PROPOSITION (7.28). Soient A une algébre sur un corps infini de eavae-
téristique > 0, € d un entier 2 1. On o alors -
wi{d; A} < AV (d).

Démonstration. Tl suffit d’éerire w(d; A) < w(d; A)v(d; 4), puis

w(d; Ay <u(d; F )< d, p étant la caractéristique du corps de base, et
enfin »(d; A)< Vid).

- ProposITION (7.29). Sotent A une algébre sur un corps de coractéris-
tique 0, et d un entier = 1. 8i w(d; 4) < co, on a '

w(d; A) < 2472 (1+ u(d; 4)).

. Démonstration. On a déjd vu que tout élément de A g'derit

1

b

S e (51

Pour h = d—2,d—4,..., remplagons —1 = (—1)%** par une somme
de u(d; A) puissances d-iémes. L’expression ci-dessus se transforme alors
en une gomme de

a 1 1 d—1 =1
[ R O e B O PP
puissances d-iémes, c’est-A-dire précisément 297% - 2‘5“ w(d; A) puissances
d-itmes, C.Q.F.D, '

Remarque. Tornheim donne (pour un corps K de caractéristique 0,

maig sa méthode s’apphque sans modification & une algdbre sur K) 1&
majoration '

w(d; K) < (d-+1)u(d; K)g(d),
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g(d) étant la constante de Waring pom‘ les entiers naturels, {voir [26]}.
On sait que, pour @ assez grand,

g{d) = 2°—2%+ [(g)d]?

Pordre de grandeur du second membre de la majoration de Tornheim
est done (d41)2%-u(d; K).

Nous allons maintenant démontrer un résultat anuoncé atl pPara-
graphe 2:

THROREME (7.30). I existe un corps L (de caractéristique 0, ordonnable)
ayant la propriété suivante: quel que soit Vexposant poir d, on a

w{d; L) = co.

Démonstration. Ce théordme n’est en fait quune amélioration de
(7.11). Désignons encore par (Kg,)n=, une suite de eorps satisfaisant
# la condition

{3 K(m)) = 2™

(voir (6.9)), et soit par ailleurs & un ultrafiltre non-principal sur
T’ensemble N des entiers s > (. Considérons Iultraproduit

L= n K(m)/‘@

(voir [177]; rappelons qu’il #'agit dn quotient de l'annean 4 = HK(m)
par lidéal I, de A ainsi défini: un élément (z,) de A a,ppartlent & 3y
41 et seulement si I'ensemble

Am| m=z0 et x, = 0}

est un élément de ). L est un corps, et nous allons justement prouver
que, quel que soit l’exposant pair 4= 2, on a wid; L) = oo,

Soit done d, pair et =

LENMME (7.31). Quel que s0it m == 0, el quel que s6it mq tel que 0 << My <y
il existe un blément de K .,y qui est somme de 20 puissances d-iémes, mais
qui west pas somme de 20— puissances d-idmes.

Démontrons ce lemme. Puisque u{Z; K(m,) < oo, le théordme
(6.15) prouve que u{d; K;) < oo; et en fzut puisque d est multiple
de 2 et que toute somme de puissances d-idmes egt done une somme de
carrés, on a la suite d'inégalités

2™ = 2m = %(2; K(m}) < '“’(di E(m}) < 00

Terivons alors —1 = ul—l—uf—l— A-uf, avec b = u(d; Kpy): i est clajr
que l'élément wuy oyl +udn, est somme de 2™ puissances d-lémes,
mais non de 2”“0—1 et le lemme est démontré.

Revenons au théoréme lui-méme, et désignons par = la projection
canonique
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11 #’agit de prouver, pour tout » > 0, que w(d; L) > n. Soit m, le pluy
petit entier w tel que 2™ > n; d’aprés le lemme (7.531), il existe, pour
tout m = m,, un élément a,, < A, qui est somme de 2 puissances d-idmeos,
mais non de 2™ —1 puissances d-ibmes. Pour fout m < m,, posons par
ailleurs a,, = 0; désignons enfin par z 1'élément = ((a m))sl} Il est claic
que z est somme de 2™ puissances d-ibmes: car c’est vral de a,, quel
que soit m. Aingi weL} . Mais 2 n’est pas somme de # puissances d-idines
{ce qui implique w(d; L) > » et prouve donc le Lhéou me). En effet, s o
était somme de » puissances d-itmes, il existerait Je& (J néceﬂqmremenb
infini, parce que 2 est mon-principal) tel que, pour tount med, @, soit
somme de n puissances d-iémes; maiy le choix des @, et I'inégalité » < 2™
impliqueraient alory

Ja{0,1,...,

ce qui est absurde, engemble de droite étant fini.

Notons pour terminer ce paragraphe qu'une égalité du type w(d; I)
= oo, ou K est un corps, est 1m'posmb1e 8l d est impair: car alors, d’aprés
(7.1) et (7.26),

my— 1},

w(d; ) = o(d; K) < V(d).
Notons également que
. 81 K est de caractéristique = 0, w(d; K) <
(voir (7.28));
si K est de caractéristique O non-ordonnable, on a la double
inégalité u(d; K) < Ufu(2; K), d) < oo, quel que soit d (voir (6.16)),
et par conséquent :

u(2; K} < u(d; K) <w(d; K) < u(d; Kjo(d; K) < Ulu(2; K), 4)V(d).

On peut done (pour les corps) dresser le tableau suivant {gui résume
complétement la question coneernant v et w):

aV(d) quel que soit d

Y

",

N e non-ordonnable ordonnable
\,
-‘\ p=2=0 p=10
%, >0
d P w(2; K) < oo wi2; IL)
—— — . S
e we Vid) | w V() ) I/’(({)
v Vid) < V(cl) . e V()
4:&(2 Hy<w
et w (Tu(2; X}, d) V(d) "-““_}ilf:;b Ii;i..:f 3;11
pair | w<dTV(d) (w est done Ffini, mais ow infini
v V(d) peut &trve arbifrairomoent (fafro K‘; )
grand: voir [6.9)); : i
v FAd) v V(d)

icm
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5. Etude de w(d; 4) pour vm anneau local hensélien 4. Applications.
Rappelons dfabord quelques résultats relatifs an probléeme de Waring
pour un anneau P-adique. Soit ¢ un entier > 1.

(I} Si Z, désigne 'annean des entiers rationnels p-a.diques, on Badb
depuis longtemps que (Z,); = Z,, et que

w(d; B,) < 4d—1,

(voir par exemple [18], Satz 31, ol le résultat est exprimé sous forme
de congrnence).

(IT) Birch a démontré récemment le résultat suivant (voir [37)
quel que soit Vannean P-adique 4, on a w(d; 4) < d“’d, Ramanujam
(voir [23]) a prouvé par une auntre méthode que 'on a plus précisément

w(d; A) < 8.

(TXT) Signalons également une conséquence implicite de la propo-
gition 1 de [23]: ponr tout anneau P-adique A abzolument non-ramifié
(et de caractéristique résiduelle p), on :

4d (sip =2),

W(d;A)él :
2d (sip > 2).

Noug allons pour noire part prouver ceci:
- THEORBME (7.32). Soient 4 un anncaw B-adique quelcongque ef d un
exposant premier, Alors

(sid = 2),

(sid>2).

6
W(d;A)élZd_l

En fait, ce théordme est un cas particulier d'un résultat relatif anx
anneanx hengéliens, que nous allons démontrer maintenant (théoréme
{7.34)). '

LeMyE (7.33). Soit A un anneaw local hensélien de caractérisiique
résiduelie p = 0. Alors :

‘ 6
w(p; A)< _
(p; 4) |2p—1

Démongtration. Soient Z, le localisé de Z en (p) et B le hengélisé
de Z,. Puisque 4 est hensélien de caractéristique régiduelle p, I'homo-
morphisme canonique Z — A4 se prolonge en un homomorphlsme h:B - A.

(sip =2,
(88 p > 2).

" Digtinguons alorg denx cas:

ler cas: p = 2. Je dis tout d’abord que
(2; 4)< 4
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Considérons en effet le polyndme X?—X 1-2e¢B[X], cag particulier du
polynéme X?— X -} p jntroduit dans la démongtration de (6.19); d’apros
ce qu'on a vu alors, ce pol’ynom@ admet dans B deux racines. Soil o une

dentre elles; on pent derire a*—a--2 = 0; apres transformation, ececi

devient
—1 = (a—1)24-2%4-12--1%,

dolt w(2; B) <4 et a fortiori wu(2; 4)< 4, (appligner (6.1) & IPhomo-
morphisme %: B ~ A). Maintenant, d’aprés (7.9) tout élément de 4,
g'éerib 2t + (w+ 1)2—y%: remplm;.&nt —1 par une somume de quatre carrds,
on voit bien que w(2; 4) < '
2e cas: p > 2 A est une B-algehre (grice & /), done un quotient

d'une algebre de polynémes O = B[T], T dégignant une famille d’indé-
fermindes sutfisaroment grande. D'aprés (7.2}, (1), i1 suffit de prouver
Tinégalité w(p; €) < 2p— 1. On va pour cela appliguer (7.2), (iil) & Panncau
¢ et 4 son idéal p(. Tout d’abord, w(p; C/p0) = 1, car (/pC est algdbre
des polyndémes en T sur le corps premier F, de caractéristique p. D autre
part, tout élément de pC est somme de 2p—2 puissances p-idmes: en
effet, on sait (par application au polynéme X*~*—1 du lemme de IHensel)
que B, et a fortiori €, contient les racines (p— 1)-itnes de lunité, Iy, &y, ..

vy Lpop; pAr un calcul de fonetions symétriques, on vérifie alors quu,
pour tout xeC, on a I'égalité

(—1)3319(?-—1);2'; -_*::Sl ((Ej_m)p+m11)7

le second membre est somme de 2p-- 2 puisgances p-iémes; comme p— 1.

est inversible dans B, I'assertion se irouve établie. Cela étant, {7.2), (iii)
nous permet d'éerire

w(d; B) <w(p; B/pB)+ (2p—2) = 1+ (2p—2), C.QF.D.

TuioriME (7.54). Soit A un anncaw local hensdlien & corps résiduct
Fini. 81 & est un ewxposant premier, on & lo majoration

(sid = 2),
wid; ) <y
9d—1  {(sid > 2.
Démonstration. Soit p la caractéristique du corps résiduel k.
B d = p, indgalité rdsulie du lemme (7.33). Maintenant, 8i d £ p, on o
(d, p) = 1, et dantre part (voir proposition (7.16)) w{d; )= d. D aprds
(2.16), il résulte de 1& que '
_ _ wid; A) << d-+ 1.
"Malsd4-1<68id==2,d+1<2d—1 i d > 9 Le théordme eyh démontré.

REMARQUE (7.35). Compte tenu de (7.23), ce raisonnement donne
aussi le résultat suivant:
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il existe une fonction W(d) & valeurs entiéres > 1, ne dépendant
que du nombre premier d, et telle que, quel que soit 4, anneau
local hensélien de caractéristique résiduelle > 0, on ait:

w(d; Ay < W(d).

Indiguong quelques applications du théoréme (7.34).
TuhoREME (7.36). Soient A un anneau fini et d un exposant premier;
on a la majoration
6 (sid =2),
w(d; Ay < .
2d—1  (sid>2).
Déimongtration. A se décompose en produit direct fini d’anneanx
locaux eux-mémes finis:

A = 111:}( AgX---XAn.;

il suffit done de démontrer le théoréme (7.36) lorsque A est local: mais
dans ce cag, A est évidemment hensélien (il est complet pour sa structure
nniforme naturelle, qui est discréte) et (7.36) est nne conséquence parti-
culitre de (7.34). _ .

THEOREME (7.37). Soient A un onneaw et d un exposant premier. Si
Uanneaw quotient AJd1A st un produit fini & anneauw locoux henséliens,
on o Dindgalité :
3 (sid =2),

vid; A) <
(@ 4) gd-149d—1 (sid>2).

Démonstration. 8i 4 =2, linégalité provient en fait de (7.9)
(et I’hypothése sur 4 /d!4 ne sert i rien). Supposons done d > %; d est
imypair, et d'aprés (7 3.2) on a 1’1nega11td '

vid; Ay < ’ﬂ‘l—}-fv d; A/d'A
il $agit de prouver que v(d; 4/d14) < 2d—1, ou encore que w(d; 4/d!4)
< 2d—1, puisque @ est impair (voir (7.1)). Mais cette derniére inégalité
résulte de (7.4), de (7.34) et de I’hypothése faite sur 4/d!4.
COROLLAIRE (7.38). Soient 4 un anneaw et d un exposant premier,
81 Panneau guotient A [dLA ést find, on a Dinégalité:
3 (sid =2),

A
ol DS gai g gg—1 (si d > 2).

Démonstration. Il suffit de 1ema1quer que tout annean fini est
produit direct fini d’anneaux locaux henséliens (fait déja utilisé dans la
démongtration du théoréme (7.36)).
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REMARQUE (7.39). R. M. Stemmler a démontré le résultat suivant
(voir [257): si 4 est un anneau dentiers algébrigues et si d est un exposant
premier, on a la majoration

) d—1
v{d; A) <2d-l+--—e;~ +1.

Te corollaire (7.38) montre que (& une légire modification prog de
la quantité majorante) ce résultat est en fait valable pour umne classe
d’anneaux beaucoup plus vaste que celle des anneaux (’entiers algdbrigues.

Bn particulier, il est valable si 4 est un ordre d’entiers algébriques non

intégralement clos.
Autre conséquence du théoréme (7.37):

COROLLAIRE (7.40). Soit T une famille quelcongue d'indélerminées, et
soit A Panneay de séries formelles Z[[T]]. On a Dindgalits:

(std =2),

vl 4) < (85 d > 2).

91991

Démonstration. Si []p} est la décomposition du nombre d! en
facteurs premiers, on a:

AfdlA ~H Z[pHZ)[[T]],

de sorte que Ajd!d est un produit fini d’anneaux locaux benséliens
{en fait, complets).

REMARQUE (7.41). 8i Pexposant premier 4 est > 2, et si 7' est finie,
disong T = (T, Ty, ..., T,), le corollaire (7.40) donne 1’égalité '

{*) _@_(d; Z([Ty, Ty, ..., Todl) < 24— 1,
“qui rappelle Vinegalitd
TuD) < My(a)

de la proposition (7.12) (inégalité dont nous ignorons si clle est vraie ou
fausse). L'idée peut venir d’essiyer de démontrer (#*) A Iaide de (%),
ot de prouver ainsi I'assertion (a) de (7.12) lorsque 'exposant ¢ est pro-
mier. Bt la méthode qui semble s’imposer est alors la suivante:

(**) v(d; Z{T,, T, ...,

étant donné un annean filtré F, de gradué associé G, essayer de ramener

{en un certain sens) le probléme de Waring dans F.au probléme de
Waring dans G.

icm
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Malheureusement, ceci ne semble guére possible, comme le démontre
P'exemple suivant:
EXEMPLE (7.42). Posons:
o= By
P = Z, filtré par les puissances de lidéal (2);
B = k[{T]], filtré par les puissances de l'idéal (T).
On a G ~@ =Ek[T] (G et G' sont les gradués associés & F et F").
Or, pour l’exposant d = 2 on o
~k[T?], e F;=Z=F,
mads
Fy= k[T + F;
et pour l'exposant € = 3, on a
F,=Z=F, Fy=k[[T]]=F,

mais Gy (on G o k[T*, T+1%] # k[T] ~ G (ou &).
CoNoLusioN, Nous ne sommes pas plus avaneés. Par exemple, nous
ne savons méme pas si

(***)

v(3; Z[T]) < oo.

La détermination de ©(3; Z[T]) serait évidemment cruciale pour notre
probléme. Notons que, si k = F,, 'inégalité (+++) équivaut & la suivante:
2(3; B[L]) < oo,

Car, comme k[7] est guotient de Z[T], on a
_ (33 B[T]) < w(3; Z[TD);
d’autre part, d'aprés (7.3.2),
v(3; BT < 4+0(3; (Z/6Z)[T]).
Mais
(Z[62)[1'] = (Z[22)[T]x (Z/32)[T],
et
v(3; (Z/3Z)[T]) =
d’aprés (7.4), on a dome

v(3; (Z/62)[T]) = v(3; K[T]);
et finalement .
v(3; Z[T]) < 4+0(3; k[T]).
Voiei une autre application da théoxéme (7.34):
ProPOSITION (7.43). Soient A un enneau local séparé complet & corps
résiduel fini, et d un exposant premier tel que Ay soit noethérien et A de
type find sur Ag. ' '
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Alors, si (To, Ta, ..., T,) est une famille finie d’im%ét.eaﬂmvinées ot 8l
B = A[[T,, Tay ..., T, 11, Panneon B, est lui-méme noethérien.

Démonstration. On peut naturellement se rTamener aun cas olt
n = 1: derivons done B = A[[F]]. I est clair que B est, comme A, local
séparé complet & corps résiduel fini. En particulier, il est compact et
hensélien. Je dig d’antre part qu'on a Pinchusion

Ag[[T"]] = By.
En effet, soit y = 3¢, T (les o;¢ 4,) un lément queleonque de A [T,
1320 '

Pour tout #7320, on a évidemment
by, i
p .
¥y = zc‘fT’ E(A [Tl)d:v
i=0

ot a fortiori 4, ¢ B;. Posons alors M = 6 (sid = 2) et M == 2d—1 (st d > 2);
Qaprds (7.39) on a w(d; B) < M, el la relation y, B, montre qu’il existe
Ly Fyay oney Fom «B tely que

I i1 A d
Yy == Fh,l"'l"n,z'{_' ‘. 'l‘—Fn,M'

B étant compact, il existe (raisonnement clasgique) une suite d'entiers
0< My < By oee < My < ... o des éléments Fy, Fyy ..., Hy de B tely
que, pour § = 1,2, ..., I,

Lim F, ;= .

00

Alors :
Y = ]j-mynq = F?+Fg+'+F%T€BrM
g—r0o

ce qui prouve I'inclusion annoncée. Cette inclusion montre que B, est
un sous-A,[[7%]-module de B. Or, A, étant noethérien et 4 étant de
type fini sur 4, (par hypothése), 4,[[T%]] est noethérien, et B est de
type fini sur A,[[T%]], donc noethérien en tant que Ag[[7%1]-module.
Il en est alors de méme pour le sous-module By, et a fortiori pour
Pannean Bg, C.Q.IF.D.

Naturellement, le raisonnement ci-dessus wappliquerait égulement
dans toute situation ol, ¢ n’étant pas premier, on gaurait cependant
que w(d; B) < oo. Notons qu’on peut par exemple appliquer (7.43) lorsque
A est un anneaun P-adigue. Ainsi, quel que soit p premier, l'annenn
(2, [[T]]), est noethérien, ce que rien jusqu’s présent ne nous permet-
tait d’affirmer.

. Terminons par une remarque relative an théoréme (7.36); ce théortme
affirme: quel que soit d premier, il existe un nombre M{d) tel gue, pour
tout anneaun fini 4, on ait la majoration w(d; 4) < M(d).
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ProBLBME. Fwiste-t-il pour tout d un nombre M(d) tel que, quel qite
soit A fini, w(d; 4) << M(d)?

(Yest le probléme de Waring généralisé, pour la classe </ des anneanx
finis. Nous ignorons la réponse (naturellement: sinon nous aurions mis
cefite réponse dans 1'énoncé du théoréme (7.36)). La seule chose certaine
(et qui est friviale) ¢’est que, quels que solent d > 1 et A fini, on a

w(d; 4) < oo,

 Nous sommes portés & croire que la réponse & ce probléme est positive,

et que la selution se trouve dans I’étude de la structure des anneaux
locaux finis. Les résuliats de Bireh—Ramanujam et de Stemmler apparaii-
raient alors comme des conséguences du simple fail que st A est un onneau
PB-adigue ou un enneaw @entiers algébriques, Uanneau AjdL A est find.

Appendice
TROIS IDENTITES FONDAMENTALES

TrtorEME (8.1) (Hilbert—Hausdorft). Quels que soient Pentier m = 1
et Pexposant d =1, i ewiste des entiers ¢ (1<i<m;l<h<2dt 1},
et des entiers positifs g # 0,1, 4oy -y Gear1s €18 que Von ast DPidentité
sudvante:
¢ X+ X4 X = }Z’ (e p Xyt on ot 6 X
b

Cette identité, dont existence avait été conjecturée par Hurwitz,
a été établie pour la premiére fois en 1909 par Hilbert (pour prouver la
conjecture de Waring: voir [12]); divers auteurs en ont, par la. suite,
donné de nouvelles démonstrations: citons en particulier celles de Haus-
dorif (voir [11]) et de Btridsberg.

THROREME (8.2). Quel que soit Vexposant d =1, on & Pidentité sui-
DANLE: '
{(d—1)d!

P15 A

(8.2.1) )

-
= 3 (e (T e
h=0 :

qui pewt 'éerive également sous la forme

d—1 _ ‘
ax = 3 (1 { a m—a.

R0

(3.2.2)

I'identité (8.2.1) se trouve dans (107 (théoréme 402); quant & l'iden-
tité (8.2.2), on peut la déduire de (8.2.1) de la facon suivante: dans (8.2.1),
on fait X = 0, et on retranche membre & membre de (8.2.1) I'égalité
aingl obtenue.
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b adn e, -5.’ -
COROLLAIRE (8.3). Soient A un anneaw ¢ & wn entier == 1. On a Vin

" clusion swivante:
did = 4,.

TatoREME (8.4). Soient p un nombre premier, f umn emm;; .1..,\ et
désignons par m Ventier p'—1. Soient d’aum.part F = Fi,‘ le corps fini g p
fléments, Uy, Ugyoory Upoyy X des indélermindes, L‘ = ¥ (U) l‘c cowps‘ dtis
fractions rationnelles en U = (Uy, Usy ...,y U,,,,,‘._]). @ c@fﬁawnts dans 17,
¢l B = L[X] Vanneau des polynémes en X & coefficients a!wmg le corps ]}
Il existe alors un entier h = h{p, 1), des coefﬁavﬁents € =k 1, € e :]"'.'1"'
ey by = -1, o, dans B, des déments P (U, X), Py (U, X), ..., P, (U, X),
de dénominaleur commun

UJ‘U2 Ler Um‘-ml I-I(U?"‘ U,Tl“) ?

(A
le toul satisfaisant & Videntité suivamte:
X = e, [Py (U, D)™+ eo[Po (U, D)+ 6 [Py (T, )™

Démonsgtration. Considérons le gystéme lindaire de m— 1. équations
4 m—1 inconnnes 7, %, ..., 2, , ayant pour j-idme égmation

(‘Tf) U}n(’mﬂ)zl_|_ (7’;) U;‘n(an....-ﬂlza +ae (m'f"n 1) U;"'mel
= (U;”'—Iﬂ Xym— U;nzq_xm
Soit B,, (resp. L,,) le sous-annean de B (resp.’ L) engendrd par les puis-
sances m-idmes des éléments de B (resp. I); les coefficients du systdme

linéaire envisagé sont dans L,, et les seconds membres dans B,. Le
déterminant D du systéme se caleule facilement:

R |V I N A A s (L)
(c'est & peu de chose prés un déterminant de Vandermonds). _Ma;is D # 0:
- il guffit pour le prouver de montrer que dang F, aucun ded coefficients
binomiaux (T’) n’est nul, on encore que dans l'anneau local Z,, tous 1(73
(T) sont inversibles, ce qui résulte immédiatement de la- formule

N m{m—1) ... (m—i+1)
(@) B %4 _
et du fait que m = p*—1. Le systdme envisagé est done un systéme de
Cramer & coefficients dans B,,, et & déterminant non nul dans L,, done

inversible dans B,,. Ce systéme admet dans B,, une solution et nne seule,
et il ept immmédiat que cette solution. est: '

7, =X, =X, .., 2, = X",

™
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De la XeB,, ce qui équivaut & Pexistence d'une identité telle que celle
de I'énoncé, sans toutefols la précision relative au dénonminatenr commun:
cette précision résulte de la formule de Cramer explicite }

X = 4, = DIDMI

et de la valeur de D donnée plus haut. Le théordme est ainsi démontré.

Le théoréme (8.4) est utilisé au chapitre 2 et au chapitre 7 pour
Pétude des sommes de puissances d-idmes dans des corps gquelcongues.
L’idée de mefitre ce théordme en évidence et la méthode de démonstration
proposce ici nous ont té smggérées par un article de Tornheim ([26],
théoréme 2). Toutefois, Tornheim, qui étudie des sommes de puissances
d-iemes dang des corps de caractéristigne p > 0, n'obtient de résultats
qu’en supposant I'existence d'une relation entre d et p {d<p, ou ptd)
ot bien en supposant le corps parfait. Le théoréme (8.4) permet aun cont-
raire d’obtenir des résultats complets sans faire ancune hypothése de ce
genre, et par conséquent d’éliminer tous les ennuis dus & Ia caractéristique.
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Caractérisation des ensembles normaux dans Z
par

F. Druss et M. MEND#S FRANCE (Bordeaux)

“Art is the DTree of Life
Science is the Tree of Death.”

William Blake

1. Introduction. On rappelle que si A = (4,) est une suite infinie
de nombres réels, on dit que weR est A-normal si la snite zA est équi-
répartie (mod 1). On note B() l'ensemble des nombres A-normaux, et
Pon dit guun ensemble £ c R est un ensemble normal §'il existe une
suite A telle que B = B(A). Une intersection dénombrable d’ensembles

normaux s'appelle un engemble normal au sens large.
Il est clair qu'un ensemble F normal (resp. normal au sens large)

satisfait aux conditions muivantes:
(i) 04 E; .
(ii) Pour tout geZ* = Z— {0}, on a ¢H < B;
(iii) ¥ est mesurable au sens de Borel. _
Savoir si ces conditions sont suffisantes semble étre un probléme
difficile. Nous l'avons résolu dans le cas ol ¥ est un sous-ensemble de z
(il en existe!) grice & une idée de D). Cantor (communication privée).

2. Résultat obtenu. Soit meZ. On désigne par D(m) Pensemble des
diviseurs de m (1 # 0), et on pose D(0) = @. On démontre alors le théo-
réme suivant: :

TakorEME. Sott B un sous-ensemble de Z*. Les conditions suivanies -
sont équivalentes:

{1) B est normal au sens large;

(2) B est normal; .

(3) Pour tout geZ*, on o gB = B;

(4) It existe une suite infinie (m,) de nombres entivrs, lelle que

B= F\ (2*— D{m,))

=1



