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ACTA ARITHMETICA
XVIL (1970)

Ensembles normaux
par

J. Lmsca et M. MeNDEs FraxcR (Bordeaux)

Introduction. Soit A = () une suite infinie de nombres réels; le
nembre réel o est dit A-normal si la suite x4 = (xd,) est équirépartie
{mod 1). On désigne par B(A) Pensemble des nombres A-normanx.

Nous établissons dans cet article deux résultats coneernant les suibes
dentiers. Soit § Pensemble des suites croissantes d’entiers. Soit ¢ une
application de N dans N. A étapt dans 8§, on pose wld) = (rp(ﬁn))._Nous
démontrons:

TutoriME 1. 85 pour tout AeS les deuw ensembles ‘B(rp(A)) et B(4)
sont dgaux, alors ¢ est nécesswivement de la forme

(1) piz) = z-}- const.

pour zeN suffisamment. grand.

(le Tésnltat est “fin” en ce sens qu'il existe des fonetions ¢ ne vérifiant
pas (1) et telles que eependant B((p(./l)) = B(A) powr presque tous les
Aef (on munit § dune mesure qui st définie dans la seconde partie
de Particle). o :

On montre en effeb:

THEOREME 2. Soit ¢ un polyndéme non constant defini de Z dans Z.
Pour presque tous les A8, on a Pégalité: B{g{4)} = R—0Q.

En choisissant ¢(2) =% on voit que le theoreme impligne que
B(A) = R—Q presque partout: par conséquent pour tout polyndme
g non constant défini de Z dans Z, on 2 Blp(1)) = B(4) presque partout.

Remarque. Le théoréme 2 signifie que Dapplication Bogp définie
de § dans P(R) est presque partout constante. Peut-on caractériser
les applications ¥: Z -~ Z qui sont telles que Bo W soit presque partout
constantes? Ce probléme est en rapport avec celul qui congiste a ddter-
miner les A tels que B(A) = R—Q.

Liarticle est divisé en deux parties: la premiére concerne la démon-
stration du théoréme 1, la ‘séconde concerne la démonstration du théo-
Téme 2.
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Démeonsiration du théordme 1

§ 1. Préliminaires. Nous idenfitions dans toufe ecette paxtie le tove
R(Z au cercle T' de longuenr unitée, orienté ef muni dune origine 0, 8i
. ext un nombre réel, le symbole [ représente Ia distance de # b Pentier
le phus voisin, :

Soit ¢ une application de N duns N. Nous démontrons que si o 1est
pas de la forme ¢(2) = o+ const. pour zeN suffisanunent grand, alors
il existe e § tel que B('g:- {(A)) # B(A). Nous sommes aumends i démontrer:

“Soit U = (x,} une suite croissante entiers gl satistait o Pune
des & eonditions smivantes:

(a) ¢(u,)w, prend une infinité de fois chacune des deux valeurs
a et b (@ # D), '

(b) wlit,)— u, est non bornée ¢t lin ) =1,

T My,

(e) ¢(u,)/u, tend vers I'infini aveo 7,

(d) ¢(u,)fu, tend vers 2 quand # croit indétiniment,

(ej pour tout entier » >0, ¢(u,) >u, et il existe wne constante
#e]0, 1] telle que

?} ::{ IIU“H-.”{P(MM)” *“3: '%'M'J;"

Alors il existe une sous suite de 4 de 17 tells que B(A) = B(q:(A)).”

Pour démontrer dans chacune des cing hypothéses ci-dessus Pexistence
d'une telle sows-snite, nous faisong cing démonstrations. Dans chacune
on se cdonne & priori une sous suite {6,) équirépartie modulo 1 et on con-
stroit & et 4 de telle sorte que I'une des suites ud,y wep(A) soit adjacente
4 (4,) {done équirépartie modulo 1) et Pautre non partout dense modulo 1,
Chaque fois & est obtean comme intersection d’infervalles fermés emboitds
dont le diamatre tend vers 0. {Dans chague cas, il est possible de con-
struire, dans tout onvert non vide de R; conjointement i In suite A, ua
ensemble d’éléments @ vérifiant les conditions ci-dessus, ensenible pos-
sédant la puissance du eonting. ) :

Ceci démontre hien le ‘théoréme. Ton effot, supposons (gp(m,)— )
~bon eonstante & partir dun cerfain rang:

{1} 8i (rp(ﬂ}——n.) est bornée on a nécessairement ln propriété (a) pour
une suite U convenable, _ . :

(2) S (fp(n)——ﬂ) est non bornde supérieurement, il existe une suite
U possédant Pune des propriétés (b), (e), (d), (e) précidentes.

(3) Bi ¢ posséde une valewr Eaccumulation, le vésultat final est facile.

1 - _ P e . - X i
{£) Bi ¢ est déeroissante et ne possede pag une valeur d’accumulation, .

On peut construire une sous-snite infinie U’ telle que la restriction (le
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p & U’ soit injective et en dédnire une suite 77 pour Iaquelle on a une des
propriétés (a), (b), (e}, (d), (e) lorsqu’on remplace ¢ par ¢, bien définie
dans @(U’).

§ 2. Cas (a). On suppose que Papplication @ est telle qu'il existe une
suite UeS pour laquelle p{u,)— %, prend une infinité de fois chacune
des denx valenrs a et b (¢ + b).

Conditions imposées. Construisons les intervalles fermés de R,
Loy Ly, oo eb la suite /4 = (4,)e8 de sorte que

(1) wely = |(b—a)m| = 1/4, '

2) Iy21, 21,5 ...,

{8) Apdiam (I, 1) =2 (nz1),

(4) @el, = |led,— 6,/ < 1/ (0= 1),

U-') { HGTLH g 3/8 = qp(j‘n)_ﬂ'n = ﬂ,
VBN > 38 = () =2, = b (n 1),

o0
Les conditions ci-dessus résolvent le probléme. En effet, si ze (M) I,,,

. f=Q
e est équirépartie (mod 1) puisque d’aprés (4), cette suite est adjacente
(mod 1) & (8,). Par confre, wp(4) n’est pas dense (mod 1). En eifet la
suite (4, a)z est équirédpariie (mod 1), mais d’aprés (1) et (3) la suite
wp(A) différe de la précédente: pour tout entier », on a

[l () — aiel] < 8/8-1/n.

‘Gonstrueﬁon: On construit dans Vordre Iy, A, 7, 2s,... I, est
choisi de fagon & satfisfaire la condition. (1). Supposons que -
Tintervalle I,_, soit construit. On choisit 2, de facon i satisfaire (3) ef

(5). On construit enfin I, de fagom & vérifier la condition (4) et (2), ce.
qui est possible puisque A, diam(F,_,) = 2.

§ 3. €Cas (b). On suppose gue ¢(u,)—u, est non hornée et que

lim M =

00 un

1.

Conditions imposées. Nous construisons wne double suite d’in-
tiervalles réely _
. I, = [ — s L+ 114
! Il ’ r +
In, = E"nn'—lns Tp Zn] ) '
eonjointement & la guite 4,.

Boit ¢ Pensemble des nombres » tels que a suite ir(qn.(-la,L)—@tgb) s0if;
dense (mod 1). Comme la suite ¢(w,)—1u, est non bornée, on sait gue
(! est de mesure pleine, donc partoudb dense.

Acta Arithemitca XVIL3
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On impose aus intervalles I, I, et 3 A, les conditions suivantes:
(1) Iy=2I;2L2;=>1...,
@) Loy 21 (n21),
(3) @ (h)— 0] =0 (2= 1),
(4} Lp(dy) =1/n (n2=1),
(3} m,eC (w3=0),
(6) (T —2)p(h) <1/2 (R 2 1),
(7) (g () ) fp () < L (22 1),
(8) I[i(?’(ﬁn)—ln)wa:m_lﬂfl/s s 6,1 =< 1/2, -
| (A) — 2o} B sl 2= 3/8 81 16,] > 1/2 (n = 1).

Les conditions ci-dessus régolvent le probléme. Hn effef, d’aprés (3)

et {4), si # appartient & [}L,, la suite xp(d) est adjacente (mod 1) & la
kd

suite (6,) done sy (A4) est équirépartie {(mod 1).

Dgutre part, on a

m@bz;z = 2,0 () + 8, (j'n.““(}c(’ln))
= J"nql(j'n) - (mn—' $:1.---1) (Qﬂ U’n) - ﬂn) _l' m?’a-—l ((P (j‘n) - A-n) .
Leg conditions (3), (7), (6) &t (8) conduisent & 'inégalité
1

an

Ceed, compte tex_m' de (4), prouve que la suite z/ n'est pas partout
denge (mod 1). '
Construetion: On construit dang Pordre

3
”m:m }“ﬂ.“_ g "l_

? i !’ ’)
Iu; }“15 @1, Il: Py Ils )‘27 &gy I?-: gy 127

L'intervalle T, est pris arbitrairement. Suppoesons T, , construit et tontes
les relations précédentes vérifides. 1, est construit .de facon i satisfaire
(2), (7) et (8). Cect est possible car ,_, (. &, est choisi de fagon o satisfaire
(8) et (6). 1, esb construit de fagon. & satisfaive I, = I,_,. o, ekt choisi dans
Pintérienr de I,, de fagon & satisfaive (5). Enfin 7, est choisi suffisamment
petit pour vérifier Vinclusion I, = I,. : '

: ‘ % ‘
§4. Cas (e). On suppose que gii) croit indéfiniment.

i
‘Conditions imposées. Nous nconstruisons deux suites d’inter-
valles fermés I, T,,..., I, I,,... et une suite 4 =~ (4,)eS tels que
(1)Iuc11cI;chcI;c..., - :
2) Ldiam(T, ) =2 (n>1),
B3) el >n (n=1),
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(1) wel, = |lwk,— Ol <1/n (n > 1),

(8) wel, =l wp(A )l < 1/ (n2=1).

Les conditions imposdes résolvent le probléme. En effet, si ze() I,

%

alors d’aprés (1), la suite 24 est adjacente (mod 1), & la suite (§,). 241 esh
donec équirépartie (mod 1). Par contre, Ia suite mp(A) qui vérifie (8) n’est
pas dense modulo 1.

Construction: On congtruit dans l'ordre

Loy by Iy Iy Ay gy Iy Loy e

I, est un intervalle non vide arbifvaire. I,_, étant supposé construi,

on eonstruit A, soffispnmment grand pour satisfaive (2) et (3). Compie
tenu de (2), i est possible de constrnire I, inclus dans T,,._; de sorte que
(4) soit vérifié. Enfin I, est un intervalle incln dans I, et qui vérifie (5):
cecl est rendu possible par les eonditions {4) et (3).

o ()

n

§ 5. Cas (d). On suppose que tend vers 2.

On définit la suite (x,) par
0y <14,
2y, = 0, (mod 1)  (n3>0).

Par une comstruction analogue 4 celles des paragraphes précédents, on
déternyine une sous-sunite A de U et xR tels que la suite x soit adjacente

~ (mod 1) & Ia suite {z,). 24 est done non équirépartie (mod 1). Par ailleurs,

Ia suite zp(A) est adjacente & (6,) done zeB(p(A)).

§ 6. Cas (e). On suppose que pour toub enbier , ¢(u,) > %, et il
exigte #€]0, 2] telle que

(&

ES — .

<
I

u’n
{ i)
Htablissons un résultat préliminaire.
Leirve, Soient nel0, 11 ¢ ac B fels que
1< el < 3—7-
11 exisie un eniier v = r(y) tel que: Pour fout p réel, il emiste des entiers
u et v lels que
[w] << 7y
[o} <7,y
o — Bl < 1/6,
flav— Bl = 1/3.
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1 , .
Démonstration. Soit 7= ["__2 ]+2. Considérons les 2r--1 points
i
de T = R/Z:

8, = {0, -a, £2a,..., +ra}.

Montrons que le plus grand are connexe de T—S8, a une longueur 4 an
plus égale & 1/3 (le lemme est bien nne conséquence de ce delniel résultat).

A cause de la sgymétrie, on pent toujours supposer que 1 = @ F—.
Congidérons les deux cas: .

ler cas: a<E. Alors, compte tenu du fait que Zre >1, i est clair
que d< a< %

2¢ cas: ‘~< o< F—1. COIl\ld.LlOIL‘s les points

u, 30, Ba, ..., 8a (s =7 ou r—1)

el leurs symétriques

ey 30, aa.y, — 8.

“Ces points sont distants de %+ an moins et 29 an plus. Compte
tenu du fait gue le nombre de ces pointis est aw moing » et de Pinégalité
Ar=1)n =1, il est clair quon a: 4= §.

Le lemme étant établi, nous construisons les suites de nombres réels
)y (P8, (1) et les suites Qentiers U = (u,) et A = (4,) telles que A = U.
On pose I, = [y,—ly, yp-+1,]. On rappelle qu'il existe 5 tel gue

(1) 7 <! i@—‘
s PTO8)
Conditions impoeées:
@ LoL;oLL>
B) el =r+2 (r = 7(n), voir le lemme ei-dessus), (n = 1)
(4) (p{,)) st une suite croissante,
) lpUn) 92— Bl =0 (n 1),
) o) — () vmal <1/2 (2 1),
( ) Yn = Vi Fnfp(d,) (02 1),
(8) w, <7 (W2 1),
(9) lup(Ay) = 11’% (n 2
(10) 145 70— l<1/6 si || Wl < 1/4,
W~ Gll =173 81 6, > 14 (n>1).
Les conditions imposées résolvent le probléme. En effet, si = appar-
tient & ﬂIn, alors la suite xg(4) est adjacente modulo 13 g, Qapres (),

{(7) ot (9), la suite zp(A) est done éqmrépartm {mod 1).

LL—9.

H
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Par ailleurs, d’aprés (9), (10) et compte tenn du fait que 2, < (A}
' 5 1
Hx}"n” < "i"E' + TE-

La suite x4 n’est done pas équirépartie (mod 1).
Possibilité de 1la construction. On construit dans Pordre

. ¥os o (ct par suite 1), 4, (et pa,l suite 1), ¢ wu, (et par suite vy &b I,),

day oovy Ay (et par suibe 1), 9, u, (et par suite y, et I,), Ay -

vy et 1, sont arbitraires. Supposons construits tous les éléments
d’indice inférieurs & » > 0. On choisit 1, suffisamment grand pour réalizer
(3) et (4). Les conditions (5) et (6) déterminent i, u, se construit de Ia
facon suivante:

Le premier membre des inégalités (10) s’éerit en vertu de (7)

‘Afb
e
11 esti clair, d’aprés le lemme précédent et (1) quion peut construire w, de
sorte que {8) et (10) soient vérifiés. On peut alors écrire d’aprés (6), (T)

t (8):

“y-n—l - yﬂ.ﬁ S ”'J’aa-—

Ay

1 i 7+1
4O o_ < < '
b =l < S T e

Compte tenu de (3), I, est bien inelus dans I,,.,.

Démonstration du théoréme 2

Soit & la famille des suites croissantes A = (1) d’entiers positifs.
A Ae8, on associe la fonction caractéristique s(A) = (g,(4)) définie par

1 s #ed,

",.A:-
aD =10 & ned,

n=1,2,3,...

La hijection & ainsi construite permnet de transporter la mesure de Haar
normalisée de D = {0, 1}¥ sur l'espace 8. Dorénavant, nous supposerons
S niani de cette mesure. ‘

Soit & = (J,) une suite infinie de nombres complexes. On dit que

"0 est une suite pseudo-aléatoire si

(i) pour tout peZ, la limite

(1
. 1 <
= Hm — ..
y(p) = lm — gjakak.m
existe, -
(ii) Bmy(p) =0

L0

(voir [1], [2] et [3]).
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Nous admettrons les eing lemmes suivants qui sont classiques.
Levve 1. 8¢ 6 est une suile pseudo-alénioire el st f est une fonction
presque périodique, alors .

. 1 n
11352 8. f (k) = 0.

B particulier, une fonction pseudo-aléatoire a une moyenne nulle (voir [27),

Soit T Topérateur de translation dans CN_. T est done défini par
T(8,) = (8,.1). On définit les itérées de T par T%(4,) = (0, pour peZ.
Levve 2. Soit 60V une suite telle que les limites suivantes eristont:

. 3
- 1 -
M (017 4) =nhﬂ;k§ O bpp =) "—“_0,_1,2,
Alors:

|32 (8)1 < M {Jy]).
© En partioulier si Tmy(p) =0, alors M(8) = 0.

Do .

Solent o et b denx letires. On dit qu’un élément 0efn, BV est nor-
mal si pour touh entier s > 0, les 2° s-uples de {a, b}® apparaissent chacun
avec la fréquence 27° dans la suite f. Si Pon munit {a, 5} de la mesure
habituelle {produit infini de la mesure de Bernoulli), on sait que

Teymwe 3 (E. Borel). Presque tous les éléments de {a, BYY sont nor-
monp. '

On montre anssi les deux résultats suivants: ;

Lewme 4. 8% de{—1, +1}¥ est normal, alors 6® = §-T%8 est nor
“mal, p=1,2,... {voir [4]). _ :

- LeMME 5. Une swite normale de{—1, +1}V est pseudo-aléatoire

(voir [4]). : : '
Ava,nt d’attaquer — & proprement parler — la - démonstration, on
_ éfablit la proposition swivante:

) ProrosiTIoN, Sodt de{—1, +1}" une suite normale. Soil @ i pbly-
nome & coefficients réels, Alors :

1y -
hm—Z 8 exp2img(k) = 0.
nesce M =

Ce résultat ge montre par récurrence: si le degrd q. O
: I : u polyndme ¢ est
0, 'égalité découle des lemmes 1 et 5 par exempleg.T e i

iom
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Admettons la proposition powr des polynémes de degré »—1 (=1
entier). Soit p wn polyndme de degré »:
Congidérons la fonction f:

fn) = 6, exp2inyp(n).
La moyenne

| D7 S+ )

k=1

. 1
lim sup

00 "

s'8erit:

11 v )
Iim sup— E 81,0 1.p 8XD Bz [y (k—l—p)w—gu(k))l.
N—>00 n el

Le lemme 4 montre que la suite §:-7%9 est mormale (p =1,2,...).

. Par aillewrs »( -+p)—w (-} est un polyndéme de degré y—1 done par hypo-

thége de récurrence, la moyenne est nulle. Enfin, du lemme 2, i dé-
coule que -

Soit Aef et soit e{4) 55 fonction caractéristique anr N, Il est hien

clair que
A’ﬂ-

D eid) =

§=1
Supposons que e{A) <D soit normale. Alors les lemmes 1 et 5 impli-
quent que : :

1w _
im — —1] = 0.
o ,,Z,J (2e(4)—1)

Done .
’111, .
1 (4) % N 1
RN A ER — e—e _—
A‘" Ee=1 2

Aingi si e(A) est normale, alors 4, ~ 2n.
' LevMME 6. Soit ¢ un polynéme & coefficients réels et soit AeS. 8i e(d)
est normale, alors

Bp{4)) = Blp(A)).

En etfet, soit © un nombre réel. Considérons la somme de Weyl

1 mn
o = - >, expaimag(L),
F=1
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P

l 1 . ..
o = Egg}.(/i)expmm:(a)-

Comme £(A) est par hypothése normale, on a A, ~ 2n. Par ailleurs, 1a
propesition établie an paragraphe précédent conduit & Pestimation

o

1
;TZ (2¢; (1) — 1) exp2inag(j) = o(1).
n i=1

Par snite
j’n .
-1 . .
0, = "i; ;5_; exp2inzg(j)+o(1).

¢ étant un polyndme, on sait que lorsque Pentier P tend very Vinfini,
la. moyenne . :
1 D
——Sexp%nm(p(j)
P i3 '
tend vers une limite. Done:
1 n
o, = lim —
B0 P

expinag(§)+ o(1).
=1

Cette égalité prouve bien la double implication
2eBlp(N)} « veBlp(4)), O.QF.D.

En particulier, si ¢ est un polyndéme non eonstant défini de Z dans

Z, on sajt que B(qa(N)) = R—Q. Cette remarque, associe aux lemmesg
3 et 6, prouve le théoréme 2. '
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A note on the least prime in an arithmetic progression
with a prime difference

by

Yorcm MoToHasHI (Tokya)

Let P(%,I) be the least prime in the arithmetic progression n =1
{mod k), where (k,1) = 1. The estimate of P(%,1) is one of the most
impoertant problems in the theory of numbers, and so many results have
been obtained. But it seems that the following fact has not heen ohserved
before.

TrEOREM, For any fired I there ewist infinitely many primes ¢ such thas
Plg, )< c(e)g™,
where 9 = 26V (2! — 1)~ = 1.63773...
We will prove this in detail only in the case I =1, but the general

case is merely an easy extension. ’
Let us consider the product

[T e—1,
PN .

where $ runs over all primes not exceeding large N. Defining # (¥, k)

~ to be the number of primes not exceeding & and =1 (mod k), we have

Q. D) w(¥,q)logg = 3 logp+0( 3 p7)

gEN pEN PN

=N+ O(Nexp(_ G(lOgN)llz))a

where the sunm of the left side iz taken over prime g and integer « = 1.
Now
@) - > A, ¢)logg
i N
- 3
qulﬂ(}?E_:\j—B

= 2+ 2 5y, say,

+ 3+ Yla, legg

N2og Ny—BaggNF NicgeN <N
a=1 a=1 azz2



