Induction et récursion en théorie des ensembles
sans axiome de fondement

par

Maurice Boffa * (Bruxelles)

Le cadre de ce travail est le systéme axiomatique de Godel [2] com-
prenant les axiomes A, B et C (%).

Résumé. Nous prouvons d’abord que toute classe est contenue dans
une plus petite classe saturée (c-&-d comprenant tous ses sous-ensembles)
et dans un plus petit univers (classe saturée transitive). Nous démontrons
ensuite que la fermeture saturée d’une classe est le sidge de nouveaux
principes d’induction et de récursion (4.1 et 4.2). La théorie ainsi élaborée
conduit & un nouveau développement des notions suivantes: classe I7
de von Neumann, classes ordinaires au sens de Mirimanoff, rang d’un
ensemble ordinaire, nombres ordinaux, fonction ¥ de von Neumann,
axiome de fondement, principes généraux d’induction et de récursion de
Tarski (5.1-5.7). A l'aide d’une extension de la notion de rang, nous
prouvons que la fermeture saturée d’une classe s’obtient & partir de celle-ci
par une itération transfinie du foncteur §(Z) = Z v 97 (6.6-6.7). L'étude
des classes génératrices (c-&-d dont la fermeture saturée est I'univers 17)
conduit & une généralisation du théoréme de Iésenine—Volpine (7.7).
Dans le paragraphe 8, nous démontrons qu’il existe au plus une base
(classe génératrice transitive minimale), mais que Vexistence d’au moins
une base est indécidable. Dans le paragraphe 9, nous introduisons Ia
notion d’intérieur transitif, & Iaide de laquelle nous établissons quelques
formules d’itération.

1. Définitions
Posons
L1. Trans(X) < X C9X (X est transitive),
1.2. Trans,(X) < X—ACHX (X est A-transitive),

* Aspirant du F.N.R.8.
() Nous le noterons (ABC).
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1.3. Sat(X) <= JXCX (X est saturée),

1.4, Univ(X) = X=X (X est un wunivers).

1 est bien connu que toute classe X est contenue dans une plus
petite classe transitive T(X) (la fermeture tramsitive de X) et que si X
est un ensemble, alors T(X) est aussi un ensemble. Puisque toute classe
transitive est A -transitive et comme toute intersection ou toute réunion
de classes A -transitives est encore A -transitive, il est facile de montrer
que toute classe X est contenue dans une plus petite classe A -transitive
T 4(X) (la fermeture A-transitive de X) et que si X est un ensemble, alors
T4(X) est aussi un ensemble. 11 suffit de poser successivement:

@) = (7] o C yaTranss(y)},
T4 X) = U {Tal{z})| ©cX}.

Remarquons que T4(X)C T'(X).

Cela étant, nous allons montrer que toufe classe X est contenue
dans une plus petite classe saturée S(X) (la fermeture saturée de X) et
dans un plus petit univers U(X) (Iunivers engendré par X). Remarquons
qu’h cause du théoréme de Cantor, S(X) et U(X) doivent étre des classes
propres. Intuitivement, S(X) est intersection de toutes les classes saturées
contenant X, mais cette définition n’est pas directement formalisable
dans le systéme axiomatique (ABC), car elle n’est pas prédicative (c-a-d
qu’elle nécessite une quantification sur une variable majuscule, ceci
3 cause du fait que toute classe saturée est une classe propre). Mais nous
pouvons facilement la modifier de facon & la rendre prédicative, par
exemple en définissant S(X) comme lintersection de toutes les classes
saturées de la forme —y qui contiennent X, ce qui revient & poser

8(X) = —U{yl Bat(—y)AXC —y}.
(’est cette définition, Iégérement transformée, que nous allons adopter,
en posant:
1.5. Rég(X) <= 18at(—X) (X est régulicre).
1.6. 8(X) = {w\ (Vo) ([ eyn TREg(Y) =y~ X o)}.
Cela étant, on peut définir U(X) en posant gimplement
17. U(X) = 8({T(X)).

2. Propriétés de S(X)
2.1. Rég(X) <= (Ha)(w e XA~ X = 0).
22. XC 8(X).

2.3, Sat(8(X)). Dé@onstra,tion: Supposons que ¢ FF(X) et soit ¥
un ensemble non régulier comprenant . Il faut prouver que y n X 0.
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Puisque y est non régulier, on a z ~y £ 0, done il existe un ' tel que
2 ex eb 2’ ey, Aol 2’ e S(X) et ' ey, Lot y ~ X £0.

2.4, Pr(8(X)).

2.5. Transx(S(X)). Démonstration: Soit yezeS(X)—X et mon-
trons que y e §(X). Pour tout ensemble non régulier » comprenant ¥,
2w {z} est un ensemble non régulier comprenant %, d’oit (z v {ah)n X0,
Lo g X #0.

2.6. % ¢ 8(X) <= (VI)((z e« YATIRég(Y)) = ¥ ~ X 3 0). Démon-
stration: II suffit de prouver I'implication de gauche & droite. Si z « 8(X)
et si ¥ est une classe non régulidre comprenant z, alors ¥ ~ T({z}) est
un ensemble non régulier comprenant @, d'ot (¥ ~ T({r})) ~ X +#0,
d'ott ¥ n X #0.

27 (YCS(XATTREG(IIANY "X =0) = Y =0.

2.8. {X CYA Sat(Y)) = 8(X) C Y. Démonstration: Si Y est une
classe saturée contenant X, alors §(X)—Y est non réguliere. En effet,
il existait un e S(X)—Y tel que » n (§(X)—¥) = 0, alors z ¢« S(X)—- X,
d’olt 2 CS(X), Aot # CY, Aot weY, ce qui est absurde. Grace & 2.7 il
vient S(X)—Y¥ =0, d’ott S(X)C Y.

2.9. 8(X) est la plus petite classe saturée contenant X. Démonstra-
tion: 2.2, 2.3 et 2.8.

2.10. Sat(X) <= S(X)= X.

2.11. 8(8(X)) = 8(X).

212, XCY = 8(X)C8(Y).

2.13. Trans(X) = Trans (§(X)). Démonstration: Supposons X tran-
sitive et soit %' e 4 € §(X). Si w ¢ X, alors 2’ ¢ X, d’oht o’ « §(X). Si #¢ X,
alors & C §(X), ot %' « S(X).

2.14. Trans(X) = Univ(S(X)).

3. Propriétés de U(X)

31. X C U(X). Démonstration: X C T(X)C8(T(X)}= U(X).

3.2. Univ(U(X)). Démonstration: 2.14.

33. Pr(U(X)).

3.4, (X C YAUniv(Y)) = U(X)C Y. Démonstration: Si T est un
univers contenant X, alors (¥ étant transitive) T(X)C ¥, d’out (¥ étant
saturée) S(T(X))C Y.

3.5. U(X) est le plus petit univers contenant X.

3.6. Univ(X) < U(X)= X.

3.7. U(U(X)) = U(X).
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38. XC Y = U(X)C U(T).
3.9, Trans(X) = U(X) = 8(X).
310. U(X) = U(T(X)).

311 X C T'(X)C U(X).

3.12. §(X)C U(X).

4, Induction et récursion damns S(X)

41. Principe d’induction damns S(X). 8¢ @(x) est une formule
prédicative et si y ne figure pas dans D(x), alors
[(Vm)xcb(x)A(Vw)S(X)_x((Vy)x@(y) = & ()] = (Va)sn®@ (@) . (%)

Soit ¥ = {x e S(X)| P(2)}. Si (Va)xD(x), alors XC Y
D(y) = ;15( )), alors Sat(¥), d’ou S(X)C ¥,

Démonstration:
et s, de plus, (Vo) sm-x((Vy)e
d’ot (V.Z‘ S(X)CD( )

42. Principe de récursion dans S(X). Si F;: V>V et Fp: V-V
alors, pour toute classe X, il ewiste une et une seule fonction F: S(X)-V
telle que
st e X,

{F‘x:Fix
st e §(X)—X.(3)

o = FyFiz)

Démonstration: Soit P la classe de tous les sous-ensembles X-transitifs p
de S(X) pour lesquels il existe une et une seule fonetion f: p +V telle que

Jf‘w = Fix
\f'o = F3(f12)

11 est clair que tout sous-ensemble de X appartient & P, de sorte que | J P
est une classe X-transitive telle que

sizepn X,
siwep—2X.

XCJPCS(X).

Par définition, chaque élément p de P détermine une fonction f que nous

appellerons la fonction associée & p. Si f; et f, désignent les fonetions

associées respectivement aux éléments p, et p, de P, alorg ’ensemble
y={tl sepnprfiz £ fiw}  »

est une partie non régulidre de S(X) telle que y ~ X = 0, d’ott y = 0,
ee qui prouve gue fiz = fix pour tout z ep, A Py 11 en résulte que la

() (V)@ (x) est une abréviation de (Vm)(a: e X =D (x)).
() Fle désigne la restriction de F & =, ¢-2-d F (zx V).
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réunion de toutes les fonctions associées aux éléments de P est la fonction
F: P~V telle que

f Fa = Fix
| Few = PYPo)

siweX,
size JP—X.

(L'unicité de F résulte de l'unicité de la restriction de F' & p pour tout
pelP).

II nous reste & montrer que | ) P= §(X). Pour cela, il suffit de prouver
que U P est saturée. Sl existait un aC U P tel que a¢l )P, alors
ae8(X)—{JP et Tx(a)C|JP, done Tx(a) v {a} serait un sous- -ensemble
X-tmnmhf de S(X) admettant la fonetlon associée ’

Fx sl we Tx(a),

fi Txla) o {a} Ve wfio = {FS(FM)

sioe=a,
ot Tx(a) v {a} e P, d’olt a el P, ce qui est absurde.
4.3. S]. F.: V>V et Fy: V=V, alors, pour toute classe X et toute

classe 4D X, il existe une et une seule fonetion F: §(X)—=V telle que
[F‘m = Fix
| Fe = Fi(F|z)

sized ~n8S(X),
size S(X)—A.

Démonstration. Ayant 84 ~ S(X)) =
4 la classe 4 n S(X).

4.4, Remarque. Soit Fy: V-V, Il est clair que 4.2 et 4.3 restent
valables lorsqu'on y remplace Flx par Fi(F|z). En particulier, on peut
y remplacer Fix par Féz.

§(X), il suffit d’appliquer 4.2

5. Applications

Tl est utile de remarquer que la théorie que nous venons d’élaborer
ne présuppose qu'un développement trés limité du systéme axiomatique
(ABC): notions élémentaires sur les- classes et les fonctions, nombres
naturels (ces derniers n’apparaissent pas explicitement dans la théorie,
mais ils interviennent dans Pélaboration de la notion de fermeture transi-
tive). Par exemple, elle ne présuppose pas la notion de nombre ordinal.
Nous croyons intéressant de montrer (sans entrer dans les détails) comment
cette théorie nous permet de fonder d’une manidre nouvelle divers con-
cepts classiques de la théorie des ensembles.

5.1. La eclasse I7. La classe JT de von Neumann (définie classique-
ment 3 Paide d'une itération transfinie du foncteur §) peut é&tre définie
en posant

7= 8(0).
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T est done & Ia fois la plus petite classe saturée et le plus petit
univers.

52. Les classes ordinaires. On peut
ordinaires (au sens de Mirimanoff [4]) en posant

Ord(X) <> X CIT

introduire Ies -classes

(X est ordinaire) .
Puisque IT est un univers, on a immédiatement

Ord(x) <> xell, dou Ord(X) <= (Va)xOrd(z) .

Grace & 1.6 et 2.6, on a

Ord(z) <= (Vy)(wey = Rég(y)) et Ord(s) = (VY)(ze ¥ = Rég(T)).

En accord avec la terminologie de Mirimanoff, nous poserons

Extra(X) <= 710rd(X) (X est extraordinaire) .

53. Induction et récursion dams II. Grice & 4.1-4.3 on peut
immédiatement énoncer les principes suivants:
a. Principe d’induction dams II: Si @ () est une formule
prédicative et si y ne figure pas dans D(x), alors
(V2)u((V9)e D(y)

b. Principe de récursion dans II: Si Fy: V-V, alors il
existe une et une seule fonction F: IT-V telle que, pour tout
xell,

= O (x)) = (Va)gD(x) .

Py = FYF|r).
c. 8i Fy: V-V et Fy: V>V, alors, pour toute classe A, il existe
une et une seule fonction F: IV telle que
{F‘a: = Fiz
Fiy = Fy(F|x)

st weAnll,
si well—A .

Suite & la remarque 4.4, les deux derniers principes restent valables
lorsqu’on y remplace Fio par Fi(F|z) et en particulier par Fg.

5.4. Rang d’un ensemble ordinaire. Grice au principe de

récursion dans I, on peut, & la manidre de Tarski [6], définir le rang
d’un ensemble ordinaire en posant °

o‘w (g z)  pour tout welT.

5.5 Les nombres ordinaux. Comme I’a remarqué Tarski [6], or
peut introduire la classe On des nombres ordinaux en posant ’

On={zell| o'z =a},

icm
Induction et récursion en théorie des emsembles 247

Les principes d’induction et de récursion transfinies résultent facilement
des principes d’induction et de récursion dans 1.
5.6. La fonction ¥. Pour tout nombre ordinal «, considérons Ia
classe
V()= {well| or<<a}.

Des propriétés du rang, il résulte que

Y0)y=0,

Y(a+1) = $¥(a) pour tout ordinal «,

() = ¥(a) pour tout ordinal limite 2.
a€l

Nous en déduisons par induction transfinie que pour tout ordinal «, ¥(a)
est un ensemble, ce qui nouns permet de définir la fonction ¥ de von Neu-
mann en posant

Y. On—~II: a—~¥a= ¥(a).

On retrouve comme théordme immédiat, la définition classique de I7,
4 savoir
=) ¥“0n.

57. L’axiome de fondement. En vertu de 2.1, Paxiome de

fondement D peut s'écrive

(VX)(X # 0 = Rég(X)), ou (V) (Sat(¥) = ¥ =),

ou encore
V=II.
I’axiome D implique done les principes suivantes (dus & Tarski [5):

a. Principe d’induction sous Phypothése D: Si &(w)
esl une formule prédicative et si y me figure pas dans D(x), alors

(Vo) (V)P (y) = D(z (@) = (Va)D(z) .

b. Principe de récursion sous Phypothése D: Si
Fy: V>V, alors il ewviste une et une seule fonction F: V-1
telle que pour tout x,
Iz = F§(Fix) .
c. Si Fy: V=V et Fyr V>V, dlors, pour toute classe A, il existe
une et une seule fonction F: V=V telle que
Py = Fix
{F‘m = Fy(F'|x)
Comme d’habitude, les deux derniers principes restent valables
lorsqu’on y remplace Flz par Fi(F|s) et en particulier par T,

si we A,
siwgA.
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6. Rang sur une classe guelcongque

Le principe de récursion dans S(X) nous permet de poser la défiﬁi-

tion suivante
6.1. ox est la fonction de S(X) dans V ielle que

fokz=10

Loz = {0} v T(ekw)
A Taide du principe d’induction dans §(X), on démontre aisément:
6.2. (Vm)s(x)(gézx € 0’)l).

Pour tout @ ¢ §(X), nous dirons que pkz est le rang de z sur X
»On a clairement: .

6.3. (Vﬂ})s(x)(gfxm =0<=>02e¢ _X)

st weX,

st e S(X)—-X.

et

6.4. Pour tout ¢ §(X)—X, le ran
. g (sur X) de « est le plus petit
ordinal non nul strictement supérieur aux ran, e
gs (sur X) des é1é :
Pour tout ordinal e, posons ( ) des cléments de v
6.5. Yx(a) = {v e §(X)| o%v < a}.
A Taide de 6.3 et 6.4, on démontre facilement
(Px(0)=0,
66 | Px(1) =X,
6. i!lfx(a+1) = Wx(a) © T¥(a)
: llPX().) = U} Yx(a)
a€r

et on a trivialement
6.7. 8(X)= | Px{a).

ae0n

pour tout ordinal a = 0,
. pour tout ordinal limite 1,

On peut encore démontrer les propositions suivantes:

6.8. a < B = ¥x(a) C Px(B).

69. XCY = ¥x(a) C ¥yla).

6.10. Transy (Px(a)).

611. M(X) = M(Pz(a)).

Pour tout ensemble #, on peut done définir Ia fonetion
2 0'17,—>;S'(X):. a->Pig = Yola) .

On a

612. 0 < a< f = ¥a G ¥:8.

6.13. S(z)= | ¥§0n.

6.14. g = gy eb ¥ = ¥y

icm
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7. Classes génératrices

Posons

71. Gén(X) <= S(X)=V
Grace &4 1.6 et 2.6, on a
7.2. Gén(X) <= (Va)((o = 0A T TRég (@) o X # 0),
73. Gén(X) <= (VI)((T # 07 TRég(Y)) > ¥ n X & 0).
Posons

Dy = (VY)Y #0 = (H@y)(y « TAy » YCX),®
D <= (Vo) (o £ 0 = (@) (y esAy n@CX).

(X est génératrice).

7.4.

On &

7.5, Gén(X) <> Dx. Démonstration: a. Supposons que Ton ait Dx
et soit # un ensemble non vide et non régulier. Il existe alors un y e
tel que 0 #y ~n2CX, Aol & ~ X 5 0.

b. Supposons que Von ait Gén(X) et ~1Dx. I existerait alors une
classe non vide ¥ telle que (Vy)(ye Y =y~ ¥ ¢ X), d'ol Y-X=#0
et TTRég(¥Y—X), dou (Y-X)nX #0, ce qui est absurde.

7.6. Gén(X) <= D% . Démonstration: I’implication de droite 4 gauche
se démontre comme en 7.5. L'implication réciproque résulte immédia-
tement de 7.5.

7.5 et 7.6 impliquent
1. Dx < Dx.
En particulier, on retrouve le théoréme de Tésenine-Volpine: Dy<=Ds.
7.8. Gén(X) implique les principes suivants:
a. Principe d’induction sous Phypothése Gén(X): 8¢

d(x) est ume formule prédicative et si y ne figure pas dans
@(x), alors '

[(‘V%)xds(w)A(Vw)—x((Vy)zﬂb(y) = O(@))] = (Vo) P(2) .

b. Principe de récursion sous Phypothése Gén(X):
Si Fy: V>V e Fy: V>V, alors 4l ewiste une et une seule

fonction F: V-V telle que

si welX,

. (Fo = Fix
st x¢X.

Fy = FYF|x)

(%) of. P. Héjek [3], p- 151.
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e. 8i T2 V>V et Fyr V>V, alors, pour toute casse AD X,
il existe une et une seule fonction I': V>V telle que
Fig = Fix siwed,
Fio=F5(Flx) siaxd¢d.
Comme d’habitude, les deux derniers principes restent valables
lorsqwon y remplace F|z par Fs(F|z) et en particulier par F‘‘a.

8. Base

Dans ce paragraphe, les lettres 4, B, A’, B',... désigneront ex-
clusivement des classes transitives.
En vertu de 3.9 et 6.7, on a U(4) = S(4)= |J Ya(a).

A D'aide de 6.6, il vient -
8.1. Trans(¥a(a))
d’ou
Va0)=0,
Pal)=4,
8.2. IEIIA(a +1) = $W4(a) pour tout ordinal « # 0,
llPA(l) = aLer Vala) pour tout ordinal limite 1,

d’olt, par induction transfinie,
8.3. Winp(a) = ¥ula) n ¥p(c)
d’ou, successivement:
84. U(A ~B)= U(4A) ~ U(B);
85. (BC U(4)AUniv(B)) = B= U(4 ~ B);
8.6. (BC U(4)ATniv(B)) = (TA")(A'CAAB = U(A")).
Ces trois derniéres propositions impliquent respectivement:
8.7. (Gén(A)/\Gén(B)) = Gén(4 ~ B);
8.8. (Gén(4)ATUniv(B)) = B = U(4 ~ B);
89. (Gén(4)ATUniv(B)) = (HA") (A’CA/\B: U(4").
Posons
8.10. Base(B) < Gén(B)A(VA)((A CBAGén(A)) = A = B) (B est
une base).

2
) .En d’autres termes, une base est une classe génératrice transitive
minimale (pour 'inclusion).

En vertu de 8.7, on a

8.11. (Base(B)/\Gén(A)) =>BCA, ce qui prouve qu’une base estA
une classe génératrice transitive minimum, d’ol:
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8.12. Théoréme d’unicité de Ila base. (HEB)Base(B) =
= (H!B)Base(B).

On démontre aisément:

8.13. Tout ensemble générateur transitif fini contient une base.

(ette proposition est fausse pour tout ensemble générateur transitif
infini dénombrable {2y, &y, ..., ¥n, ...} tel que #; = {&s41} pour tout icw.
Comme Dexistence d’un tel ensemble générateur est compatible avec
les axiomes A, B et C (%), ceux-ci (supposés consistants) ne permetient pas
de démonirer Vexistence d’une base. Mais Uexistence d’une base est com-
patible avec ces awiomes, car Base(0) équivaut 4 Paxiome de fondement.
On peut démontrer que ’hypothése Base (V) est compatible avec les
axiomes A, B et O (cf. [7]).

9. Intérieur transitif

Posons

9.1. I(X) = {#| « C XnTrans(x)} (intérieur transitif de X).

On a clairement

9.2, I{X)C X ATrans (I(X))A (X C T = I(X)CI(T)).

9.3. Trans(X) <> I(X)= X. Démonstration: Si X est transitive,
alors X = [J (X ~ T({z})) CI(X), Qou I(X) = X. La réeiproque résulte
de 9.2. o

9.2 et 9.3 impliguent:

94. (I’CXATrans(Y)} = Y CI(X).

I(X) est donc la plus grande sous-classe transitive de X.

On a clairement

95. veI(X) <= T({x})CX,
d’ot (grace & Végalité T'({z}) = {&} v T(#))

9.6. I(X) = {o| o c XAy y e T(x) =>ye X)}

I(X) est donc la classe des ensembles appartenant héréditairement & X.

Posons

9.7. §xY = X n Y.

On a

9.8. §xI(X) = I(X). Démonstration: 8i » ¢ FxI(X), alors T({x}) C X,
d’ott @ eI(X), ce qui prouve que TxI(X)C I(X). L’inclusion opposée
est évidente.

(5) cf. Bernays [1], p- 83.

Fundamenta Mathematicae, T. LXVI 17
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Posons
9.9. Qiyy(a) = Y{X(a)rﬂ I(]{)
6.6 et 9.8 impliquent

[Wxr(0) =0,
| ¥er(l) = X ~ I(T),

(
i
9.10. { wop(a+1) = Yxpla) v FrWPxr(e) pour tout ordinal « = 0 ,
(

i Yxp(l) = ﬂLé}l Pyr(a) pour tout ordinal limite 1.

6.7 implique
9.11. ) Yxr(e)= S(X)~I(Y).

a€eOn

9.10 et 9.11 prouvent que la classe S(X)~ I(Y) peut étre oblenue
& partir de la classe X ~ I(Y) & Paide d>une itération transfinie du foncteur
Lt O e finie du foncteur

Voici quelques cas particuliers de cette propriété:
- a St X e§t génératrice, aloxs I(Y) s'obtient & partiv de X ~ I(¥)
a Paide d’une itération transfinie du foncteur F(Z) = Z v §vZ. En bref:
IM=Z2oFZ)wF(FE@)v..vF(Z)u.. avee Z=XnI(Y).

b. Sz X est‘ t.mnsitwe, alors ¥x(o) est transitive, done ¥yr(«) est
gjz; )PM?? Ytransmwe de Y, d’ott ¥Yxy(a) CTrPxr(a), ce qui prouve que

~ ) s’obtient a partir de X ~ I(¥) & Daide A’ itérati
transfinie du foneteur Ty: ) nme fhération

BX)AIX)y=Z Sy ZuTpTvZ v ...uF%7 w...

En particulier avee Z =X~ I(Y).

BO)AI(T) =0 v fr0 v Trfr0 v ... U0 ...

c. Sf X est' transitive et générairice, alors I1(Y) s'obtient & partir de
X ~I(Y) a Paide d'une itération transfinie du foneteur &

HY)=ZvudvZ o SyTrZo..oF%Z u... aveec =X M I(Y)

d. Si X est une partie transitive de ¥, alor,
) : ; . ! yalors X CI(Y), done S(X)~I(Y
g'obtient & partir de X & Paide d’une itération 1:1'ans’finie (;e( J“I)m w
SX) A I(Y) =X ufpX UipTpX u... UL U

e. Si X est une classe génératrice transitive i Y
: . i ‘ ce transitive incluse ¢ ¥, alors
s’obtient & partir de X & Paide d’une itération transfinie c'l,e Jy: T
r:

I =X ufrXufefpX v, UI%X ..
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t. S on admet Daxiome de fondement, alors I(Y) g’obtient & partir
de lensemble vide & l'aide d’une itération trangfinie du foncteur Tp:

I(Y)=0vdpr0 v Trfrd v .. UIr0 v ...
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