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I TUDIA MATHEMATICA, T. XXXIV. (1970)

Fonctions continues et fonctions bornées non adhérentes
dans L®(7) a la suite de leurs sommes partielles de Fourier

par

EDMOND BUS K O (Orsay, France)

‘ On désigne par S,(f), la #° somme partielle de Fourier de feL(T),
_ et par
(@3 ) *_+2(wk008kw+bksmk$ _—ff( Bu )w

2sin(wj2)

8a va.leur en zeT.

Les questions qui sont soulevées ont leur origine dans la remarque
simple suivante: étant donnée une fonction feL(T) continue en a,, il
exigte une sous-suite (Snk(mo;f)) qui converge vers f(z,). Cela résulte
de la convergence des moyennes de Cesiro-Fejér

1 n
03 ) =g D Selani )
k=0

vers f(z,) (cf. [4], tome 1, p. 89). En effet, supposons qu’on ait é > ¢
tel que
|8n (@) —f ()| =

deés que » est assez grand; les coefficients a; et by tendant vers 0 avec
L /%y Sn(mo)—f(m) garde alors un signe constant, par exemple, S, (z,)—
—f(my) > 0 & partir d’un certain rang, dans ces conditions, on aurait
n

D (8e(0)—F(a0) > 6!
k=0

Etant donnée une fonection continue fe%(T), existe-t-il alors néces-
sairement une sous-suite (Snk( f) qui converge uniformément vers ft La
réponse est négative, et cetite note est consacrée & la construction explicite
de fonctions continues et de fonetions bornées pour lesquelles hm!lS (Plloo
= o0,

On montre en méme temps que les estimations |[S,(f)[, = O (logn)
pour les fonctions bornées et [|8,(f)le = o(logn) pour les fonctions

. 1
liminf{o (o) — (@) = liming - =
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continues ne peuvent étre améliorées (cf. [4], tome 1, pp. 66 et 298).
Les résultats trouvés ont conduit & la définition du phénomeéne de Gibbs
fort (cf. [4], tome 1, p. 61) et & un exemple de fonction continue présen-
tant le phénoméne de Gibbs fort presque partout (ceci ne pouvant avoir
lieu partout: cf. [3]).

DEFINITION. Une fonction feL(T) présente le phénoméne de Gibbs
fort & droite au point x, (relativement & ses somumes partielles de Fourier) si:

1° f admet une limite & droite f(z,-+) au point a,;

2° la suite (S,(f)) converge vers f dans un intervalle lu,, a-+h[
(h > 0);

3° il existe une suite décroissante (z,) tendant vers =, telle que

Hmint 8, (25 ) > f(@e+)  ou  Lmsup Sy (@; ) < F(@e+).
1300 N—>00

L’amplitude du phénoméne est la borne supérieure des nombres
limin 8, (#n; f) —f(@e+) € flwe+)—limsup S, (2,; f)
Ne00 T—>00

pour toutes les suites (w,) tendant vers z, en décroissant.

On a une définition analogue pour le phénoméne fort & gauche;
de fagon générale, on dit que f présente le phénoméne de Gabbs fort au
point @, si le phénomeéne de Gibbs fort existe & droite ou & gauche en x,.

Bxempre. La fonction )

T %

(o) = 2 sir,xnlnw ( .

n>1

dans 10, 27:[)

présente le phénoméne de Gibbs fort & I'origine. Les amplitudes & droite
et & gauche sont égales &

L
sSina 41

.of m‘d' 2

A

(ef. [4], tome 1, p. 61).

Présentation de la méthode. La méthode est fondée sur Dutilisation
des polyndmes

cos(v— p) cos(v— u+ 1)

P, (x) = e

5 (0) . e e
cos(v—A)x _ cos(v+A)w _ cos (»-+u)w
) 2 T T

[l .
= 25invw - km‘ ’
k=2

pour 4, u, v entiers vérifiant 0 <1<y <.

m’
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-Par. la transformation d’Abel, on a

w

#—1 k u
sin kx [(1 1 ) . ] 1 .
= _—— sinpz |+ — sinpx,

de sorte que
I3

ZsinkW';‘< 1 <__7_r__
k| Alsin(e/2)[ T Alx|

k=21

0 <ol <.

pour

En outre, il existe une constante 4 > = telle que
H

inkx
2=

k=2

|<4
(ef. [4], tome 1, p. 61). Done, dans Vintervalle [—m, 1:];

1) ;0 (#)] < 2min (A, 71771) .

Passant aux sommes de Fourier, on a, lorsque v—i< n<v+4,

' “
1 1 1 dx "
M == —_— see - ———-=1 —_
84(05 P2, ) y +”_1 +eet g >1f el

2) J!

c’est-a-dire aussi
8,05 Py, ) —Pi ., (0) > log %
Puis, pour n=v+u, ‘
3) 8 (®; P, yp) —Pip(2) = 0.

Par la transformation d’Abel appliquée &-chacun des deux groupes
de termes convenables qui apparaissent dans Sn(w; Py ) —Pi (@),
on a, pour n =0 eb 0 < |z|< =,

3
|80 (®; Ps ) — Paup(®)] < 2’

(4)

et par le méme argument
3=
|8n(@; Pruil <—— -

D L I N -
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Et enfin, grice & I'inégalité logas > 2log2(x—1) sur [}, 1], on a, pour
O0<n<pul2,

1 1 1
(6) 18a (@5 Ps )] < w +E +...+ R

n‘ .
dx u n
< f—;»«logﬂ-_n gz-l;logzglogz.

La ‘méthode consiste & définir les fonctions comme somme de poly-
némes P,,, convenablement translatés, de facon que pour un point
et un entier n convenablement choisis et agsociés, la contribution principale
& la n° somme de Fourier soit due 4 un seul de ces polyndmes.

TeEOREME 1. Pour toute suite (an), 0 < a, = o(logn) (n - 00), il
existe vine fonction continue fe€(T) telle que:

1° (8,( 1)) converge vers Iy uniformément dans tout intervalle [, 2n]
(0 <& < 2m); ;

2° 4l ewisie une suite (@n)y > 0, tendant vers 0 en décroissamt telle que
tim Sa@sf) _

00 [ Oy .
Démonstration. On peut supposer que (a,) tend vers +oo en
croissant. ‘ ‘
‘ Définissons des suites (Bn) (vn) réelles, (4,), (4n)y (va) d’entiers

vérifiant: ) ’

(i) 0 < 2n < ppy < », pour n>0;

(ii) ”Uﬂ[vn——l,” ¥n+4,] contient un intervalle infini ;

< :

‘(iii) (Bn)y (¥n), (i), (v — n) sont >0 ét tendent vers +- oo en croissant,
la suite (v,) est strictement croissante; '

(iv) é’ Ynlhn < +o00;
(v) 1/29,+ Zo,‘ 1yn < 1/2;
tvi) llmmfw = 2B > 0;
N0 08 vy,
(Vi) @ f, = o(logn) (n — co).

On pose alors

By(@) =Py (@) o6 m—dan S

msk Ym
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Ceci définit une suite >0 tendant vers 0 de facon monotone (grice
27

. 27 2% .
& (iii) et (v)). Plus précisément, ry — — =1y, +—> Tx1 T
7k Y& Vi1

d’aprés (iii), et rl—}——ﬂ < 2n d’aprés (v); de sorte que les intervalles
71 :

Ty = T — ﬁ, r,,-i—ﬁ[ sont disjoints (dans T) deux & deux.
Y YE
Hors de Jy, on a |z—1r| > 2xfyg, done

or Vi

— Lrm— K =
Bu(o—r) < 3t < 2

d’aprés (1); done la série
1
e .Rk (0}’ — Tk)

k>0 ﬂk

converge uniformément sur T vers une fonction continue fe#%(T)
(choisissant ¢ <k, < k,, on a, d’aprés (1) et (iii),

& 1 1 % Vi
Bl < - (244 D)%)
2% At 2%

et ceci est o(1) lorsque %, - +oo, d’aprés (iii) et (iv)).
D’apres P’uniforme convergence, i
Sn(@; ) = D)= Balo—ri; By).

k>0
On va montrer que la contribution principale & la somme de Fourier
1
8,(f) au point # =17 est due au termeFSn(m—'rk; Ry) pour z =1, et
2

pour un ¢hoix convenable de 7.
On remarque d’abord que A = o(v) (k — -Foo), d’aprés (i), (iii)
et (vi); done, dés que % est assez grand, .
1B 3B
log 28> 1oy, > = log (vt A);
A 4 2
en outre, d’aprés (iii), & < # < »,-+4,, done f, < f,, s, Par conséquent,
si & est assez grand et v, — A, < n < 9+ A, on a, d’aprés (2),

1 s 3Blog(ve+ )
7 8p(0; By) > logitiy — oL ¥T W
@ R e R "
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ot ceci tend vers +oo, lorsque % — oo, d’aprés (iii) et (vii). Par ailleurs,
Pinégalité (5) entraine .

) D g el B < 3 g ﬁmlmlm—ml 2

mstk metk

_Vm
ﬂ m Z/)n

ce qui est O(1) pour & — oo, d’aprés (iii) et (iv).

Définissons la suite (2,): on pose @, =7 ol k = k(n) est le plus
petit des indices j pour lesquels »— A < n < w+A4; d'aprés (i) eb (iii),
k(n) est une fonction (définie & partir d’un certain entier) tendant vers
+oo en croissant, done (z,) satisfait aux conditionsde 1'énoncé.

Regroupant les estimations (7) et (8) et tenant compte de
lima, = -}oo, on trouve, pour % assez grand,

N—>c0
ny 1 Bl -
Sa@ni) _ L g 05 R+ 2 Sty > 0B A
On a"ﬁ nilzd P OB, |

ol & = k(n); le dernier terme écrit tend vers +-oco avec n (vii),: ‘Lot le
2° du théoréme.

Soit maintenant [&, 2] avee ¢ << & < 2m, ot m, tel que Jy, <
8im>m, et n ;1221”(17—% 4s), on a, d’aprés (3), pour 1< j < m,

10, ef.

Bn(@—ry; Bj)— By(w—r;) = 0.

De sorte que

~fa) = me (8115 B) — Ba(@—10)],.

k>m

done, en vertu de (4), sur [e, 2=],

18n(e; )—f(@)] < Z ﬁj:’;,

ce qui est 0 (1) loxrsque m — +-co; done lorgque n — oo, lo premier moembre
est o(1): d’olt le 1° du théoréme.

Pour a,‘chever, nous donnons un -exemple de suites (Az), (ux), ()
et (yx) assujetties aux conditions (i) & (vi). Pour simplifier on utilise un
double. indice (les indices étant ordonnés par ordre lexicographique).
Pour k>0 et 0<j<2"*—9" 14 — j, "on pose

Zk,i _ 2370’

4k
g =27,

g = 24.k +j2sk—|-1 _|_1 et Vi = 7022"’/5(,

(olt & >0 esb conveﬁa.ble).

iIcm
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On a
U ["‘lm Ak,]‘: ”k,i_!_j'k,i[
0<i<Iy,

— [2“’——237:—}-1, 24(k+1)_23(k+1)_}_1 +23k[ > [24la_2ak+1’ 24(k+1)_~23(k+1)_[_1[,

d’ol (il); puis

k
vei _ K2 ka — (@Fe_gk-l
A a2’
ki . g

d’ont (iv);

k2 8%*
T <

aussi,

%
o
& Ve

on a done (v) §i @& est choisi suffisamment petit; enfin

8a

(0 —21—8) oy <2,

log (uz,i/4)
log vy,

klog2 - - 1
2=
4(k+1)log2 = 8

d’olt (vi).
La vérification de (i) et (111) est immédiate.
Remarque. La fonction f présente le phénoméne de Gibbs fort
& droite (mais pas & gauche), en z = 0, avec une amplitude infinie; ce
qui montre la dissymétrie du phénomeéne (ef. [2]).
J@)+FH(—=)
2

Cependant la pa,rtfe paire présente le phénoméne

de-Gibbs fort & Porigine & droite et & gauche avee une amplitude infinie.

Dans la démonstration précédente, on g’apercoit que les termes gy
ne sont pas indispensables & certaines estimations.

En fait, on a le

TekorREME 2. Il ewiste une fonctwn g bornée sur T, aontmue dans
10, 2%[ et une constante B > 0 telles que:

1° (8u(g)) converge vers g uniformément dans tout intervalle [z, 27]
(0 < &< 2m);

2° il emiste une suite (z,), > 0, tendant vers 0 en décroissant, telle que

8n(2n; g) = Blogn,

dés que n est assez grand.

Démonstration. On reprend les notations, les suites et la démon-
stration (légérement modifiée) du Théoréme 1. La série >’ By(x—ry)
' >0 :
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converge uniformément dans tout intervalle [e, 2x], ear si mo< <k,
" ol m, est tel que Jyp, = 10, [, on a, dans [, 2],

ky By
D IBslo—ra) < D1 FE= o(1) <k1 > o0)
fmley =y

d’aprés (iv).
Posant g(w) = 3 Rp(z—1r) on a aussi
k

lolks < 24+ > 7

k>0
d’aprés (1); done ¢ est bornée sur 7, continue dans 1o, 27\:[
Par le théoréme de Lebesgue sur l'intégration terme & terme, on a

1
Suwi o) = [ gorn) oD it = 3suto—ris ).

D’aprés (b)

2 |8 (7 — 'rm Byl < — 2 2 (?’m/}vm
MWtk

et, par conséquent, on a

: 3B . ' 3
S (an; 9) > 5= 10g (-t )= = ' (ym/m) > Blogn,
: mzk
dés que » est assez grand (5 = k(n)); c’est'le 2° du théoréme. Enfin, si
& My, m et n sont comme dans'la démonstration du Théordme 1, 1°% on
a, d’aprés  (4), sur [e, 21-:], :
3
18ulas )— g (2 < D 8u(@—ri; B)—Bu(o—ri)| < = 37 (yfha),
k>m 2 h>m
le dernier terme est o(1) lotsque m ~> oo; d’ott le 1° du théoréme.
Le théoréme 3 généralise un aspeet du Théordme 1.
THBOREME 3. Pour toute suite (ay): 0 < a, = o(logn) (m - oo0) il
existe une fonction continue ¢ <% (T) telle que, pour towt intervalle I (; ),

li.mf( sup —Swz) = 400
n-s00 \ el Qy,

De fagon précise, tout point yeT est limite @une suite déeroissante
(2n) et d’une suite croissante (z,) telles que

= lim > Sn(-”m‘?) = Yoo

N300 ap - N300 On

lim, (mn K2
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Démonstration. On reprend les suites définies au Théoréme 1.
On note
By =U [Jn v (—JIw)].
mz=k

Le procédé consiste & répartir les «irrégularités» dues aux poly-
némes P; ,, sur un ensempble partout dence (iciles dyadiques de 10,2x[).
On choisit une suite croissante d’entiers (%,) vérifiant:

2
(viii) 2¢ (rkq—i—y—n) < 27 pour ¢ > 0;
Ky

(ix) Z — < +-o0;

>0 Pky
AL )<—|-oo-
) qg’:( 7, Brle ’

(50 Ja (G By 0 = st e < i o, g i f2):
(1 suffit pour cela que la suite (%,) tende vers oo su_fﬁsamment vite.)
27) X
Les intervalles wé—q—:l;Jk (¢ >0,0<j impair <2%k>%,) étant

digjoints deux & deux pour g fixé, d’aprés (viil), on a, en vertu de (1)
et de la croissance des f, pour %, < ki < ki,

1 27f 2wj
(9) Z 8 ( Rk($—'§q—]—rk) + Rk($~?3“+”'k) )
Y. k .
T 2 ’ < 24 +21 . Yk
B =, Pl
=*1
ce qui est o(1) lorsque ki — oco.
Done .
1 2nj 2nj
floy = D) E(Rk(w— o —rk)+1f:k(w— = +rk))

TR
0<7impair<sd
kzky

est une fonction continue et

24
oo X T, 2q
el < B, * P B

d’aprés (9).
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Do, A’aprés (ix) eb (x), ¢ =Z fo est aussi une fonction continue.

On a, en vertu de ces eonvergences uniformes,

) = 8alf)

=0 .
avee : . S
N1 2] CRm '
8 (@ify) = 2 A (S (w"zlaj %5 R") + 5 (””“ '553"" i R’))
o<ju(npka)ir<zqk E
k=lg : \ i

Estimons la valeur de S,(p) au point & = +erp, O & = ;}-1

24"
et % est assez grand et >y .

On a d’abord linégalité (7). . . ,r ‘
:L‘.Jm (m > ]CQO)

Au contraire, les intervalles de la form’e

ne rencontrant pas ce dermer, .on a, d’aprés (5),

’ 2 ’
o --—(Sn(j(j—g-——) +a'rk—rm,R )
B 2%
{f,m): .
. 0<jimpair<29p ' .
mzkg, . ot
2(jo—J) 3 ‘ Ve
+ Sn(—gar— +eritrm; B <'2-2?° E ﬁm;:n

m}ln

(ceci est une adaptation de (8)), Z signifie qu'on retire de ].ah somme le
terme estimé par Vinégalité (7), pour lequel on a, & la £0is § = §, et s7x— 7
=0, ou, & la fois j = jy et ey +1np = 0. Examinons maintenant 1’influence

des 8,{f,) pour q # ¢o. En premier lieu, soit g, > ¢; D'intervalle éventuel
21§
de la forme »-—:i:J (m > ky,j impair) qui contient ﬂw- er, osh tel

que  vmptpin < vy — quo d’aprés (xi); or, vu mnotre ch01x de n et la
croissance de »x— Az, DOUS AVONE ¥yt Mmgvk‘ao-—lhao Lp—Ap < n, done

o Qi
Sn(w—-—;ij:rm;Rm) = Ry, (w———gg— irm’)?

dans la série définissant 8,.(fy), les autres termes sont «petits» au point
considéré: on a, d’aprés (1) et (5), par sommagtion,

Ym

{ Bnim

oA - .
<i+324

amjy -y
‘Sn( 5% +ere; fa) ﬁkq 2

icm
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. . : 2mj
En second lieu, soit ¢, < g; pour Dintervalle éventuel %iJm

(m > kg) qui contien nous avons

27
53 +Ekq) ~ndr#% 9,

do,Iic N < vpt+Ap < vt us < #x, /2 (xi); alors, d’aprés (6),
18 (@; Bm)| <log 2;
done, comme précédemment,
2] log2 ym
sn(g—q% m;fq) <~ﬁi+— DI
g Sk L

En regroupant les estimations, on trouve pour % assez grand et
Vp— Ay <M < v+ en tenant compte de log2 < 2n < 24,

2mj
Sn( 7% ot oery; (p)

Qn, 2a"k+zk/3"k+]'k

_,I_

24 'm
" sploglni) L ¥[34, S 31 tn),
by 2 m;kq-ﬁmlm

On a0
Soit alors yeT. Il existe une suite (mf,‘l) strictement décroissante de

) 2
dyadiques o, = ki (j, impairs) tendant vers v ; la fonection & = k(n)

2%
étant définie comme au Théoréme 1, et posant z, = m;‘l—i— 7, lorsque
ky<k=k(n) <k, on obfient une suite (z,) tendant vers y en.
décroissant.

Daprés (10), (ix), (x) et la croissance de a, vers —}—OO, on obtient

Sultn; 9) _ 3B
Ay, 2

log ("’k 'l" Ak

—o(1) (n — oo0).
avk+zkﬁvk-| Ak

D’oi1 la conclusion annoncée. On obtient la suite (#',) de maniére analogue.
Le Théoréme 4 généralise un aspect du Théoréme 2.

THEOREME 4. Il existe une fonction bornée ¥ sur T telle que pour tout
intervalle I (I # D),

liminf

M—00

sup

( Sy (@5 ¥)
I logw ‘

)>o.
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De fagon précise, pour presque tout yeT, il emiste 6 = 5(y) >0, une
suite déeroissante (x,) et wne swite croissamie () tendant toutes deuw vers
Yy, et tels que

8, (503 P)

, our n = un certain ny = ne(y).
8, (h; ) p 2 0 o(¥)

= dlogn

Démonstration. Pour U< V, on note V\ U le complémentaire
de U dans V. On peut définir des suites (3 indice double) (én,m) de points
de T et d’entiers (ky,m) véritiant les conditions suivantes, ott T'on pose

Fy= U (Jn v — (F):

mzk
1) pour chaque m >0, la suite % — %, est croissante;
2) pour chaque m > 0, .
(n # _p) = (En,m +Flun, m) N
3 'Qz = n,m F
) i nL>J()(£ X + lf'n,m
4) Ony < Qn pour m >0 (dn pose 2, = T);
5) 2n\ Quy1 est sans point intérieur (m > 0);

6) si n(n) désigne le nombre de couples (py m)eN? tels que Ky m <n,
on a

(Epmt T} = O;

) est de mesure < 27/2";

D) 1 < oo

n>0

7) (m <m' et (én m“i‘Fknm (fn m’ +I17‘n m) #* @) [ &ur L '|'Flcw, .
est < dans un intervalle £, .,-J; (k> k), et Vit g << in (v 0 e
= gt s bty m/2)]

Ceci étant, on est assuré de la convergence de

(Br(m— nm—Tr) + By (20— &y - 'r,c))
8ie

vers une fonction ¥,, bornée. En effet, si I, et L, sont deux ensembles
finis et disjoints de couples (k, n) vérlfla,nt n>0et kz=h,,, ona

<2442 Z 7 (k) ””

(%, n)eLl
d’\aprés 2) (1) et la définition de 5(n): le nombre d’mtervalles Epmt+dr
ou k est fizé, ne dépassant pas (k); par les mémes arguments, sur

2,1 v
[E m] [(k'%JLI((fn,m‘f“Jk v (fn,m*']k))]y

WD) D (1 Bulo— bnm— 1)+ (B (0— o m+72))

(EmyeLy

icm
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on a

7

| (1Bslo— bum =i+ | Bulo— Bt} <2 D) 0 25,

(%,m)eLy ks
(k,n)ely
et la convergence résulte alors de 6).

On a prouvé en méme temps que

¥l < 2442 Do (k) 22

k>0

Par conséquent, si 0 < g <1 et 3 on < 400, ¥ = 2 om P est

m>0
une fonction bornée. On a

8.(1P)

= on8u(¥n),

m>0

et par le théoréme de Lebesgue sur l’intégration terme & terme

8@ ¥) = D (Su(@— Epm—725 Br) + Su(8— &y m+ 745 Ra))-
28,
Estimons les sommes de Fourier au point # = 51‘0n7”o+ &7k, (e= 41,
kO kfl sy )

Bi &, est assez grand et vy — A, <n < wg+ Ay, 0D 2

Nk[,

3B
T e gmologfn.

(12) 0my Sn (05 Bry)) = gmglog —

Au contraire,

@) D) on(1SulEnymyt et Epm—ris B+

' (B,p,m):
P>0,m>0 >
k2kp,m

-+ lsﬂ(fpoﬁno'i_ 87700“ §p,m+ Tk Rk)[)

3 ¥
<52 D nm T 424 Dlentlog2 Yow,
n>0 m<my m>my
3 signifie qu’on supprime -de la série le terme
Omy 18u(®

pour & = &, m,+ &7 ; dans le deuxiéme membre, le premier terme est
un majorant (compte tenu de ce que les o, sont < 1) de la somme des

om |8 (Eﬁo,m;) + ey, — Epm 15 Br)l

pourstous les (k, p,m) tels que &,,4J; ne contient pas Epg,my T E7ky 3
et cela s’obtient par définition de 7 (k) et par application de (5); les deux

— Epgmy— 7y 5 B )|
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derniers termes correspondent aux intervalles &, »--Jr qui contiennent
lo point &y, my+err,: pour chaque m, il en existe un au plus, d’aprés 2);
et on a alors: d’une part, si m < Mg, yp+ < Vitg,, mo——}q, o <m, d’apres

7), soit
1

I‘Sn(m“ Ep,m:f: Tr Rk){ = !Rlc(w"' Ez],m:F Vlc)] < 2Ay
d’apfés (1) et (3), d’autre part, sim > mg, 7 < vigg - pirgy < Mkp,m/Z d’aprés 7)
encore, 5o0ib

[Sn (2 — fz_y,vn:F 75 Br)| < log 2,

d’aiprés (6). Soit
F = U (-Qm\ Qm+l)§
mz=0
d’apreés 4),
U -Qlc\ Qk+1 = Qo\Qm+17

[(Be2

1 .
ce qui a une mesure > 2w (1’“5717““)’ done la mesure de I est = 2.

Soit y T, il existe m = m(y) (unique d’aprés 4)) tel que ¥ L2pn\ L5y, Puis
une suite décroissante tendant vers y de points &, m.: tels que pg1 > p,
(ce qui est possible grice aux conditions 5) et 7); on pose @, = & gt T Tk
lorsque kp myi <<k =k(n) < kp ;) myy (vOir 1)): la suibe (2,) tend vers
y en décroissant. Bt par les estimations (12) et (13), on a
8u(@n; ¥) = Bomyalogn,

deés que n est assez grand. Une construction analogue & gauche deé y achéve
la démonstration.

On va maintenant généraliser I’aspect «phénoméne de Gibbs fort»
du Théoréme 1.

' THEOR)‘:ME B. Il existe ume fonction continue he®(T) telle que:
{B’ (h)) converge simplement vers h (convergence en chague point);
92° 11m||S ()l = + o003

3° h présente le phénoméne de Gibbs fort & droite et & gauche presque
partout.

Démonstration. On reprend les notations, définitions et construc-
tions précédentes. On suppose toujours que les suites (%), (ux), (%), (v2)
vérifient (i) & (v); (vi) ne nous est plus indispensable; mais on abandonne
(vii) néeessairement: voir la condition (I).

La principle modification porte sur la suite (f;), ot on intrdduit
une suite (g,) plus précise qu'an Théoréme 4; .on suppose
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b b
(I) il exigte a et b: 0<a,<—13e1queu<—-log—— —pour%>0;

ﬁdl
(II) 0 < on <1, 29n<oo eb bZQk<—gnpour n>0;

n>0 k>n

(III) fr =1 pour k> 0 (dans le seul but de satisfaire

1 —
Vee B
On pose

) = 3 (Bl b+ Bulo— but i)

(km): k
n>(0 k;k” 1

(on introduit h, essentiellement pour satisfaire le 2° du théoréme) et
pour m > 1

1
— (Bu(@— Enm—72) + Bi(@— 1)

k

Fun (22) =
k,n):
70, 7c>kn m

et enfin h = 2 ombm. La convergence uniforme des séries est assurée

par Te fait que si 17 est un ensemble fini de couples (&, n): n > 0 &t k> ky m,
on a, dans le cas m #1

! i(]Rk(ﬁ— E‘n,m—'rk)l + IRk(w"‘ 'fnsm‘{‘ /rlc)l)

(k,m)eLl

(%)
<2Amax——+2 2 7 c'yk
B

k
(%, n)sL *, n) oz

(ceci est une adaptatién de (11)); dans le cas m =1, remplacer f; par

VB, dans cette inégalité.
Cela montre que

24 n(k)y
Mlo < = +2 Y ——0
VB WS VB
et pour m # 1
24 (%) ye

+2 2 ﬂklk

18 1,m ,52k

mlleo <

Phénomeéne de Gibbs. Appelons i(n) le plus grand des entiers k pour
lesquels 1<j<k = v+ pu;<n: l(n) tend vers -+oo en croigsant. On
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reprend la démonstration du Théoréme 4 avee les modifications suivantes:
on désigne par 3" la somme de tous les termes

(14) _;:”‘_ |8 (Epg.my + &y — Ep.mTF 75 Ry)— B (Epgmy T &%y — EpmnF 15)]
3

ot (k, p, m) vérifie m > 0,p > 0, k> kym, desquels on & enlevé le terme
correspondant

EpmtTe = Epomy ot (8 e = + 1)
ou |
Epm— e = Epymyt ety (81 &= —1)
(et ot 'on Templace By, par VB si m = 1).
On a
‘ "3 (k) vr
15) <=2 —— b om;
(15) Z 2 k;w VB, m;m;

en effet, le premier terme du deuxiéme membre de (15) est un majorant
de la somme des termes (14) pour tous les (k,p, m) tels que &, nidJs
ne contient Pas &y m,+ &, 66 ol Yon a tenu eompte d(:a Pidentité S, {Rk)
= Ry si k < I(n) et des inégalités o, < 1; au contraire, si &, ,, £-J% contient
Epgmy ETRyy OU bieN m < .mg, mais alors ('Sl’a.prés 7), vp+ ik gn’, done le
terme (14) correspondant est == 0, ou bien m > m,, alors d’aprés (I)

ﬁi 18y ma - &7k, — Epm T 725 B)— BalEpymo-+ 67g— £ 73] < b
& N
(on a |8, (%; By)— Ri(z)| < 2log % )5 d’oil le deuxiéme terme du deuxiéme
. : k
membre de (15).
On a aussi, d’aprés (I),
Qmyy Om, Hxy L,
8p(05 By ) > log — >0 (si my 55 1)
(16) B, (05 Br,) B, 2 g Omy 0
et
‘ ’ 01 =
1) === 8n(03 Br,) > a0; s,
Vs,
Soit alors ye?, et (%)v la suite associde & y, définie au Théoréme 4
(yeQm\Q,,,+1,m>0).

Pour » suffisamment grand, on obtient en regroupant (15) et (16)
d'une part, (15) et (17) d’autre part, et en tenant compte de (IT)

icm

Fonctions continues et fonctions bornées 335
o a a .
B (@5 B)— h(#0) > gy — —Cmtl _ Bemin  BOmsy (si m #0)

3 3 3
et '

— 2a
B (05 B)— h(2) > ag,/Br — o2

(k = k(n))

(si m = 0, c'est-d-dire y<T\ Q).
On en déduit les parties 2° et 3° du théoréme. _
Convergence des sommes de Fourier. Soit ze()2m; il existe une
m>0

suite m — én,,m €6 une suite m — Jnm telles que ze Enpm J,,m.
En ce cas, par des arguments déja étudiés,

Suas —h@) < 2a 3 IO 4y N1,
E>ln) l/lgklk m:
T >U(1)
et ceci est o(1) lorsque n —+ oo.
Soit TeQp\ 0y, +15 81 m > 0, il existe un intervalle 51,0’,”;[:']% conte-
nant x, alors

v (k) e

3
18 (@5 B)~ R (@) < -2 —
2 Sy VB

des que n = Wk°+/lko7

et ceci est o(1) lorsque # — oo; §i m = 0, on a la majoration préecédente
sans restriction sur #. Et cela achéve la démonstration.

Nous indiquons maintenant comment on peut obtenir les suites
(€nm) €b (Knpm) définies au Théoréme 4.

Fixons, a priori, une fonction 5(n) tendant vers -+oco en croissant
telle que

27;(%)%< +oo.

n>0

Nous allons procéder par récurrence et par «épuisement des inter-
valles». Supposons que a couples (%, m) ont ét6 définis: plus précisément
que les points &, et les entiers %, . ont été définis pour 1< m< m(a)
et L<n<<nim,a):

2 n(m, ¢) = «a.

1mgm(a)
Ceci de facon que:

1) pour chaque m (1< m < m(a),n — fngm est croissante (1< n
< nlm, a)); '
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2') pour chaque m (1 < m < m(a)),
 #9) > (Enmt Fr, ) ~ Gpmt Ty ) =0 (LS5 p <y a));
3) @)= )  (fam+Ts,,) est de mesure

1<n<n(m,a)

27 1
<‘?:1T("'+'—+ -t Sy |3

&) QT < ™) pour 0<<m < m(a) (on pose. pour tout
o Qn(n 8 T), ,

6’) le nombre de couples (n, m) vérifiant 1<mg m(a) 1<n

< n(m, a) et knm <j esh <77(9)

7) i<m<m (‘1) et (En,m"f'Flcn,m) [ (é‘n’,m/‘l" Flcnz’m,) #0
(o 1< nim, a) et 1< <n(m', a)] = [(&vm _}_F"’n',m') est « dans
un intervalle EvmEdr (1 < n<n(m, a) et k= Tpm), eb vt < min X
X (Wkn'm' ]’kn'.m" M kn',m'/ 2)]

Notons

V= U ( » U (£W:m+ (Fkn,m\Elcn,m))) *

<mgm(a)  In<n(m,a)

Soit W un mtermlle composante connexe de [V ayant la plus grande
longueur, et & le milieu de W.
Alors il existe m, (unique d’aprds 4' )) tel que &e Q0o bAN Q)
(0 <my< ma)+1, on poge @) =g et n(m(a +1, af = 0):
ce qui permet de passer partleﬂement 4 D’étape o+ 1 en posant
m(a+1) = mla) 81 mp< m(a),
ou

m(o+1) = m(a)+1 8  m;=m(a)+1,
puls n(my, a+1) = n(m,, a)+1 et n(m, a+1) = n(m, «) pour m s m, et
En(mo,a+1),m0 = E ‘
Il nous reste & choisir Knpmgernym, = k. Il suffit que & soit assez
grand pour que

1) EkE> k‘n[mo,u),’mo H
2") E4 Fysoit disjoint de chaque Engmg+ Fr, - pour 1< n < n(my, a);

‘nymy
2r 1

3"} Fy soit de mesure gaﬁ-—gm;

6") 6') est encore réalisé lorsqu’on ajoute k= Fnpmgaq1ymy BUX @

entiers %y, déja définis, ce qui est possible en vertu du choix de la fonc-
tion %(4).
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7') 8ime >1, W est = dans un intervalle &, m,_;4J;, on choisit &
assez grand pour que ;- u; < min(vp— A, pg/2).

Cela entraine qu’a 1’étape a1, les conditions 1') & 3'), 6') et 7')
seront réalisées, la condition 4') résultant immédiatement de 7').

On obtient bien ainsi pour chaque m, une suite n — &, et une
suite n — knm, car les & m+ F,,, sont disjoints deux & deux et de me-
sure > 0.

Et ces suites vérifient alors 1) & 4), 6) et 7); la condition 5) résulte
de la construction.

Terminons par une remarque. L’ensemble des points en lesquels une
fonetion présente un phénoméne de Gibbs fort avee amplitude > 6 >0
est nécessairement sans point intérieur.

Dans le cas contraire, on aurait un intervalle ouvert I sur lequel

la fonetion présenterait ce phénomeéne; les sommes de Fourier seraient

donec divergentes sur un ensemble dense dans I, contradiction!
La fonction du Théoréme 3, par exemple, ne présente pas de phénoméne
de Gibbs fort. Par contre, celle du Théoréme 5 est un exemple maximal.
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