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Approximation par des variétés algébriques
dans les espaces hilbertiens

(Variation sur un théme de Vitukin)
par

g, M. ZERNER (Nice)

INTRODUCTION

Cet article applique les idées de Vitu¥kin [24], [25] au cas des com-
pacts dans les espaces de Hilbert. On trouve en particulier dans [25]
la définition de la variation, dans [24] et [25] un résultat semblable au
théoréme 2, mais pour la norme du sup; enfin, dans [24] des applications
3 différents compacts dans des espaces ¥[K]:

Par une méthode différente, Warren [26], [27] & obtenu des résultats
de méme nature en norme L? (exposés aussi dans Lorentz [14]) et Lorentz
[14] un résultat moins général mais plus préecis que la proposition 5(*).

Voici 1a nature du probléme étudié. Soit K un sous-ensemble d'un
espace normé H, soit W une variété unicursale de dimension % et de degré
p, i.e, Pimage de R* par une application P/@ ol P et § sont des polyndmes
de degré p & coefficients dans B et R respectivement, soit enfin ¢ > 0.

Supposons que W approche K & & prés, i.e. VoK d(z, W) < & Cette
situation mn’est possible, K et & étant donmnés, que si k ef p sont assez
grands (par exemple si p =1 la (k+1)-8me épaisseur de K, cf infra,
devra &tre inférieure & ). Il 'agit de démontrer des inégalités qui traduisent
ce fait.

Exemple. B = R? norme euclidienne ou norme du sup, K = [0, 1] X
x [0,1], & = 1. I suffit alors que p > 1/s: on pose P,(t) =%, P, est le
polyndme de degré p qui vaut (—1) au point & (0 <j < p). Jignore
si ce résultat est optimal, mais on démontre qu’il existe C >0 tel que
p > Cfe. Cest un cay particulier des résultats de Vitulkin, Lorentz eb

(*) Insistons sur le fait que ni article de Lorentz, ni ceux de Warren, ni le
présent ne retrouvent complétement les résultats de Vituikin comme cas particulier
contrairement 3 ce qu'un examen superficiel peut laisser croire.
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des miens et & ma connaissance, il n’y a pas de simplification essentielle,
méme dans ce cas qui a lair trés simple.

Voicl la stratégie de la démonstration, du moing pour les espaces de
dimension finie (euclidiens ici, R™ muni de la norme du sup chez Vitukkin),
A un fermé F et une boule ouverte dans ¥, on fait correspondre un nomhbre
réel positit V(F, B) appelé variation de F dans B, avec les trois Ppropriétés
suivantes:

(a) 8i {B,} est une famille de boules deux 4 deux disjointes et contenuey
dans une boule B, on a

V(F, B)> Y V(F, B,).
7

(b) Si W est une unicursale de dimension % et de degré p et B une
boule de rayon au plus 1: o

V (W, B) < 0y(2p)* ‘
(C, est une ,,constante absolue”).

gc) Bi F est une variété (différentiable ou algébrique) de dimengion
< 1 & laquelle appartienne le centre d'une boule B de rayon ¢ <1, on a

1
v, By > {9 ]/(m-l>!
U m!

(m est la dimension de I’espace et ¢ encore une neonstante absolue” cette

inégalité est vraie dans le cas euclidien, une inégalité analogue a lieu

quand on travaille avec la norme du sup; comme le lecteur pourra s'en

assurer, la démonstration de cette inégalité est la principale difficults
de Daffaire).

Supppsons maintenant que dans K il existe N points yy, ..., ¥y deux

4 deux distants d’au moins 4e (en d’autres termes la 4e-capacité de K

est >1log ¥, cf. infra). Alors pour tout j compris entre 1 et N il existe

;W avee llz;— ]l < e. Soit B; la boule de Tayon e et de centre ;. Ces

boules sont deux & deux disjointes. Si une boule B les contient tyoutes

la- combinaison des propriétés (a) et (¢) nous donmera ,

V(W,B)> § 2L

ce qui combiné avee (b) conduit &

’ckll/_i”f__ N oo
» (= = 0, (0,6)F.

. Nous ('lOD.]le.I‘OHS. des .démonstrations qu’on pourrait trouver dang les
vres.de Vitudkin sl était plus commode de les consulter (1'un m’est pas
traduit et Pautre est de fagon exéerable) '
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1. DEFINITION DE LA VARIATION

NOTATIONS ET CONVENTIONS 1. &, espace euclidien (affine réel) de di-

mension m; &, ,, 'ensemble de ses sous-espaces affines de dimension k,
A1, S€Ta Souvent noté #,, pour abréger.

x,m Sera la measure sur o7, ,, invariante par les déplacements (trans-

formations orthogonales et translations). On sait qu’une telle mesure

existe et est unique 4 un coefficient prés (Weil [28], Bourbaki [2]).

Il nous suffira de normaliser u,_,, que nous noterons aussi u, en
donnant la mesure 1 & l’ensemble des hyperplans qui rencontrent une
boule unité.

L’ensemble des hyperplans qui passent par un point donné étant de
mesure nulle, nous parameétrons presque tout 5, de la facon suivante:
nous choisissons une origine 0 dans &,, et appelons X la sphére unité de
centre 0, pour re R*, £e¢X, H(r, &) est Phyperplan d’équation

@& =r.

Fig. 1

Autre caractérisation: r£ est la projection orthogonale de 0 sur H.

8i v désigne la measure invariante de masse totale 1 sur X, il vient
At (1, €) = drdv (&)

(les puristes mettent ®).

I1 nous arrivera de faire I’abus de langage et de notation qui consiste
& confondre ¥ et F' N B ol F est un fermé et B une boule ouverte dans &,,.

C'est malheureux 4 dire, maiy avant d’entrer dans le vif du sujet,
nous avons besoin du résultat suivant dont je ne sais pas simplifier la
démonstration (due bien entendu & Vitudkin l.c.).

LeMME 1. Soient B une boule ouverte et F un sous-ensemble fermé de &,,.
La fonction ¢ qui & aesdy,, foit correspondre le nombre de composantes
connexes compactes de F N B N a est mesurable.

Démonstration.
I-ére etape. F est une réunion finie de boules fermées.
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Soient 8, ..., Sy les frontiéres de ces boules et S celle de B. Tout
aety,, vérifie 'une au moins des propriétés suivantes:

(1) @ est constante sur un voisinage de «;

(il) o est tangent & I'une au moins des sphéres §, §,, voey By

(ili) deux des sphéres a N 8, 0 N Sy, ..., a N Sy sont tangentes entre
elles dans «, ce qui implique que la variété affine tangente & lintergection
des deux sphéres correspondantes dans &,, coupe a selon une variété
de dimension %k-—1 au moins. :

Les propriétés (i) et (iii) définissent des sous-ensembles analytiques
stricts' de o7} ,,, done de mesure nulle ef @ est p.p. continue puisque
localement constante. )

2-éme etape. Construction d’ensembles approchant F.

Soit D un sous-ensemble dénombrable dense de F. Appelons #,
Pensemble des boules ouvertes dont les centres appartiennent & D et leg
rayons sont rationnels et <C & Appelons X, ensemble des recouvrements
finis de B N F' extraits de #,. Pour tout ¢ > 0, c’est un ensemble dénom-
brable, il sera commode d’en numéroter les éléments et nous appellerons
F,; Vadhérence de la réunion des boules qui constituent le j-éme élément
de 2,. Enfin, ¢ ; désignera la fonction Hm— B associde & F,; comme
@ a F.

Nous savons que 9.7 est mesurable et le reste de la démonstration
consistera & établir la relation '

@(a) = liminfg, ;(a).
>0 §

3-éme etape. p(a) < liminfe,,(a).
a0 7

. Soit ¢ wne c.c.e. (composante connexe compacte) de F N B N a.
Soit 6 >0 la distance de ¢ & son complémentaire dans 0B U (F N a).
On peut trouver &' vérifiant

0<d' < d/4

et pour tout e F tel que 6/4 < d(x, 0) < 4/2 on a aussi d(z, a) > &'
Si alors on prend & < ¢’y la composante connexe qui contient ¢ dang
F.; Na est compacte dans B et me rencontre aucune autre c.c.c. de
FnBnoe
.]1 en résulte que si p(a) est fini on a ¢(a) <, ;(a) pour s assez
petit et si ¢(a) est infini, lim infp, ;(a) est infini aussi.
=0 7

4-éme etape. Construction d’ensembles particuliers de X,.

La situationd éviter pour démontrer Pinégalité inverse de la précé-
dente est résumée par la figure 2. Nous allons done; & >0 étant donns,
construire un élément de 2, tel que si I’adhérence dune de ses boules

icm°®
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~— —

Fig. 2 (p(a) = 1 et @, 4(a) = 2)

rencontre a, alors elle rencontre aussi # N B N a. Pour celd nous com-
mengons par recouvrir F N B N apar des boules By, ..., By, qui ren-
contrent toutes # "B N a.

L’ensemble ¥ N B N O(B; ... U By,) est compact et ne réncontre
pas o. Il existe donc 6 > 0 tel que chacun de ses points est & une distance
au moins 4 de a. Bn recouvrant cet ensemble par des botles appartenant
4 4, et de rayon < 4, on compléte {Bj,..., By} en un recouvrement
appartenant & X, et ayant la propriété annoncée. .

5-éme elape. Ve, p(a) > infp, ;,(a). On prend F,; construit & Pétape
précédente: ! ?

Alors toute c.c.c. de F,; " B na posséde un point de F A B Na
et contient donc une c.c.c. de F N B N a, d’ot1 Vinégalité.

Remarque 1. En y regardant de plus prés, on s’apergoit qu’on
a démontré que ¢ est borélienne.

Définition 1. Soient F un sous-ensemble fermé et B umne boule
ouverte de ¢&,,. Nous appellerons variation de dimension 0 de F dans
B et noterons V, (¥, B) (et V3, (¥F) quand il n’y aura pas de confusion
& craindre) le nombre de composantes connexes compactes de I N B.
La variation de dimension 1 (0 <1< m) sera définie par récurrence par

VilF; B) = [ Vil (F A H)du, (H).
"fm
(Nous avons mis sous le signe [, V52, (F A H) pour V52 (F n H; B n H).)

Avant d’aller plus loin, notons que la propriété (a) de lintroduction
résulte directement de cette définition: '

Levme 2. Soient F un ensemble fermé, B ume boule ouverte, {B;} un
ensemble de boules ouvertes deww & deum disjointes contenues dans B. On
a pour tout l:

VialF; B) > 75] Via(F; By).

Studia Mathematica XXX VIII . 27
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/2
Norarrons 2. I, = [ sin™0df.
P

Rappelons les formules:

1) I, = ﬁ%_lm_z,
@) ‘ Iy 11, = %,

(32) T = (%—%%2;,
8 Ly = g 2,
4) I’"N]/_z—%— (m > o0).

Exemple 1. Les variations de B dans elle-méme gont nulles en
dimension autre que m et V2(B) = a,R™ avec

m
(5) Oy =L@y = ]]JIM
d’ott )
. !
(6) gy, = 52”_%!—' ; (61) Oanqy = m—)‘,"

Exemple 2. Supposons que F soit une sous-variété différentiable
de dimension 1. Alors V%, (F; B) est le volume de F'n B pour la structure
riemannienne induite 4 un -coefficient prés. Pour 1 — 1, ce coefficient
est la mesure de l'ensemble des hyperplans qui coupent un intervalle
de longueur- 1, soit: '

2 l
—— | cos&sin™ 2 EdE =
2T, . bf ¢ 4 2mI,

Le cas d’'une variété est au demeurant trés classique (Favard [5],
Vitu¥kin [25] et Leontovié et Mel'nikoy [13]). !

Définition 2. Nous appellerons dimension variationnelle 1 do F
(dans B) le plus grand nombre ! tel que Vi, (F; B) = 0.

Exemple 3. Supposons que I = &, soit de dimension variationnelle
1 et que le centre 0 d*une boule ouverte B de rayon R appartienne & F.
Alors de deux choges I'une:

ou bien la composante connexe de 0 dans F N B est compacte et
Vo) =1,

ou bien il existe un point #, de la frontitre de B adhdrent & F et
tel que toute droite a qui coupe [0, x,] coupe aussi F n B.

icm°®
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Pour presque toutes ces droites I'intersection a une c.c.c. sans quoi
elle contiendrait un intervalle non trivial et on aurait V2(F) 5 0 (définition
et exemple précédent). Conclusion:

Vi(F) > Rx.
~ Cet exemple contient en germe la démonstration de la propriété
(¢) de lintroduction dont il donne un cas particulier.
Remarque 2. La dimension variationnelle est au plus égale & la
dimension de Hausdorff.
Définition3. Nous appellerons variation totale la somme des varia-
tions des différentes dimensions:
: m
Vi = D'V

1=0

H. LE CAS DES VARIETES UNICURSALES

Définition 4. Soit ¥ un espace vectoriel (sur les réels). Nous appelle-
rons variété unicursale de dimension k et de degré p (au plus) I’adhérence
de Pimage de R” par une application de la forme P/ ou P est un polynéme
4 coefficients dans & et @ un polynéme scalaire l'un et lautre de degré
p au plus (2. .

Pour majorer la variation des variétés unicursales, nous utiliserons
un théoréme de Milnor [16] précisant, sous la forme actuellement la plus
commode, des résultats amtérieurs d’Olejnik [19], [20], [21] (cf aussi
Thom [22] et Vitu¥kin [24]).

TatoREME 1. Soit
W = {z;z<R fi(m) =0,j=1,...,n}
ot les f; sont des polynémes de degré < p. Lo somme des mombres de Betti
de W (et a fortiori le nombre de ses composantes conneres) est majorée par
p2p—1)*% '

COROLLAIRE. La trace sur une sous-variété affine dune variété unicursale
de dimension k et de degré p a aw plus P(2p—1Y" composantes commexes
compactes.

Démonstration. Soient W la variété unicursale, 4 la sous-variété
affine. W est contenue dans un sous-espace vectoriel de dimension finie
de B et nous ne perdons pas de généralité en supposant F lui-méme de
dimension finie. Un choix judicieux de coordonnées affines permet alors
d’écrire

A={z0 =0,=... =g, =0},

() On se méfiera du fait que pour %> 1, le degré au sens usuel peut étre
strictement plus grand que p!
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de sorte que W N A est Pimage par P/Q de

Wy = {t; P1(t) = Pa(t) = ... = P, () = 0}
qui a, d’aprés le théoréme, au plus P(2p—1)*"' composantes connexes.
Son adhérence W, dans Pespace projectif obtenu en munissant R* d'un

hyperplan & Pinfini n’en a pas davantage. Or, chaque c.c.c. de Wnd
est limage d'une ou plusieurs composantes connexes de W,.

Remarque 3. On a été obligé de passer par les projectifs pour que
P|Q devienne eoptinue.

ProrosITION 1. Plongeons &, dans &, (m=m). Soit W la trace
sur &, dune variété unicursale de dimension k et de degré p dams Epre
On a dans toute boule ouverte de &, de rayon aw plus égal & 1:

V(W) < e™2p (2p—1)FL
Démonstration. Nous avons, d’aprés le eorollaire du théoréme 1,
Vo (W) < p@p—1)
i~ Démontrons par récurrence que dans une boule de rayon R .

1
V(W) <p@Ep—1) R[] I,.
rd j=1
Nous avons
V(W) = [ Vii(W A By 0 @) i (a)
oy

[

= [ d(Bsin0) [av(x)VEY(W, H(Rsing, 7))
0 X

et d’aprés I'hypothése de récurrence, compte tenu de ce que le rayon
de Bp N H(Bsing, 7) est Reosé
-1 2 1
[1; [ cod0d0 = p(2p—1) R [1%.
[

7=1

Vo, (W) < p@p—1)—' R

F=1

D’ol, pour R< 1,
oo 1
Vu(W) <p@p—1*{1+ 3 [T 1}.
l=1 =1
Compte tenu des relations (5) et (6) on a
2n-+-1

2n TC’L
a'ljl Ijgan T 2l

7=1

TaM<per-1t-2 32 (2],

n=0

qui est Pinégalité annoncée.
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o 1
Remarque 4. Le remplacement de 1+ Y J]I, par 2¢™* représente
une perte séche d’environ 10°/,. i=ia=l
Remarque 5. J'ignore si la généralisation-complication introduite
au débub de I’énoncé peut servir & quoi que ce soit, mais on voit qu’elle
est impliquée par la méthode de démonstration.

II. LINEGALITE PRINCIPALE

Levme 3. Soient a >0, X un espace métrique, K un sous-ensemble
connexe de X X [0, a].
Posons
K; = {w;2¢X, (2, t) <K},

8, ={y;yeX,HaekK, d(z,y) =1t}.
Supposons que K, et K, ne soient pas vides. Alors

U 8, > {#;8y<E, d@,y)<a}=4.
te[0,a]
Démonstration. Soit yeX. L'application (x,t) 5> d(z, y)-1 étant
continue de X X [0, a] dans R, I’image de K est un intervalle.
On a vzeK,, ¢(z, 0) > 0. D’autre part, si yed, il existe weK, tel
que p(2, a) < 0. Done ¢ s’annule en au moins un point (z, t) < K, c’est-a-dire

d(z,y) =1 doir yel,.

Levmwe 4. I,,_, < =/V2m.
Démonstration. Le lemme est vrai pour m =2 et m = 3; nous
le démontrerons par récurrence:

Vm (m—3)Vm T (m—3Wm
L
Soit
Vi ™ e 1
'm'Im—2<ﬁ(l—X)l/l+2X avec X = —

Or la function U(X) = (1— X)V1+2X est décroissante pour X =0
(prendre la dérivée logarithmique!) et U(0) = 1.
Définition 5. Soient 4, B deux sous-ensembles d'un espace métrique.
Nous appellerons profondeur de A dans B le nombre
supd(z, CB).

xed

THBEORBME 2. Soit F un sous-ensemble fermé de &,, ayant une profondeur
¢ >0 et la dimension variationnelle 1 dans une boule B de rayon au plus


GUEST


422 . M. Zerner

égal & 1. On a
7
Voll, B) > —— ¢ .
& ) HYerYVm(m—1) ... (m—1-1)

Démonstration. Comme le bon saucisson, elle s’apprécie mieux
quand on la coupe en tranches bien minces.

(a) D’aprés le lemme 2 (avec une seule boule B;!) nous pouvons
supposer que le centre 0 de B appartient & I’ et que le rayon de B egt o
Par homogénéité, nous pouvons aussi supposer que ¢ = 1. Nous prendrons
0 comme origine.

(b) Si la composante comnexe de 0 dans F n.B est compacte, on
a V,> V) >1 et le théoréme est vérifié,

Nous Supposerons désormais que cefite composante n’est pas compacte.

(¢) Nous raisonnerons par récurrence. Si m = 1, l'un des intervalles
[—1,0], [0,1] est contenu dans F, on a donc V,>3% et le théoréme
est vérifié pour m = 1.

I.V ous Supposerons désormais m >1 et que le théotéme est vrai pour
les dimensions de P'espace ambiant strictement inférieures 3 m.

(d) Noqs appellerons T,(0) L’ensemble des £eX tels que dang Phy-
pe.rjplan H{(sing, &), la profondeur de ¥ N H (sind, &) dans B N H (sinb, &)
80it au moins égale & p. ’

’ Supposons que le point @ = so(seX) appartienne & H (siné, £),
dest-i-dire que s(o]£) = sinf ou, en désignant par o la distance rieman-

nienne de ¢ & £ dans X (en d’autres termes Pangle géométrique des deux
vecteurs), scosw = sin 6.

5
%

Fig. 3

Avee ces notations, la distance de # 3 la fronti i
. & frontiére de H (sinf, &) N B
dans H(sin 6, £) est cos 6—ssinew soit encore ( 4

o8 (0 )

Cos w

icm°®
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- Supposons maintenant que x appartienne aussi a F. Alors & appar-
tiendra & T,(6) pourvu que
. < cos(6+ )

cos w

(le second membre décroit de cosf & 0 quand w croit de 0 4 In—0).
ConNcLusIoN. T',(6) contient la sphére de centre o et de rayon o(e, 6)

donné par:
cos[f+w (e, 0)]
cosm(g, 8)

(I s'agit de la sphére au sens de la structure riemannienne de X.)

(e) Appelons A(g, 6) la mesure de: T,(6). .
L’objet des trois points suivants est de minorer A (o, 6) (en -utilisant
le lemme 3). . ;

[

Fig. 4 ,
— EK(s, t), —— — reste de OO, i partie de F qui n'est pas-dans 0

(f) B, désignera la boule de rayon i, 0 la composante connexe de
0 dans F n B,. Comme la composante connexe de 0 dans F N B n’est
pas compacte, il existe dans 0® un point #, de norme i (pourvu que # << 1).

Pour tout s avec 0 < s<t< 1, appelons K®? la composante con-
nexe de , dans F n B, n (0B,).

Nous allons démontrer que pour tout »e[s, 1], &% posséde un point
de norme 7.

L'image de K®? par Vapplication @i |z]| est un intervalle [s’,¢]
(s"e[s, t]) et il s'agit de démontrer que s’ = s. '

Supposons le contraire. Tl existe alors un ouvert Q < OB, tel que
E®Y = Q nF n B, n(CB,); mais alors on a aussi K®)=02n0%
en. contradiction avec le fait que 0¥ est connexe.

(g) Posons (g, §) = sinf/cosw (g, ) et appelons K (0, ¢) I'image de
RERn01@® pay Papplication

] sin 6
> [——, Ar .
v (uwu o008 nmu)
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K(0, ) est connexe dans X X [0, (g, 6)]. Pour tout r¢[0, w(g, 6)]
il existe d’aprés ce qui précéde, (£, r)eK (0, Q)'

Démontrons maintenant que si (£, w)eK (8, ), alors T,(0) contient
la sphére de X de centre & et de rayon . Par hypothése

’

8in 6
cos

LeF.
Si done mous posons

, _ co8(6+w)
¢ Ccosw

nous savons, d'aprés (d), que cette sphére est contenue dans I,.(6).
Mais comme o < w (g, 0), on a ¢’ > g et Ty (6) = T,(6) dou la conclusmn
annoncée.
(b) Le lemme 3 nous permet maintenant d’affirmer que T ,(6) contient
une boule (au sens de la métrique riemannienne de X) de rayon (g, 9).
On en déduit:
(e,0)

A(g, 0) > sin™2pdy..

2T, _,

(i) On ne peut pas avoir I = 0. Car, par Ihypothése de récurrence,
si a est un hyperplan tel que F N B N a s @, alors la variation de F N «
dans B N a est non nulle, et, d’aprés ce qui précéde, ’ensemble de ces
hyperplans est de mesure non nulle.

(i) Par contre, I’ensemble des hyperplans « tels que F N a goit de
dimension variationnelle an moins I dans B N« est de mesure nulle
(sinon la dimension variationnelle de ¥ serait strictement plus grande
que 1).

1l vient donc d’aprés Phypothése de récurrence

VnlF) = V5, (F)-+ f Vil N @) () > 0myyy [ [0(0) dpa (a),
”m
ol w(a) désigne la profondeur de ' M « dans B N a et
1
ZY(I/2 mWm(m—1).. (m—141)

(k) 11 faut maintenant traiter séparément le cas | = 1. Soit # un
point de X adhérent 4 la composante comnexe de 0 dans F N B. Soit
o un hyperplan qui coupe lintérieur du segment [0, #]. Cet hyperplan
coupe aussi F' N B, et comme F N a est de dimension variationnelle nulle
mais de variation non nulle dans a N B, il a une c.c.c. au moins:

Vr(F 0 @) > 1.
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D’ou (cf exemple 2)

1 1
F)> =
V() omI,  2(m—1)I,_,
et, d'aprés le lemme 4,
1
D= v

qui est 'inégalité annoncée dans ce cas.
(1) Nous supposons done 7>2 et nous allons minorer l'intégrale
w2 cos
= [B@I " dple) = — [ a(sing) [ & dd(e, )
H, 0 =0
(cos§ étant le rayon de e N B, w(a) ne peut dépasser cette valeur).
Intégrons par parfies lintégrale interne:

J(F)

/2 cosf

=f cos&dﬂf A(p, B)d(e™Y)

2 cosb

J(F)

(@:0)
1) f sin™ %y dn

(c'est 15 que nous utilisons le pomt (h)).
Echangeons les deux intégrations internes en tenant compte de la
définition de (g, #) (fin du point (f)):

1 2 f2—0 cos(64-n)/cosy
J(F) > f cos0db f sin™%n dn ad
2L o o
/2 nfe—-8 -1 o 2
cos' (0 sin’
= f cos Bdﬂf dn ¢ +11_72 1
2Imﬁ20 g o8 Ty
2 m—2
-1 f d')y sm 77 f deeos"l(()—l—r/)cos(?
ZIm——Z 0
1 w2 m—
= f d')y e f dteos*zcos(¢—1n)
2T, h
m— /2
= f dn e ﬂf dz (cos' L cos -+ cos 1z sin £ singy)
’IVL—Z 0
1 dnsm nf 1 1 1
> dfeos™ ' {sing =
2Im—‘7f c 211, m—2 M l/—ﬂll/—

0
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On a utilisé le lemme 4 dans la derniére inégalité qui permet de finir
aigément la démonstration.

Remarque 6. On peut améliorer légérement l'inégalité en jouant
sor la parité de m. :

Définition 6 (Kolmogorov [8]). Soit X un espace métrigue. On
appelle ¥,(X) le nombre maximnm de points deux & deux distants de
plus de & qu’on peut trouver dans X. L's-capacité de X, notée ¢,(X) en
est le logarithme. b

Définition 7. Solent 4, B deux ensembles d’un- espace métrique.
Nous dirons que B .approche A & & prés si

Voed,, d(#, B)<e.

COROLLATRE. Soient e<]0, 1[, A .un sous-ensemble de &,,, F un Fermé
de dimension variationnelle <1 qui approche A & ¢ prés. On a

— 1 -
1og V,u(F) > 0, (4)—1log w2 _ Zlog(k}/.m—-k—i—l)
p :

&
=1

dans toute boule B de raybn R telle que la boule concentrique de rayon R—2e
contienne A. '

) Démonstration. Soient =, ..., Dy, e A avee |lp;—amy)| >4e (§ # k).
Soit, pour echaque j,y;eF tel que |jz;—y<e On a, pour J #k,

19— ¥4ll > 2¢. Le théoréme appliqué 4 la boule B; de centre Y; et de rayon
& donne

log Vo, (F, B;) = —1log

o
’te —glog(kl/m——k-{—l).

Le lemme 2 permet de passer de 1 & I'inégalité annoncée.

IV. APPROXIMATION UNICURSALE

??ROP(E)SITION 2. Soient K < &, et W une wnicursale de degré p et

de dimension 1 qui approche K & e prés. Supposons K contenu dans une
boule de rayon 1—2¢ On a

'r: 2rV/2l 1

G (H) < 7 +llog(u) + - logm.

& 2

Démonstration. Daprés la proposition 1,

log V., (W) < g +1log(2p).
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D’aprés le corollaire du théoréme 2,

=/2

0, (E)—1 log( ) —logl—1logVm < logV,, (W),

€

d’oli le résultat.

Définition 8 (Kolmogorov [8]). Soit A un sous-ensemble d'un
espace métrique X. On appelle M, (A) le nombre minimum de boules de
rayon &, dans X, nécessaire pour recouvrir 4. L’e-entropie de A (dans X)
en est le logarithme, elle est notée H,(4) (HZ(A) quand on veut préeiser).

Nous rappelons le résultat qui exprime la relation entre s-entropie
et s-capacité en laissant la démonstration aun lecteur.

Levue 5. 0, (4) < H,(4) € G,(4) (Kolmogorov l.c.).

. PrOPOSITION 3 (cf. Vitufkin [24], §29). Soient B un espace normé
et K un sous-ensemble de B tel que

p+1 . (p+!
o, m < (7] (B

I existe alors une unicursale de dimension 1 et de degré p qui approche
K & = prés. ‘

Démonstration. Soient @y, ..., 2, centres de boules de rayon ¢
dans E qui recouvrent K(M = M,(K)). I existe un ensemble ' = (¢y, ...,
iz) dans R tel qu’il existe un polynéme de degré p et un seul qui prenne
des valeurs données sur T(R = (p —ZH
de degré p & coefficients dans E tel que P(4) = (j =1,..., M).
Lrimage de R par P est une unicursale ayant les propriétés voulues.

Remarque 7. Appliquée & l'exemple cité dans Iintroduction; la
proposition donne un degré en O/ au lieu de 1/s. Je doute qu’on puisse
trouver un résultat satisfaisant & ce niveau de généralité. Par contre,
notons que pour cet exemple la proposition 2 donne bien une minoration
en Cle.

Définition 9 (Kolmogorov [9]). Soit K un sous-ensemble d'un
espace normé F. On appelle n®™ épaisseur (on n™diamétre) de K le
nombre

)) 1l existe done un polynéme P

d, = d,(K) = inf sup inf [o—yf,
Led, weK yeL

ot %, désigne Pensemble des sous-espaces vectoriels de dimension » de E.
NoTaTioNs 3. On pose:

#(e) = px(s) = inf{n; d,(K) <},
f(@) ~ g(w) signifie: f(z) = O(g(a)) et g(z) = O(f(2)).
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Exemple 4. Supposons que d, ~ #n~°% (Celdh arrive dans des cas
usuels: Kolmogorov, L.c. Tihomirov [23], Lorentz [15], E1Kolli [4]). Nous
aurons alors

n(e) ~ e

ProOPOSITION 4. Soient K un sous-ensemble dum espace hilbertien,
contenu dans une boule de rayon 1—2e, et W une unicursale de dimension
1 et de degré p qui approche K & & prés. On a

Ooe(H)— logﬂz(e) + tlog

2

Démonstration. Soient &' > ¢ L un sous-espace vectoriel de dimen-
sion x(e) qui approche K & & prés, w la projection orthogonale sur L.
Considérons deux points ;, o, de K tels que |lz;— ;)| > 6s. On a, d’aprés
le théoréme de Pythagore,

oo — @) > 2V9er— o2,
3£/l/g,
045’ (BK) >

Do, si de plus &'
Cs. (E)

et @W est une unicursale de dimension I et de degré p qui approche
oK & & prés.

La proposition 2 donne alors I'inégalité annoncée, mais avec £ an
Lieu de ¢ au second membre. 11 reste & faire tendre ¢ vers .

Exemple 5. Supposons que d, ~n~* et 0, ~ ¢ U° (ce qui arrive
anssi, voir, en. plus des références de l’exemple 4, Kolmogorov et Tihomirov
[11] et Clements [297).

1l vient que

l 1 Clp
_A —Ya__ " . <
e oa log . < B+1log (—8 ),
d’olt, pour ¢ assez petit,
Ol

C, < B, —|—llog( lfu]:a),
et enfin

4 Os\llog(anp)

La proposition 4 a un caractére désagréable: le premier membre de
Pinégalité qui la constitue contient deux caractéristiques différentes de K.
Nous donnerons donc une autre inégalité portant sur une autre carac-
téristique dont nous allons rappeler maintenant la définition (cf. Mitjagin
et Pelezyniski [187).
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Définition 10. On appellera boule de dimension n (et de rayon 7)
une boule (de rayon r) d’un sous-espace vectoriel de dimension ». On
appellera n™ grossewr et on notera b, ou b,(K) la borne supérieure des
rayons des boules de dimension # contenus dans K.

Remarque 8. D’aprés un celébre théoréme de Krein et autres ([12],
cité et démontré dans Lorentz [15], généralisé dans Douady [3]) on a
b, < G,. D'autre part, d’aprés Henkin et Mitjagin [6], pour un convexe
equilibré on a d,< (n+1)2b,,, et d,< (n+1)b,., dans les espaces
de Hilbert.

NoraATioN 4. Nous poserons:

Ale) = Ag(e) = sup{n' b, (K) > e}
LevMMEe 6. Soient x,y vérifiant y > >0, y=1. Les solutions de
Péquation en 4,
(7 A—azlogd =y,

logy)
Démonstration. Posons

() = A—axlogl.

sont majorées par _/(1+

@, est.strictement croissante sur [#, co] et

logy) > .

=

logy rlogy— mlog( +y

(1+

1l s'agit done de vérifier que

s (1+

logy)] y+

est supérieure & y:

o3

COROLLAIRE. Pour y = 2x> 1 les solutions de Véguation (7) son
magjorées par y+2zlogy.

LeMME 7. Pour la boule unité dun espace nmormé de dimension m on
a 0,z mloglfe.

Démonstration. M, boules de rayon & recouvrent la boule unité.
8i a est la mesure de cette dernibre, il en résulte que alM, ™ > a.

On conclut en utilisant le lemme 5.

@x
1
— ogy)

il logy =
—a gY =Y.

xyY
> logy —xldgy—
y-l-y_x ogy—xldgy "
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Levme 8. Soit K wun sous-ensemble dun espace de Hilbert conteny

dans une boule de rayon 1—2¢ et approché & & prés par une unicursale de
dimension | et de degré p. On a, pour tout t >0,

i1 7
Miellog-¢ — 2 loga(te) < 7 +1log (M)
&

Démonstration. On projette 1'unicursale orthogonalement sur un

sous-espace de dimension A(fz) contenant une boule B de rayon te dans K,
On a, d’aprés la proposition 2, :
© 2nV2 1 l
C.(B) < o Tllog (u) + S logi(te).
e 2
Mais, d’aprés le lemme 7, C,, (B) > A(te)logt/4, A'ot inégalité annoncde.
PROPOSITION 5. Soit K un sous-ensemble @un espace de Hilbert, contenu

dans une boule de rayon 1—2¢ ot approché & & prés par une unicursale de
dimension 1 et de degré p. On a

9nt/s
(dee) <£ +3llog(M).
€
Démonstration. On applique le-lemme 8 avec ¢ = 4e¢:
14
#(dee) — —-logi(tes) < g +1log (i’i@)
&

Le corollaire du lemme 6 donne done:

2nV2
Meey< T 41 log(—”‘glﬁ) + uogE 1 1og(2l?2)]

< % +1log (Lﬂ@lp
&

Mais on s

)+llog(£+@:/i—ﬁ).

2eV3lp\' = 2m/2i%
———— > — + “_“’
& 4 &
d’out le résultat.

#®
Rer-nazf-que 9. Dans tous les cas oit je connais une évaluation & peu
prés satisfaisante de m¥me épaisseur, il existe 0 > 0 tel que

#(08) < A(e)
e, par conséquent, il existe aussi ¢ >0 tel que
ﬂ(0e><§+3z1og(—2ﬂ)
€

sous les hypothdses de la proposition. 5.
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Remarque10. La proposition 5 est & comparer au théoréme 14 de
Lorentz [14] qui donne un résultat plus précis sous des hypothéses plus
strictes.

V. CONSIDERATIONS BANACHIQUES

LevvE 9. Soit A Vintersection dune unicursale de dimension 1 et de
degré p dans &, avec une boule de rayon 1—e. On o

G@<? +uog(M)-
&

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 1 et
du théoréme 2.

CoROLLAIRE. Soit A PVinfersection dune unicursale de dimension
1 6t de degré p dans &, avec une boule de rayon R(1—s). On a

27V2m Rl
CZE(AKEHIO,;(W).
4 &
Démonstration. Diviser ¢ et la distance par B dans le lemme.

Lemme 10 (John [7]). Soit X un espace normé de dimension m. Il
existe une norme hilbertienne |-| sur X telle que

lell < o] < Vim ]

([Jao]f est‘ la norme d'origine).

Levve 11. Soit X un esjmce normé de dimension m. Soit A la partie
dune unicursale de dimension 1 et de degré p dans X contenue dans une
boule de rayon (1—e). On a )

x 3 27V 2ml
Ce(4) < Ry Uog(—ﬁ“T—p)-

Démonstration. Soit H Tespace X muni de la norme hilbertienne
dont le lemme 10 affirme 'existence. On a done

O(4) < CR(4).

Dans H on applique le corollaire du lemme 9 avec B — Vm.
ProposITION 2B. Soient X un espace normé de dimension m, K = X

. et W une unicursale de degré p et de dimension 1 qui approche K & & prés.

Supposons K contenue dans une boule de rayon 1— 2 On a

- 21
Gum<r+d llog(M)-

e
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Démonstration. B étant une boule de rayon 1—e telle que Ia
boule concentrique de rayon 1 —2e contienne K on a C,, (E) < Oy (W n B).

Le lemme 11 permet de conclure.

Remarque 11. Il existe ¢ >0 tel que pour toute norme sur R?
toute courbe unicursale qui approche la boule unité 3 & prés soit de degré
an moins C/s. _

PROPOSITION 6. Soit B un espace normé. Soit W une wnicursale de
dimension 1 et de degré p =1 qui approche K & = prés. On a

T 3 7':1/5 3
Oull) < =+ 2 110g (m) + 2 10+ 1) log2y.

Démonstration. Avec les notations de la proposition 2B on a encore
05 (W 1 B) = (,,(K). On applique alors le lemme 11 dans Iespace vectoriel

engendré par W. Comme un polynéme de degré p 4 I indétermindes a (p _ZI_ Z)

coefficients, la dimension m de cet espace véritie:

N 2l

VI. UN CRITERE DE NUCLEARITE

Cette derniére partie répond partiellement % une question (orale)
de 8. Rolewicz. Nous rappellerons d’abord sans démonstration un critére
de nucléarité dfi & B. S. Mitjagin que nous aurons # utiliser.

NorarioNs 5. Si B est un espace vectoriel et T un. ensemble convexe
équilibré absorbant, By désignera l’espace quotient de X par le sous-
-espace

Ny = {u; Vte R, tzc U}
avec la norme
[Ely = inf{t > 0; wet T}

(qui ne dépend que de Pimage # de = par la projection canonique oy de B
sur Hp). 8i de plus 4 est un sous-ensemble de B, H,(A; U) désignera
Te-entropie de g (4):

H,(4; U) = H™(0,(4)).

THEOREME 3 (Mitjagin [17]). Soit a >0. Une condition nécessaire
et suffisante pour que Vespace localement convewe B soit nucléaire est que
Dour lout voisinage convewe équilibré U de Vorigine, il emiste un voisinage
V de Vorigine ot un nombre ¢ >0 tels que

- H(V; U) << 0™
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Norarions 6. Si F est un espace normé et A un sous-ensemble de 7,

nous appellerons d,, ,(A4) la borne inférieurs des nombres ¢ tels qu’il existe
une unicursale de dimension » et de degré p qui approche 4 i & prés.

8i B est un espace vectoriel et U un ensemble convexe équilibré
absorbant nous noterons d,,(A; U) pour d,,(wy(4); U).
Remarque 12. On a
U1 (4) < by 1 (4) < @, (4)

avec égalité dans la deuxiéme relation si 4 est équilibré.

PropoSITION 7. Soient a >0 et n un mombre entier > 1. Pour que
Vespace localement convere H soit nucléaire, il est nécessaire et suffisamit
que pour tout voisinage convexe équilibré U de Uorigine, il existe un voisinage
V de Vorigine et un nombre C >0 iels que, pour tout p,

s (V; U) < O(logp)™™
Démonstration. », U, V étant fixés, nous poserons
v(e) =inf{p; d,,(V; U) < e}

La condition équivaut alors & l'existence de .4 tel que

»(e) < exp(Ae V7).
Nécessité. Soit U comme dans ’énoncé, ¥ étant nucléaire, il existe

(théoréme 3) A tel que

H,(V; U) < Ae Ve,

Comme

n .l

(”H’) e

il en résulte d’a,pz_'és la proposition 3 que

[»(e)]"
W

!

< exp(4e7H9),

d’olt on déduit sans peine la condition de ’énoncé.
Suffisance. U et V étant comme dans 1'énoncé, on a d’aprés la
proposition 6 et avec une notation évidente:

3 w2 1\ 3
+ Y nlog (W -6—) -+ 5 n(n-+1)log [2v (e)]

ki

Cu(V; U)<

1
< Ao—i—Allog—; A,

et d’aprés le lemme 5, on en déduit que la condition du théordme 3 est
vérifide.
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BRemarque 13. Nous avons travaillé & » fixé en faisant varier p.

Nous aurions pu faire l’inverse. Pour p =1, Mitjagin l.c. donne aussi
la condition

a,(V; U) < Cn"
Cette condition se généralise & p quelconque
YU,dV, C0:Vn,d,,(V; U) < On"

(Démonstration laissée au lecteur).

Celd confirme la morale de cette histoire: Perreur d’approximation

par les unicursales diminue beaucoup plus vite quand la dimension augmente
‘que quand c’est le degré.

Remarque 14. Visiblement, on peut construire avec les d,, des

invariants pour les isomorphismes vectoriels topologiques du type de Ia
dimension approchée de Kolmogorov [10] et de la dimension diamétrale.

Remarque 15. Dans la proposition 3, on peut remplacer ,,unicursale

de dimension ! et de degré p” par ,image de R’ par un polynéme de
degré p” (voir la démonstration). On peut done modifier de fagon. analogue
la définition de d,, et on aura encore la proposition 7.
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