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Introduction

En 1956, Grothendieck a écrit un article fameux [5] sur la théorie
métrique des produits tensoriels d’espaces de Banach. Dans ceb article,
Grothendieck déduit de la norme projective =, quatorze normes tensorielles,
ou ® normes, ,,naturelles”, et étudie les propriétés des topologies assocides.
En fait, sauf pour la norme projective =, Grothendieck ne donne pas
de formule explicite pour les normes introduites.

Dans [13] nous avons défini et étudié deux normes tensorielles d,
et ¢, et conjecturé qu’elles étaient équivalentes-d deux des quatorze normes
tensorielles de Grothendieck. .

Par ailleurs, Pietsch a introduit dams [10] la notion d’opérateunr
% absolumenst sommant et donné des propriétés fondamentales. D autres
propriétés importantes des opérateurs k absolument sommants ainsi que
leur liaison avec celles de Grothendieck [5] étaient alors mises en évidence
par Lindenstrauss et Pelezynski dans [8]. Enfin, Pietsch et Persson dans
[12] ont présenté quatre classes d’opérateurs plus ou moins reliés aux
opérateurs k absolument sommants. Des relations diverses enfre ces
classes d’opérateurs sont démontrées dans [12]. Il est parfois nécessaire
pour les obtenir de faire des hypothéses d’accessibilité (cf. n® 4) sur les
espaces 6étudiés. Ces articles [10], [8], [12] me font pas intervenir Ia
notion de produit tensoriel.

Dans ce travail, nous introduisons une famille de normes tensorielles,
les normes g, et d; pour 1< k<< 400, qui généralisent g, et dy et nous
en faisons une étude systématique. Cette étude nous permet dlexpliciter
huit des quatorze ® normes de Grothendieck et d’apporter une réponse
positive & la conjecture de [13], p. 140. On montre anssi des propriétés
de dualité parfois assez voisines de certaines obtenues dans [12] mais
gans qu'il soit nécessaire d’utiliser des hypothéses d’accessibilité sur les
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espaces étudiés. Enfin, pour des espaces de Banach particuliers, on obtient
des propriétés d’équivalence des ® normes ¢, et d;, qui ménent 3 des
applications diverses.

Les principaux résultats de cet article ont ét6 présentés dans trois
notes aux Comptes Rendus de I'Académie. des Sciences [14], [15], [16].
Enfin, il faut préciser que S. Chevet a introduit indépendamment les & nor-
mes g, et d, dans [3] et donné d’autres applications.

Cet article est organisé ainsi:

Dans le §1, on rappelle la notion de ® norme. Certains résultats
sont donnés sans démonstration. Pour les démonstrations le lecteur pourra
consulter [1] ou [5].

Dans le § 2, on met en évidence quelques propriétés nouvelles des
® normes.

Dans le § 3, on introduit et étudie la famille des ® normes g, et d.

Dans le § 4, on étudie des cas particuliers et on donne des applications.

Notations

Les espaces de Banach considérés sont, soit tous réels, soit tous
complexes. Soient ¥ et F' deux espaces de Banach et % (H, F) Despace
des applications linéaires continues de E dans F. Si # est un élément
de E et ' un élément de £ (#, '), on note |jof| la norme de % et ||T la
norme usuelle de 7.

L’application identique de B dans E est notée 1. Si u est un élément
de E®F et o une norme sur E®F, la norme de « dans EQF muni de
a est notée a(u; B, F) et ¢'il n'y a pas ambiguité a(u) ou |ul,.

On dit que  est de type ¢ §'il est isomorphe en tant qu’espace normé
& lespace de Banach des fonctions continues définies sur un espace
compact K et & valeurs scalaires. On dit que Z est de type IP (1 < p < ~+o0)
si B est isomorphe en tant qu’espace normé & lespace de Banach des
classes de fonctions de puissance p*™° intégrables définies sur un espace
localement compact muni d'une mesure de Radon positive et & valeurs
scalaires (pour p =1 on dit de #ype L). On sait d’aprés Kakutani, [7]
et [7 bis], que le dual topologique d'un espace de type L est de type ¢
et que le dual topologique d'un espace de type € est de type .I.

Nous aurons parfois besoin de la propriété d’extension des espaces
de type L™(cf. [9]): soient B un espace de Banach, M un s0uS-espace
fermé de B, F un espace de type L*, T, une application linéaire continue
de M dans F. Alors, il existe une application linéaire continue T de E
dans ¥, dont la restriction & M est T,.

Enfin, si % est un nombre réel tel que 1<% < +o0, on note &' le
nombre conjugué de B défini par 1/k+1/k" =1.
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De plus, on mote % (E,F) 'espace des applications compactes de
E dans F considéré comme sous espace de Banach de Z(H,F) et
(B, F) Pespace de Banach des applications nucléaires de B dans F.

§ 1. RAPPELS SUR LES NORMES TENSORIELLES

1. Normes raisonnables. Soient ¥ et F deux espaces de Banach.
Une norme o sur B ® F est dite raisonnable si on a les deux conditions
guivantes:
a(@®y) = llal-lyll, xz<B,yeF.

Sia'eB eb y I, la norme de 2'Qy’ considérée comme forme linéaire

continue sur EQF est ||m’\|~1|y;\1. X
Lespace B®F muni de o est noté EQ ,F et son complété BQ . F,

2. Normes tensorielles. On dit que a est une ® norme si on a les
deux propriétés suivantes: . ‘

o est une norme raisonnable sur B @ F dés que F et F sont de dimension

1.

- eSi E, et F, (i =1,2) sont quatre espaces de Banach de din%ens%on
finie et A4, des éléments de £ (&;, F,), alors 4,®4, est une application
linéaire continue de ¥, ® B, dans I, ®,F; de norme inférieure ou égale
& |44l |4y Cette application est notée A, ® A, }jllle peut é&tre étendue
de B, &, B, b F,&,F,. On note 4,&®,4, I'extension.

On étend alors une @ norme a & des espaces de Banach quelconques
T et F de la maniére suivante: soient ue B@F, M et N des sous-espaces
vectoriels de dimension finie de B et F tels que %« M ®N. On désigne
par a(u; M, N) la norme de u considérée comme élément de M &, N
et Pon définit

4], = a(u; B, ) = inf (a(u; M, N)),

1a borne inférieure étant prise sur l’ensemble‘des eouples M et NV .é O.n
véritie que |u|, est une norme. Il egiste un isomorphisme de s;;lr.n‘tr:e
de B@F dans F®H, noté w—‘u. 8i a est tu.ne ® norme, on dé mtléa
par 1o formule 'a(u) = a('u) et Pon vérifie que ‘e est une ® morme appelée
® norme lransposée de a. )

3. Norme duale. Soit ¢ une ® norme. Si .E et F scfnt delux espaces
de Banach de dimension finie, le dua,li topologique de B’ ® . F' ’est EI‘? ®6F,
On note. ' la norme sur FQF congidéré comme dual de B ®a, e n
vérifie immédiatement que o’ est une & norme. On ala for{nule (a ).dg g:
Donc, si B et F sont de dimension finie la norme o pegt étre c(;m ;;v ¢
comme la norme sur FQF identifié au dual topolog%lque deE J?u, m.: '
Il n’en est plus de méme si B et F sont quelconqu?s. L’espace EQF pe
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alors &tre plongé canoniquement dans le dual de E'®,F’ et l'on note
@ la norme de ce plongement (). On a, pour tout a, & < o, ce qui entraine
qu'il existe une application linéaire continue canonique de H®,F dans
(B’ @, F')'. L'espace (B®,F) peut étre identifié 4 un espace d’applications
bilinéaires continues sur F®F, ou & un espace d’applications lindaires
continues de F dans F', les applications de type .

On a le résultat suivant:

Soit A ume application linéaire continue de B dans F', i Vinjection
canonique de F' dans F'', A, =14 A. Alors, pour que 4 soit de type o il
Sout et suffit que A, soit de type o'. De plus, les normes de A et A, considérés
comme éléments de (BEQ,F) et (EQ,F") sont les mémes.

On peut, partant de 13, obtenir le résultat suivant:

ProrostTioN 1.1. La norme & peut s’interpréter aimsi:

sur BQF comme induite par (B Q,F');

sur B'®F comme induite par (HQ,F') ou par (B Q,F');

sur BQF' comme ‘induite par (B'Q,F) ou par (B ®,F'");

sur B'QF' comme induite par (BEQ,F) ou par (B"Q,F").

4. Accessibilité, Une @ norme o étant donnée, il est important de
savoir si 'on a, ou non, la relation a = G On dit que a est accessible si
a=4dsur FQTF dés que B ou F sont de dimension finie. On dit que
Pespace de Banach I est accessible (vesp. métriquement accessible) si lap-
plication identique de % dans F est limite uniforme sur tout compact
de E d’applications de rang fini (resp. et de norme inférieure ou égale
& 1)(?). On a alors le résultat suivant:

Proros1ITION 1.2. S0it o une @ norme, B et F deux espaces de Banach.

8i B ot F sont méiriquement accessibles, a = & sur EQ F.

8i o est accessible et B ou F méiriquement accessible, u — & sur BQF.

Par ailleurs, if faut noter que tout espace de Banach de type C ou
de type LP(1L < p < +o0) est métriquement accessible.

5. Injectivité-Projectivité. Soient B et 7 deux espaces de Banach
et M un sous espace vectoriel fermé de H. On dit que la ® norme « est
injective a gauche si Pinjection de M ®,F dans F®,F est une isométrie,
quels que soient les espaces H, I, M. On dit que & est projective & gauche
si o’ est injective 4 gauche. De méme, on dit que « est njective (resp.
projective) & droite si la norme transposde, ‘a, est injective (resp. projective)
4 gauche. Une ® norme o étant donnée, il existe:

une plus grande ® norme injective 3 gauche (resp. & droite) majorée
par a;

(*) La norme a est notée || ||, dans [5].

() On dit aussi que B wérifie Phypothése dapprozimation (vesp. Ihypothise
&’ approvimation méirique).

icm
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une plus petite @ norme projective & gauche (resp. & droite) minorée
par o. .

Ces ® normes sont notées respectivement /a, o\, \a, a/.

On démontre aisément les formules:

(Vo) =\ay, (\a) =/ b sla\) = (/a)\ = o\

Soit O un. espace de Banach de type C et L un espace de Banach de
type L. On montre alors, que sur E®C, a = ax et que sur EQL, a=a/.
De plus, on sait qu'un espace de Banach quelconque F est un sous espace
vectoriel fermé dun espace ¢ de type C et un quotient d’un espace L

de type L. Alors: 1
3173'@14’ est un sous espace vectoriel de F®C et la norme a\ sur EQF

est celle induite par BF®C;
E®F est un espace quotient de E®L et lanorme o/ sur EQF est

la norme quotient induite par F®L. o )
Par ailleurs, il est important de noter que les m]eetllons canoniques
de B®,F dans BE®,F" et dans B’ ®,F ' sont des isométries pour tout .
6. Exemple de ® norme. Grothendieck a introduit dans [5] et [6]
) idre suivante:
la norme = (notée A dans [5]) de la maniére >
Qi T et F sont deux espace de Banach et w = glmi®yi un. élément
de E®F, on pose:

lul = inf 3l -yl

la borne inférieure &tant calculée sur Jengemble des représentations de
u de la forme u = %’mi@yi.»
On démontre aisément que % est une @ norme pour laquelle

(B, F) =2(B,F).

Cle régultat sera retrouvé comme cas particulier du théoréme 3.2.

¢ rande des ® normes.
1 en découle que m est la plus gran 1 .
* Nous noterons dans la suite & 1a norme duale de la nfnme L% ée
On donstate immeédiatement que la norme 7z est égale & sa trar}spos .
Ilen est alors de méme de & On. dit que les normes = et & sont symétriques.

§ 2. QUELQUES RESULTATS SUR LES ® NORMES

F un éspace de Banach, F un espace de Bamach

D 1. Soient : -
L 8. o ume @ norme injective & gauche. Alors, sur

métriquement accessible,
B®F,a = d.
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' Dé.monstra’,tion. Soient X' la boule unité de H', munie de la topo-
logle;( :Ealble lde E,0 = O(K') Yespace de Banach des fonctions continues
sur I, & valeurs scalaires, i ’injection canonique de ¥ da: i '

_ ) ns C.
le diagramme commutatif: Considérons

29,722 00,7

\
4, B
v it \\
4 N (“i®q1 g
(@, 1) 208 (g, Y

Les applications 4, et B, sont des applicati inéai i
canomaey . Pplications lindaires continues

Lja,pplica’r,ion B,, est une isométrie puisque ¢ et F gont métriquement
acgessﬂales (Per‘osmon 1.2). L'application ¢®,1, est une isométrie
%:Lusql.le @ esflmjectwe & gauche. Puisque o' est projective & gauche
;a,ppheatmn 1Quly de O'®,F sur B'Q,F est un homomorphisme’
d’espace .normé. On déduit que X% ®, 1p) est une isométrie. Done, 4
est une isométrie. (est le résultat voulu. ’

COROLLAIRE. §i a = o\ et si T est métri ;

. = triquement accessibl

tout espace de Bamach T, o = & sur BQF. .

LeyME 2.2, 8i o =\a et i T est métri i

S étriquement accessibl
tout espace de Banach B,a=asw EQF. ”
e Démonstra./tion.. S.upposons tout d’abord que ¥ est de dimension
inie. La nornfxle a‘ est injective & gauche. Donc B ®oF' s’envoie isométri-
2222222 edt lee(%;}vem;nt sur (B®,F)'. Done, (BE®,F)’ senvoie isométri-
ans v Iy . . A

o ®uF') et il en est de méme de E®,F. Alors, a =@

Supposons maintenant que F soit métriquenient accessible.

a
alors pour

alors pour

. -
Soit 7 >0 et u =i§w¢®y¢ un élément de FQF aveo |u], > 1.

. dIl existe \.1:}2 application linéaire continue de rang fini, 4, de F' dans
, de norme inférieure o 3 ifi k »
o mormn u égale & 1 vérifiant lyi— A<, 1<i<n.

2
U= (@A) u = ' 2,0 (y;— 4(y,),
q=1

= (@A)l < i (1@ )], < 3 .

n
=1

Done, si 7 est assez petit, |(1z®4)ul, >1.
Posons ¢ = (1@ A)u et I, = Im A. En fait, < E@F,.

icm°®
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Puisque I'; est de dimension finie on a:
a(o; B, 1) = a(d; B, F,) >1.

11 existe alors 9 B .1 avee 9|, =1 et |[(&,9') > 1.
Désignons par 4, D'application de F dans ¥, qui prend les mémes

valeurs que A. _
Trélément de B @, I, 9; = (1p ®@'4,)9 est de norme inférienre ou

égale & 1. On a de plus
<2 79;> = <(1E®A1)u7 Ui
ou encore
[Cwy 93| = 1<, 93] >1.
Done
lulz >1.
Puisque & < @, en général, on conclub que a = & sur BQRF.
COROLLAIRE. 8i o = a/ et si B est métriqguement accessible, alors pour
tout espace de Banach F, a = & sur EQLF. '
On a alors le résultat suivant: )
PROPOSITION 2.1. Soit o une @ norme. Considérons les conditions:
1) o est aoccessible et injoctive & gauche (resp. & droite);
2) il existe une @ norme B telle que a= /(B ) (resp. a= (\f)\, a= VZANE
Alors 1) ou 2) entraine a = ax.
Démonstration. Prenons Phypothése 1) eb considérons de nouveau
le diagramme utilisé dans la démonstration du Lemme 2.1. L'application
B, est ici une isométrie puisque O est métriquement accessible et a accessible.

T2 démonstration se poursuit alors comme dans le Lemme 2.1.
Prenons, par exemple, hypothése a= Z(B7). Blle donne o' = \(8"\).

Done, sur OQF, a = ef sur ' @F', o' = (.{3/)’.
Le diagramme précédent peut alors g'écrire:

i®ulp

B F— (@ F
AN

N
Aal B, N
. o W®alp) \,* 7Y
(' @ F) 22T (0 5 F)

B, est ici nne isométrie d’aprés le corollaire du Lemme 2.2. La démon-

gtration se poursuit alors comme dans le Lemme 2.1. , '
T.a démonstration dans les denx autres cas est analogue. Elle s'appuie

gur le Temme 2.2 (cas a = (NA)\) ou le corollaire du Lemme 2.1 (cas

a = 7f\)

~
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§ 3. LES NORMES TENSORIELLES g, ET dj

1. Définition, propriétés élémentaires. Soient F u
j . n espace de Ban:
(:’ai)id une famille d’éléments de ¥, k un nombre réel tel que 1< k< —f il ,
%' le nombre conjugué (1/k-+1/k" = 1). ‘ S ’
On désigne par Ny, ((@)ig)y 0u Ny(m) &'l n'y a igui
nombre réel, fini ou non: - ) Y% pes amblenité, lo

Nylw,) = (2 ”%Hk)llk, si b est fini,
3

Neol(;) = sup Il

Par ai}leurs, on dit que la famille (»;) est:
de puissamce K" sommable si N (»;) est fini;
scalairement de puissamce k™ sommable, si
§i, pour ! ‘
Ny (@;, ®>) est fini. PR SR

On désigne alors pa 3. . .
173X])I'ession:g par M ((@)ir), 0w My(a) 11wy & pas ambiguits,

M) = sup Ny (<my,y ')
L

et on vérifie que M, () est fini.

Soi g

flenb B et F deux espaces de Banach, u un élément de BEQF,
%= ;®y;. On pose alors

i=1
(W) = |uly, = inf Ny (@) My(y,),

Ia b e i éI" ure étant

orne inf: 1€ A prise sur lenbelllble » C bavti !

la fDl,llle W = E m@y des re Jl(’z‘bent&tlons de u de
. - v N

On pose aussi:

’ Ge(w) = lulg, = ind M. (2;) Ny (yy).
On a alors le résultat suivant:
THbOREME 3.1. Pour tout &, g, et dy, sont des normes sur BQF.

Démonstration. Soi " .
serire: ion. Soient u, et uy deux éléments de I ®F. On peut

n
.l o
Uj =Z“¢,y®%,y, Jj=1,2.
=

Soit # > 0. On peut choisir les représentations de u, et w, telles que
Nk((mi,j)i) < (g/c (.ua)+ ?7)1””, .7 = 17 2.
M}c'((%,1)~z) < (gk(’“/j)‘f'??)”h': j=1,2.
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On en tire immédiatement:
Nlc( %‘.7‘)1:.1) <

( < (g (uy) 4 g (wa) + 277)1lky
My ((yi,y’)i,j) <

(
(glc (1) 4 g (he) + 277)1”5/‘
Puis:
N ((0)i9) Mo (Y 9)ig) < Gielti2) + g (W) + 29
Done ‘
o (g Ug) < Go(Wa) + g (ta) +

11 ext aisé de montrer que gi(Au) = |A]gy(u) pour tout scalaire 2.

Par ailleurs, on sait que BH@F et T ®F sont en dualité. Si ucEQF
ot w B Q@F, on voéritie que [<u,u)|< ]y, 1% |g, - Done [l =0
entraine u = 0.

Aingi ¢, est une norme sur EQT et il en est de méme de dy.

Remarque. On vérifie immédiatement que gy et d; sont égales
& In norme m de Grothendieck (cf. §1, n° 6).

PrOPOITION 8.1. Les normes g, b d sont des ® normes.

PDémonstration. Montrons que g; est une norme raisonnable.

Qoient B et F deux espaces de Banach, el yeF, o' B ef y' e,
T0 est clair que [@®ylg: < [l [yl-

Par ailleurs, & ueF®F et weB Q@F, on a facilement |{w, w'D|
< lu]ghlq.t/idk,. Done la norme de '@y’ considérée comme 6lément de
(E®,, )" est inférieure ou égale & [2' @y*la,-

Par aillears, on a sussi [@' ®Y'lg, < eIl TN

Enfin, on peut écrire:

@y, #' QY'Y = <& 2" Y Y7

Utilisant la dualité entre E@F et E' QF et le théoréme de Hahn-'
Banach, on déduit que 8@ Yy, = el lly)| et que la morme de 2'®Y
considérée comme élément de (#®, F)' est o' -l [l

Ainsi, g, est une norme raisonnable.
Doy vérifications immédiates montrent alors que g est une ® norme.

I en est de méme de dy.
Remarque. Les @ normes g et d, sont transposées 1'une de l'autre.
LavME 3.1. Soient (@) une suite de By (Yi)ien une suite de F tglles
que: .
Ny (@) < oo, et de plus |l - 0 st~ oo dans le cas 0 k= +oo;
My (y;) = a < oo )
Alors la famille x; @7, est sommable dans le complété B ® o L de B, F.
Démonstration. A7y >0, on peut faire correspondre une parti‘e
B de lensemble N des entiers positifs ou muls tels que pour toute partie
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finie J de ¥ vérifiant J ~ B = @, on ait N, A
N]c ((a"i)ieJ) Mk’((yi)ie.f) < 7na.
Le résultat est obtenu.
PAROPOSITION 3.2. Soient F et I deux es
de B®, F.
Alors il ewiste une swite (@) de B, une suite (y,) de I vérifiamt:
N (@) < F-o0 et de plus |jg] — 0 85 4 - 0o dans Ié cas ol k =

+oo;
Wiy (9;) < +o0; ’

o0
U= 35;Qy; la série convergeant dans B, .
i=0 "

De plus, [l = inf Ny () My (y,) lo borne inférieure élant prise sur
Vensemble des représentations de w de lo forme Zw’wi@?/r ,
les propriéiés indiquées ei-dessus. im0 o

Démonstration. Soit weF
d’éléments de Eg, 7,

() et (3,) ayant

m L+ Alors, il existe une suite (2,)
telle que [un-ull,k~>0. On peut écrire

%= gt (U — Ug) + (g~ 103) - . . ,
et aussi

I(n)

S-w
Uy = Uy = Ty, & Y-
T==]

Quitte & remplacer 1a suite (t,) P
que:

ar une suite extraite, on peut supposer
0 LI,
= Up—slg, < e 81 7 est assez grand,

1
Ny((@;,0),) < -, 8t m est assez grand,

1
JVIk'((yi,n)i)<;;7 8l n est assez grand.
Dong,

Nk((w'i,n)i,n) < “|‘ o et -Z‘[lr:' ((.q/'i,n)i,n) < "" 00,
On peut alors crire: ’

o
=3

U = 2 2 ®Yy,
i=

ayant les propriétés indiquées dans 1’énonce.

Uy, == jwi(&%.

1=0

les suites () et (y,)
On peut ‘écrire

((@f)isJ) < 7. Alors, on ohbtient

paces de Banach, w une élément
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On a
I’Mnluk <N ln((.m'b)o@lsn) »M/c’((yi)oﬁKn) pour foutn.

Done, par passage & la limite,
[lg, < Niolws) M (y5) -
Soit alors 7 > 0. On peut choisir les (x;), les (y;) et » tels que:

““n!ak‘“N k((wl)o<i<n) My ((?/1)0@;@)] <7,
Il ociecn) M ((#e)oicn) — Vi (@2) My (g < m,y
o — g, < 1.
On obtient alors :
|Nk(9”¢) M (y:)— [ulgki < 37.
On en conclut le résultat vouli. '

2. Les applications % nucléaires & gauche et & droite. On 2 le résultat
suivant: ‘

PROPOSITION 3.3. Soient B et F' deux espaces de Banach. Alors Vinjection
naturelle de B' ®,, F dans 2 (B, F) est continue et se prolonge ea? une appli-
cation lindaire continue de norme inférieure ow égale & 1 de B'®, I dans
2 (B, I) notée u->1G. N

Démonstration. Soit ueB'®, F, % = Yo;®y,. On a, pour tout

. i=1
2 de H, v

@o) = ) <@, ) Y-
‘ =1

On vérifie immédiatement que ||| < july,.

Le résultat découle.

COROLLAIRE. Il ewiste une application linbaire continue naturelle de
B ®, F dans Z (B, F).

Détinition 3.1. On dit quun élément T' de £ (E, F) est k-nucléaire
& gauche (resp. & droite) si T appartient & Pimage de B’ @UkF\ (resp. B' ®dkF)
dany Z(B, F). L’ensemble des applications k-nucléaires 2 gauche (resp.
3 droite) est noté .,Sf’,;’(E,F) (resp. 2 (B, F)). Si 157,c es.tile \noya,u de
I’application E’@UkF —~2(B, F), 5B, F) peut s’lc'.Lentlfler' a l’espace
quotient E/®ahF /Ny,. On le munit de la norme quotient qui en fait un
espace de Banach.

Si T %% (B, F), on note cette norme ¢,(T) ou | Ty, On a [T < T, (%),

() Puisque g, = &y = m, on a Lo(B, F) = (B, F) = £1(B, F),'

Studia Mathematica XXXVIIL N A . _’ 8
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Remarque. Si B’ ou F sont accembles, on sait (cf. Grothendieck
[6], chap. I, p. 95) que l'application de I’ ®g F (resp. B’ ®dkli’) dang
2B, F) est injective. On ne peut rien dire en général. Toubefois, nous
montrerons un peu plus loin (Théoréme 3.3) que 'application de B’ ®‘, a
(vesp. B’ ®d F) dans Z(B,F) est injective, quels que soient .les espaces
de Banach E et F.

PROPOSITION 3.4. Soit uel' ®, F. 8i Von pose

o0
’
% = Zmi®.7/'£7
=0

la série ayant les propriétés indiquées dans la proposition 3.2, on a pour
tout » de E,

@ a(w) = D<o, @ ;.

=0

De plus, |il,,
Densemble des représentations de la forme (2).

Démonstration. Ces résultats découlent immédiatement de la
Proposition 3.2.

3. Le dual topologique de I ® 4, F'. Notre but dans ce paragraphe
est d’étudier (F®q ). Introduisons pour cela la définition suivante:

Définition 3.2. Soient ¥ et F' deux espaces de Banach, 7' un élément
de Z (B, #), & un nombre réel tel que 1 <k < +oco. On dit que lap-
plication T est % absolument sommante §'il existe une constante A >0,
telle que, pour toute suite (x;) finie de T on ait Ny (Tw») < AM ().

L’ensemble des opérateurs % absolument sommants de F dans F
sera noté S*(Z, F). On pose, si TeS*(H, F),

(L) =inf A = sup Ny (T2,).

Dp(wg)<1
Les opérateurs & obsolument sommants ont été introduits par Pietsch
dans [10]. Pietsch a mis évidence les principales propriétés des opé-
rateurs & absolument hommamh
Rappelons les ici:

(a) S*(B, ) est, pour tout %, un sous espace vectoriel de 2 (H, F').

(b) L’expression 7, (7) est uné morme. L'espace S*(E, F) muni de
cette norme est comiplet. Dans toute la suite S*(Z, F) sera muni de la
norme ;.

(c) On a les relations: 8°(E, F') =% (B, F) et n(T) = |||

(d) Pour que T soit & absolument sommant (k< --oo), il faut et
suffit qu'il existe une mesure de Radon positive u, de masse totale unité,

= inf N, (a;) My (y;), la borne inférieure btant prise sur
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sur la boule unité K’ de B, munie de la topologie faible et une constante
A >0, telle que pour tout 2 de E on ait:

1ol < 4( [ IGa, o> dp(a))™

La meilleure constante 4 possible est alors (7).

(e) Bi 1<k, < ky< +o0, on a S4(E, F) c §2(E, F) et, pour tout
TS, F), m,(T) < my (T).

(f) Soient B, B,, F, F, quatre espaces de Banach. Si T<S8*(E, F),
AeZ (B, B),Be#(F, F,), on a alors BTA<S*(E,, F;) et m,(BTA) <
1BII1]Allozy, (T)- '

(g) Soient Te# (B, F), i l'injection canonique de F dans F" ef
T, =ioT. Alors, pour que 7 appartienne & S*(E, F) il faut et suffit
que T, appartienne & S*(E, F"’). On a alors m(T) = 7y (7T).

Nous avons pu démontrer le résultat suivant:

THBOREME 3.2. On peut identifier le dual topologique de B ®a, F
& Pespace S* (B, F') (cetle wdemszammz étant une identification d’espaces
de Banach).

Démonstration. Soit Be(B®, F). Si <k et y<F, on a [BxQy)|
<|IBlll lyl, puisque lw®yls, = ol lyl.

Done, B peut étre identifié 2 une forme bilinéaire continue sur F@Q F
ou encore & une application linéaire continue 7' de F dans F'. On peut
écrire:

Bx®y) = (T, y>.

Notons p,(T) la norme de T en tant qu’élément de (F®y F). On a

P(T) = sup 2 (T, 93

Nk(vi)<1 i=1

avee w;el, y;eF".

Notons IF(H) 'espace des suites (#;) de B, telles que Ny(®) < +oo,
muni de la norme N, (x;) qui en fait un espace de Banach. Si k < 4o,
on sait que le dual topologique de *(E) est I¥ (B'). Donc si k< 400, on a

Pi(T) = sup Ny (Tw;) = m(T).
My (e <1

Si k = 400, le dual topologique de I*(F") est I®(F").

Utilisant la densité, pour la topologie affaiblie de ¥, de la boule
unité de F dans la boule unité de F'’, on obtient:

Ni(Tm), pulT) =sup Ny(Tw) = m, (T).

Mi(z)<1

sup | Y T (Tay, 4| =

Aoe(mkl

Done, T est, dans tous les cas, un élément de S*(Z, F").
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Tl est par ailleurs aisé de vérifier que Vapplication B — T de (F®y F)'
dans 8% (B, F') est lindaire, bijective et isométrique. On peut done identifier
ces deux espaces en tant qu’espaces de Banach.

Remarque. Pour & =1, on retrouve le résultat de Grothendieck
cité dans le §1 n° 6 sur la norme m.

COROLLATIRE. Sotent k et &y, deww nombres réels tels que 1< I <ky < oo,
Alors, on o &, < dy et g, < Gy

Démonstration. Cela découle directement de la propriété () rap-
pelée dans ce numéro sur les applications & absolument sommantes et
du théoréme 3.2. .

PROPOSITION 3.5. On a pour tout &, dj < gy

Démonstration. Soient B et F deux espaces de Bamnach, w un
élément de E®F. On peut écrire

n
% = 2m¢®'yi.

A=l

Remarquons que dy,(u) est égal & la norme de u considérée comme
élément de (H' ®dk1ﬂ')' (ef. Proposition 1.1) ou encore comme &lément
de S¥(H, F").

8i k=1, d;(u) est donc la norme de % considéré comme opérateur
de B dans P et on a immédiatement d;(u) < go ().

Supposons & >1 et soit (,) une suite finie d’éléments de E'. On
a, par un calcul facile:

(3 Il < N () My M (0}) < gy () M ()
?

Cest le résultat voulu.

COROLLAIRE. Soient I et F deus espaces de Banach. Alors £*(B, I)
c 8B, F) pour tout k. 8 T 5B, F), on a m,(T) < g, (T).

4. Propriétés d’injectivité et projectivité des normes g, et dyy. On a le
résultat suivant: .

PROPOSITION 3.6. On & pour towt k: d, = dp/y g1, = gi-

De plus, g, = g\ et dy = /d,.

Démonstration. Les propriétés g, = g\ et dy = ~d, ont été démon-
trées dansg [13], p. 134. B

Montrons que & = dy/. )

11 existe un espace I de type L et un sous espace fermé M de L tel
que F goit isomorphe en tant qu'espace normé au quotient L/M. On peut
écrire F. = L|M. Alors:

B4, F = B®, LB, M, . ‘
(B®4,F) = (BQq,M)",
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en désignant par (E®, M)° Porthogonal de E®q M dans (E®dkL)'.
On obtient

(B®y, F) = §¥(B, M).
Par ailleurs,
(E®,F) = 8% (B, F) = 8¥(B, ).

Done (B®,; F) = (E®y,F) en tant qu’espaces normés. On déduit
que d = dy.

La propriété g, = \g, s’obtient alors par transposition.

THEOREME 3.3. On @ g, = §, (resp. dy = dy). De ce fait, Dapplication
canonique do B Q,F (resp. B @q,F) sur Ly(H, F) (resp. Z3(8, F)) est
bijective et isométrigue.

Démonsgtration. En effet, on a g, = g\ = (\ga)\. I suffit alors
d’appliquer la proposition 2.1. pour obtenir le résultat gs = Js.

La norme g, sur &' ®F est donc la norme induite par (E®,,F)
qui est un espace d’opérateurs de # dans F''. On en déduit que Papplication
de B ®,,F dans L5(H, F) est injective et les autres résultats découlent.

Remarque. Le théordme 3.3 sera précisé par le corollaire 4 du
théoréme 3.4.

5. Les normes duales de d,, et g,. Le but de ce numéro est de déterminer
les normes duales dy, et g5. Nous allons avoir besoin pour cela de quelques
résultats préliminaires.

On désigne par U un espace compact, par C lespace des fonctions
continues sur U, & valeurs scalaires et par F un espace de Banach. Si u est
une mesure de Radon. scalaire sur U, on note |x| la mesure valeur absolue
de p (cf. Bourbaki [18], chap. 3, § 1, n°6). Si M est une mesure de Radon
vectorielle de rang fini de ¢ dans F, on note || M| la norme de M en tant
quapplication linéaire continue et | M| la borne supérienre des mesures
[z M| avec 2’ <F' et |2'| <1 (cf. Bourbaki [2], chap. 6, § 2, n°3). On sait
que | M| est une mesure de Radon positive. Enfin, on désigne par € le
clan engendré par les parties compactes de U. Si A <%, on note ¢, la fone-
tion caractéristique de A et on définit d'une manidre classique, le produit
de @, par une mesure de Radon positive » que nous noterons ¢,v.

On: a alors le résultat suivant d’approximation de M:

Lemue 3.2. Soit ¢ >0. Alors, il existe:

une mesure de Radon positive v sur U, des u;eF, 1 < j< p;

des éléments A;e%, 1 <j<p, deuw & deus disjoinis aveo r(4;) >0,

. D

pour tout j, tels que si Pon pose »; = g.» A<j<p) ¢ My =D vQuy,
on ait =1
| M — Mol < 7
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Démonstration. On peut écrire

M = Z Hi @Yy
i=1
les u,; étant des mesures de Radon scalaires et les y; des éléments de F,
"linéairement indépendants.

Posons » = [M]. D’aprés Bourbaki ([2], chap. 6, §2, n° 4, Prop. 9)
on a y; = kv, pour tout 4, les fonctions k, étant définies sur U, bornées
et v mesurables.

11 existe alors des 4;e%, 1<
pour tout j, v

< p, deux & deux disjoints vérifiant
»(4;) >0 et des scalmres Mgf(l<i<ny L<j<p) tels que

Zn:'v( i Z”‘Zi'7¢47")< -
i=1

t=1

Posons

My = gli,1¢4i®yi;

s,
on a .
D
Mo == Z ¢A_7,’V®’M7' avec u; = 2 z"i,iy't'
7=1 T

Alors .

\M—Hyf = | 3 (hov

Le résultat est obtenu.

COROLLATRE. Pour tout k, |M — Mol < .

Le corollaire est immédiat puisque = est la plus grande ® norme.

LEMME 3.3, Considérons la mesure vectorielle M, du Lemme 3.2. Alors,
pour tout k, dk (Mo) = g (Mo) = m, (M ).

Démonstration. Rappelons que &, (M,) est la norme de M, en
tant quélément de S*(0, F). On a dono bien & (M,) = 7, (M), Sup-
posons tout d’abord k < +-co. D’aprés Pietsch et Persson [12], Satz 45,
il existe une mesure de Radon positive v, sur U telle que pour towt 616111@nt

¢ de C on ait
< j ol dvo) "5
M, peut donc &tre étendue, par continuité A I¥(U, v,). De plus, m,(M,)

= inf (v (w))""*, la borne inférieure étant prise sur I'ensemble des mesures
v ayant la propriété indiquée. Posons

D
' ® =2 Qi%dy»

j=1

“72'3@',799.471’@%) n<27‘( i ;li,i?’Aj') il
<7 sup [yl

[ Mo ()]
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les o; étant des scalairves arbitraives. D’aprés la propriété caractéristique

de vy, 0n o
| v o] <| X tgfFralan|™.
. :

7
Définissons des scalaires o; (1<j<p) eb ay par les relations

vo(d;) = (V(Aj))kﬂ';‘c‘lu

2 a;? =1,
HZ v(A4;) gjaj%;-H < (2 I, I* (,‘,(Aj))ko?)x'/kalllk

Puisque les g; sont arbitraires, on déduit que M, (u;/0;) < ay

oo i (2

h)

K
1<j<p,
0; >0, 1<j<p.

Alors

% Done,

96 (M) (
( v(A kak }llk
<( w(4;)"

< (v,,(U )1/k
<d'y(My).

Par ailleurs, d’aprés la proposition 3.5 on a @' (Mo) < g, (Do)
Le résultat est obtenu.
Supposons maintenant & = +oo. Il faut montrer que g..(M,) = | M.
On sait déja que | M| < goo(M,). Iapplication M, peut é&tre étendue,
dans ce cas & LYU,») qui contient L*(U, ).
Définissons les scalaires s; par les relations
sv(d;) =1, 1<j<p.

On peut éerire
»

Uy
M, = Zsj-v:,®-.
. 8

i=1
Posons

D
= 2 0%,

j=1
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avec des scalaires g; tels que |o;| < 1. Alors

,
Mo(p) =293‘v(.‘4~7')87'_9_j1
i °7

U,
s, ()] = 3 () > g ).
)

lol<ly

En fait, on peut méme trouver des secalaires #, avec |ry] <1, tels
que si I'on pose ¢, =2¢"7<71Aj, on ait
7

[ Mo (po)| = Ml(:gl) Z oo (M)

7

Soit % > 0. Par une méthode classique (voir une démonstration
analogue dans [4], p. 262) on montre qu'il existe des fonctions continues
fi @ <j<p), définies sur U, & supports disjoints, telles que 0 < f; <1,
vérifiant de plus les relations

¥
M| (fy—pu)) <y 1<G<p.
’ P

Posons f = ) 7;f;. On a alors
7

el
1Mo (F—go)l =| X s Mo(f—0u)| < 1-
Done ™
[Mo(@all—n < 1Mo(Nly  Foo( M) — 1 < 1] -

Le résultat est obtenu. ’

Levve 3.4. Soit M une mesure de Radon de rang fini de C dans I.
Alors g, (M) = & (). '

Démonstration. D’aprés la proposition 3.5, on sait que G (20)

< g, (M). Le résultat est alors immédiat & partir du lemme 3.3 et du
corollaire du lemme 3.2.

,  TaBOREME 3.4. On a, pour tout %, les formules &, == &y, = gp\ 6t
e =G5 = "ty .

Démonstration. Soient ¢ un espace de type C et F un espace
de Banach. Montrons tout d’abord que sur ¢'®F’ on a dj, = &, = gy

Le lemme 3.4 indique que d; = g, sur ¢'®F'. De plus, la propriété
d, = d,/ (Proposition 3.6) entraine d; = d,x, Done ), = dj, sur ¢' @F
d’aprés le corollaire du Lemme 2.1,

Etudions }na,int,enant ,O ®qg, ' en supposant F de dimengion finie.
Alors (0@, F) = 0’ @y F', (0'@gpF') = 0" ®,, F, car 0" et F sont
métriquement accessibles (on a g, = §y, sur 0" @ ).
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La norme &y sur ¢ ® F est la norme induite par (¢’ ®d}aFl)l ou encore
la norme induite par (¢'®, F) =C" @, F.

On déduit que d, = g, sur O QF. Par ailleurs, d’aprés le corollaire
du lemme 2.2 on a aussi d;, = dy, sur C@F. Ainsi g, = dp sur CQF. S1 B
est un espace de Banach de dimension finie, on a alors /gy = <d sur
EQ®F, ou encore, puisque gy = gy, G = 7@, sur EQF.

On déduit que g;, = ~d;, en général. Mais alors, g = ~(dj ). D'aprés
la proposition 2.1, on conclut g, = gy. On & done finalement g = §; = /.

La relation d, = d;, = g\ s’obtient alors par transposition.

Le résultat est obtenu. .

Les conséquences de cette formule sont trés nombreuses :

COROLLATRE 1. &, = (/&) et gr = (\Gx)\-

Démonstration. Ona d; = g\ Done d; = (gp\) = g’ = (")~

La formule pour g, s’obtient par transposition.

COROLLAIRE 2. On o les formules: g, = dy €t @y = ga.

Démonstration. D’aprés la proposition 3.6, g, = g\ et dy = 7ds.
Le résultat en découle.

COROLLAIRE 3. Soient E un espace de Banach et L un espace de type L.
Alors, sur BEQL, d, = s.

Démonstration. En effet, on a & = g; = /dy. Or, d’aprés le corol-
laire 1, dy = (7 dw)”~ Done, sur BQL, /dy, = do = & :

COROLLAIRE 4. Si E et T sont deux espaces de Banach quelcongues,
i@ norme g, sur BEQF (resp. sur B'Q@F) est la norme induite par S2(F, F)
(resp. S%(HE, F). i )

On retrouve ainsi, en le préecisant, un résultat de Pietsch [11].

COROLLAIRE 5. Les mormes &, et g sont accessibles.

Démonstration. La formule d = &, indique que dy est accessible.
Si B est un espace de Banach quelconque et F un espace de Banach de
dimension finie, I'application canonique de B @y F dans ( ®q,F) est
alors une bijection isométrique. L’application transposée de (F ®a, )"
dans (E' @y, F') est alors isométrique et on en déduit que d = d, sur
E®ZF. On obtient le résultat pour g, par transposition.

Puisque d, est accessible et que d, = d;, on a le résultat suivant
qui est utile dans les applications:

PROPOSITION 3.7. Soient B et F deuw espaces de Banach, k et ky, deux
nombres réels tels que 1<k < ky < +oo. Considérons les relations:

1) Les normes dy et &, somt équivalentes sur EQF (resp. B ®F,
EQF,BQT).

2) Les mormes dy, et dy somt équivalentes sur E QF (resp. B'QF,
EQF, BQF). )

B
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Alors 1) implique 2). De plus, 2) implique 1) pourvn que Pun des espaces
du produst tensoriel EQF (resp. B @F, EQF', I ®F') soit métriquement
accessible. :

Démonstration. 1) = 2). Supposons, par exemple, que d et y,
sont équivalentes sur FQ F. Alows, sur B ®F', les normes dy et d;, sont
les normes induites par (& ®dk1f")' et (H ®dk111’)'. Le résultat en découle.

2) = 1). Supposons, par exemple, que d;, et d;cl sont équivalentes sur
E' ®F et que F soit métriguement accessible. Alors sur Z@ X, on a, puis-
que dy, est accessible, &, = dj et d;, = dy, . Lies normes d;, et d, sur HRF
sont done les normes induites par (B’ ®d}c1*")' ot (I' ®q, F')'. Le résultat
en découle.

6. Le dual topologique de £ ® 5 F. Lanorme .4, étantla norme duale
de gy, il est naturel d’étudier le dual topologique de EQ® ., F,E et I
étant quelcongues.

Soient K’ la boule unité de B munie de la topologie faible et ¢(K')
Pespace de Banach des fonctions continues sur K’ A valeurs scalaires.
La notme /d;, sur B@F est induite par C(K')®q F. Done (BQ 4 F)
peut &tre identifié & lespace des applications linéaires T de E dans F’
qui se factorisent sous la forme

T:B% )5S F,

i étant Pinjection canonique de E -dans O(K') et A un &ément de
S¥(0(K'), F'). La norme iy (T) de T comme élément de (E® i, B
est égale & infa, (4), la borne inférieure étant prise sur Uensemble des
applications A, k' absolument sommantes telles que T = A,i. On dit
que T est une application k' intégrale de B dans F'. De méme, on définit
Pespace I¥ (B, ) des applications %' intégrales de F dans I comme
formé des applications linéaires continues T de B dans F' qui peuvent
étre identifides & des éléments de (EQ /d,:If")'. La norme i, (7) d’une telle
application est sa morme en tant quélément de (E® ., F) (voir [12]
ot les applications %' intégrales sont introduites avec une définition lége-
rement différente). Soit 7' une application k intégrale de B dans I' eb
Jj Vinjection canonique de F dans . On a alors la factorisation suivante
pour j,T':

jT:B S 0K 5 7,

i 6tant I'injection canonique de B dans C(K') et 4 une application % abgolu-
ment sommante.

Soient K un compact, F un espace de Banach, 4 une application
linéaire continue de C(K) dans F %k absolument sommante (% < --oo).
On sait, d’aprés ([12], Satz 45) quil existe alors une mesure de Radon
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positive p sur K telle que A se factorise sous la forme
i 4 :
A:C(K) 2 IME, ) = F,

i, étant I'injection cé.nonique de C(X) dans I*(K, u) et A une application
linéaire continue.
Done, 8i T est k intégrale de B dans F (k < +o0), on a la factorisation
suivante potr j,T:
i 7 d ’ T "
§oT: B oK) 2 MK, w) 2 P,
u 6tant une mesure de Radon sur la boule unité K de B’ et T, une appli-
cation linéaire continue.
Remarquons que si k = 2, utilisant le fait que Z*(K', u) est un espace
de Hilbert, on en déduit aisément la factorisation suivante pour I':

1 P 5 ’ Ty
T:E-% Q(E') > INKE, u) = F,
T, étant une application linéaire continue.

De plus, si T est une application k intégrale de E dans F' (k< +o0),

on a méme la factorisation suivante pour T': .

B OE) S MK, ) 2T
il suffit pour obtenir la derniére factorisation d’utiliser la projection canoni-
que de F'" dans F'. | '

On obtient alors, sans difficulté les propriétés suivantes:

Pour tout k, I*(B, F)c S¥(EB, F). v

I*(B,F) = 8*(B, F), par vérification directe ou en utilisant la
propriété d, = /d,. )

Pour tout espace L de type L®, 8B, L*) = I*(E, L*), par véri-
fication directe ou en utilisant le fait que si L est un espace de type L,
on a d = /4, suvx EQL (car dy, = (Vdy,))- :

(B@,F) = I¥(F, E'), par transposition.

Pour k =1, I*(B, F) est formé des applications intégrales de Gro-
thendieck ([5] et [6]).

7. Interprétation de E' ®yk\F. D’aprés le théoréme 3.4 et la propo-
sition 1.1, B &, F videntifie & adhérence dans S¥(E,F) de B QF
ou encore de lensemble des applications de rang fini de # dans F, l.a
noTme gy Sur E' @F est donc la norme m; induite parAS" (H#, ‘F). Sou'f
@' la boule unité faible de ¥, la norme g, sur EQF ginterpréte aussi
comme la norme induite par F ®gk0(tp'). .

Done i T est une application linéaire continue de F dans F, qui
est un élément de E @l,k\F, on a la représentation

I = 2.095;'@%,
iz


GUEST


92 P. Saphar

avec @ie B, g, eC(g"), los suites () et (p;) ayant les propriétés indiquées
dans les propositions 3.2 et 3.4.

De plus, g (T) = inf Ny (@) My (@), 1a borne inférieure étant prise
sur I’ensemble des représentations de 7. On peut dire que T est un élément
de (B, C(¢") qui prend ses valeurs dans I. L’application ' a la pro-
priété suivante:

Si xeH, alors

Tw = ) <@, @doi, 1Tl < Myl V<o, a)).
i=0
Pietsch et Persson ont introduit dans [12] la notion d’application
quasi % nucléaire de la maniére suivante:
01.1 dit que l’éllément T de (B, ) est quasi k nucléaire 8’1l existe
une suite (2;) de B avec Ny(x;) < 4oo et de plus, ]~ 0 si §- +oo
lorsque & = J-oo, telle que: :

Tz < Ny ({w, 4>)  pour tout  de B,

On pose v (T) = inf N (2), la borne inférieure étant prise sur len-
se}nble des suite («;) vérifiant Dinégalité précédente. I’ensemble des ap-
plications quasi & nuecléaires est noté Ni (¥, F'). On montre que N{(Z, I')
est. un espace vectoriel et que #{ est une norme sur cet espace véetoriel
qui en fait un espace de Banach. Il est clair que B'®,\ F = N{(E, F)

et que linjection canonique de B Oy L dans Ni(E, F) est une isométrie.

Ls.u proposition sunivante préeise la relation entre ces deux espaces d’ap-
plications: .
_ PrROPOSITION 3.8. B @, F est formé déléments T de LB, O(g')
qui prennent leurs valeurs dams F. ‘
Ni(B, F) est formé des éléments T de Z5(E, C"(¢)
leurs valewrs dans F.
Si B ou F sont mélriquement accessibles on a

B @, F = NiE, ).

- hDémongtmtion. Nous avong déja indiqué la propriété concernant
By - Boit T un élément de Zj(E, "' (¢')) prenant ses valeurs dans I
On peut écrire:

qui  prennent

7= Mo,

4=0

’ ) ", . ’ " :
avec el g 0" (¢), les suites (@) et () ayant les propriétés indi-
quées.da.ns les propositions 3.2 et 3.4.
8i z<H, on peut écrive Tz = > (x, #;>¢;. Done
k3

IT2)l < Mie(gy) Nyo(<, a')).
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Done T<N{(E, F).
Réciproquement, soit T'eNi(#, F). Alors, on a

1T < N, @2D)
pour tout # de H, avec z;eH et Ny(w;) < +oo.

Soit M le sous espace de I* formé des éléments de la forme K&, 21);
avec wel; lindgalité |Tw] < N, ((w, 2;)) signifie que T se factorise sous

»

8537,
A et B étant deux applications lindaires continues définies par
4 =0 (e, 2d), B (@ @)~ To.

Notons i; Iinjection canonique de F dans C''(¢') et Ty = 4T
On a la factorisation:
T.BA MEFL ).

Liespace O (¢') a la propriété d’extension (voir [9]). En effet, cet
espace est isométrique & un espace de type L. 11 existe donc une ap-
plication linéaire continue B, de I* dans C"(¢') dont la restriction & M
est égale & 4,0B. On peut done écrire T, = B, A. Ceci enfraine que
T, 4B, ¢ (¢): ,

Supposons maintenant que B ou F soient métriquement accessibles
et k< 4-oo. D'aprés [12], Satz 44, toute application T quasi k& nucléaire
de B dans F est limite pour la norme m;, d’applications de rang fini. On
déduit que B' @, F = N4(E, F).

Si E' ou F sont métriquement accessibles et & = oo, d’apreés [12],
partie 9, NI(E, F) est formé de T’ensemble des applications compactes
de B dans F. Il est clair qu'il en est de méme de I’ ®ye - Le résultat
est obtent. .

8. Résumé. Soient F et F deux espaces de Banach. Nous employerons
la notation (&, F)> ou ((F, B) pour exprimer que TP est le dual topolo-
gique de E, on peut résumer un certain nombre des propriétés prég édentes
dans le schéma suivant:

(B, T, §°(H, )y
B, 14,
KIHE,B'), B @un T
dans lequel 4, est une application linéaire continue isométrique, Biune
application linéaire continue; B, est une injection si & ou F sont accessibles
(d’aprés [6], p. 95, n° 2); By est une isométrie si B ou F sont métriquement
accessibles (car alors dj = & sur EQF).
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Pour k = 1, on retrouve les résultats de Grothendieck sur les normes
7w eb e.

Pour k = 2, si E et I’ sont des espaces de Hilbert, les quatre espaces
du schéma peuvent étre identifiés & des espaces d’applications de Hilbert-
Schmidt.

Pour k& = 2, si F et I sont des espaces de Banach, on a trois extensions
aux espaces de Banach des applications de Hilbert-Schmidt. Ce sont:
(B, F), 3B, F), (B, ). Ces classes ont des propriétés diverses dans
des cas particuliers, cf. th. 4.2, 4.3, 4.4, 4.5.

. Nous dirons que lespace de Banach B est accessible & Pordre % (resp.
métriguement accessible & Vordre ¥) si Papplication B, est injective (resp.
isométrique) pour tout F. La propriété d’accessibilité (resp. d’accessibilité
métrique) de Grothendieck (voir [5] et [6]) est identique & la propriété
d’accessibilité (resp. d’accessibilité métrique) & l’ordre 1. Elle entraine
la propriété correspondante & Pordrve k pour tout k. On a alors le résultat
suivant

TrsorEME 3.5. Tout espace de Banach B est métriquement accessible
& Dordre 2.

Démonstration. Ce résultat découle directement du théoréme 3.3.

Par ailleurs, on peut noter que dans le schéma ci-dessus, au lien
de choisir les couples de produit tensoriel E®, F et B ®, ~ F' on peut
choisir respectivement: &' ®,, F et E®, A F', BQq F et B QT B @q, T
ot B @y~ F, les deux autres espaces du schéma s’obtenant sans difficults,
dans chaque cas, par dualité.

§ 4. ETUDE DE CERTAINS CAS PARTICULIERS ET APPLICATIONS

Dans cette partie nous donnons des propriétés diverses des normes
g, eb d, dans- des cas particuliers. Ces propriétés s’obtiennent en utilisant
des propriétés connues des applications % absolument sommantes (cf. [8]
et [17]). On obtient en application des théorémes de représentation des
opérateurs compacts dans certains cas et aussi des propriétés nouvelles
des applications & absolument sommantes (c¢f. notamment le th. 4.6).
Pour terminer, on montre les relations entre les ® normes ¢, eb d, ot
certaines des ® mormes introduites par Grothendieck dans [5].

1. Cas oit Z et ' sont des espaces de Hilbert. Pelezyriski [17] a démontré
que si B et I sont des espaces de Hilbert pour tout nombre réel % tel
quel <k << 400, on a

S (B, F) = 8*(B, F).

Il est par ailleurs clair que S%(E, F) est formé de lensemble des

‘applications de Hilbert-Schmidt de E dans F.
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On en déduit le théoréme suivant: :

TukoREME 4.1. Soient E ¢t F deux espaces de Hilbert. Alors, pour
out T tel que 1< k<< +oo, on a:

1) les normes dy, et g, sont bquivalentes, sur EQ F, & la norme du produit
tensoriel hilbertien classique;

2) £5(B, F) = £4(B, F) = §(, F).

Démonstration. On sait d’aprés (13) que, sur EQ®F, d, et g, sonb
équivalentes & la norme du produit tensoriel hilbertien classique.

Soient I et %k, deux nombres réels tels que 1 <k < ky < +o0. Alor\s,
sur BQF, d; et d sont équivalentes car E®gq F et E®q, F ont d’apres
le théoréme 3.2 et le résultat de Petezyniski cité ci-dessus S%(E, F') pour
dual topologique. Tous les autres résultats découlent. Ce résultat a été
annoncé dans notre note aux Comptes Rendus [15]. Il a aussi été obtenu
par Pietsch et Persson indépendamment (cf. [12], Satz 56).

2. Cas ou F est un espace de Hilbert et F' un espace de Banach. 0.11
peut généraliser le théoréme 4.1 et aussi les résultats de Pelezyriski:

THEOREME 4.2. Soient H un espace de Hilbert et F' un espace de Banach.
Dans ces conditions:

1) sur HQF, d;, est équivalente & d, pour 2 < k< oo, g, est équi-
valente & g, pour 1 <k<2;

9) §*(H,F) = 8'(H, F) powr 1< k<2, $¥F, H) = §(F, H) powr
2< k< 4005

3) PH(H,F) = §'(H, F) powr 1 < k<2

4) PEH, P) =Z5(H, F) pour 2< k< +oo.

Démonstration. Soit T un élément de §*(H, F). D’alarfés le’§ 3,
n° 5, il existe une mesure de Radon positive x sur la boule unité K du
dual topologique de H telle que T' se factorise sous la forme:

T-HA OE) S K, w5 F, |

A et B étant des applications linéaires continues et ¢ I'injection cajn.onique
de (((E') dans I*(K', p). On vérifie immédiatement que l'application
i est 2 absolument sommante. Done, i, 4 est absolument sommante
d’aprés le théoréme 4.1. o

Draprés le méme théoréme 4o 4 est k nucléaire § gauche pour 1 < & < 2.
11 décowle que TeZ%(H, F) pour 1 < k< 2. On conclut alors que:
(1) S*H,F) =84(H,F) pour 1<k<2,
(2) FEH,F) =8 (H,F) pour1<k<2.

On déduit de (2) que, sur HQ F, g est équivalente & g, 8i 1 < k<2
On dédnit de (1) par dualité (cf. th. 3.2) que sur HQF, dj est équivalente
Ady,si2<hb<< +oo.
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Tous les autres résultats découlent.

3. Cas des espaces de type C ou L. Dans ce numéro, on désigne par ¢
ou 0, un espace de type C par L ou L, un espace de type L, par H un
espace de Hilbert. On a alors les résultats suivants:

THEOREME 4.3. ‘

1) Sur HQL, g, est équivalente & m pour 1< k< +oo, d; est bqui-
valente & ¢ pour 2 <k < +oo.

2) 8¥(L, H) =Z(L, H) pour 1<k< +oo, S§*(H,L) =L (H, L)
pour 1< k<< 2. .

3) Sy(H, L) =Z"(H,L) pour 1<k< oo, LEH,L) = ¢(H,IL)
pour 2 < k<< +oo.

4) ZH(0, H) = %(0, H) pour 2< k< +oo, LU0, H) =20, H)
pour 1<k +oo. ’

Démonstration. La propriété S*(L, H) =% (L, H) est une pro-
priété de Grothendieck [5], corollaire 1, p. 59 (voir aussi Lindenstrauss
efi Pefezyniski [8], théoréme 4.1, p. 286). Il découle de cette propriété,
par dualité (cf. théoréme 3.2), que sur L®H, d;, est équivalente d = si
1<k +oo.

D’aprés le théordme 4.2, sur HQL, d;, est équivalente 4 d, pour
2 < k< +oo. Daprés le corollaire 3 du théoréme 3.4, d, = e sur HQ L.
On en déduit que sur H®L, d; est équivalente 3 & pour 2 < k < oo,
Les propriétés 1) sont alors démontrées. On en déduit immédiatenent
les propriétés 3) et 4). La propriété S*(H, L) =L (H, L) pour 1 <k < 2
découle alors du théoréme 4.2. ‘

THEOREME 4.4, .

1) Sur HRC, g; est équivalent & n pour 1< k< 2, d;, est équivalente
& & pour 2 < k<< +oo. .

2) §5(C, H) =2(C, H) powr 2<k< +oo, SFH,O) =L(H, ()
pour L< k<2,

3) ZE(H, 0) =%H,(0) powr 1< k<2, LLH, () = €(H, O) pour
2 <k +oo.

4) Z(L, H) = 4(L, H) pour 2< k< +oo, LE(L,H) =2 (L, H)
pour 1< k<2,

Rem.arque. La propriéié §*(C, H) =2(0, H) est une propriété de
Grothendieck [5], corollaire 4, p. 52 (voir aussi Lindenstrauss et Petezyniski
[8], th. 4.3, p. 289). Nous allons en obtenir une autre démonstration en
application du théoréme 4.3.

]?‘émonstration. Démontrons 1). D’aprés la proposition 3.7, la
propmété »0x €8t équivalente & w pour 1 <k < 2 sur @ C''? est; équivalente
& la propriété ,d, est équivalente & & i 2 <k +oo sur HRC'™,
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Puisque 0" est de type L, Ia propriété d, = (~d,) - (corollaire 1 du théoréme
3.4) implique d,= /d, sur HQC'. Le théoréme 4.3 donne alors le résultat.
Puisque dy > dy, > “d,= ¢, la propriété qui reste 1 montrer équivaut
4 ,,d, est équivalente 4 ¢ sur H ® . D’aprés la proposition 3.7 cette dernitre
propriété est équivalente & ,,g, est équivalente & « sur H®C'”. Le théo-
réme 4.3 donne alors le résultat. ‘
Les résultats de 3) et 4) s’obtiennent immédiatement & partir de 1).
Démontrons 2). D’aprés 1), on a, par transposition: sur C®H, d,
est équivalente & = pour 1<%k < 2. Le théoréme 3.2 implique alors:

8%C,H) =2(C,H) powr 2<k< Foo.

La propriété S*(H,C) =%L(H, C) pour 1 <k <2 découle alors du
théoréme 4.2.

4. Cas des espaces I”. On désigne dans ce numéro par L” un espace
de type L?(1 < p < +oo), par € ou C; un espace de type C, par L ou L,
un espace de type L. Lindenstrauss et Pelezynski ont démontré [8],
théoréme 4.3, p. 289, que

880, IP) =2(C, I7)

Nous avons pu déduire le résultat suivant:

THHOREME 4.5. Soit G un espace de Banach et p un nombre réel tel
que 1< p < 2. Alors:

1) d est équivalente & d, sur IPQQ pour 2< k< +oo0;

2) §¥(I7, @) = 8Y(LF, @) pour 1< k< 2;

3) FHIY, Q) = F2(IP, ) pour 2< k< oo

4) £5(0, IP) = ¢(0, IF) pour 2< k< +oo.

Démonstration. Le résultat de Lindenstrauss et Pelezynski cité
ci-dessus entraine par dualité (cf. théoréme 3.2) que, sur O®L”, d, est
équivalente 4 d,. Si @ est un espace de Banach, cette propriété entraine
que sur @' @ L7, /d, est équivalente & ~d;, et méme sur @G QL”, d, est
équivalente & 7d, (dy, = 7d,).

D’aprés la proposition 3.6. on obtient que sur G® L7, g, est équiva-
lente & g.. Cette propriété donne, par transposition, que sur I @G, d,
est équivalente & d,.

Le résultat 1) est obtenu. On en déduit le résultat 2) par dualité
(théoréme 3.2). Le résultat 3) découle immédiatement du résultat 1).

Démontrons 4). Nous avons vu plus haut, que sur CQL¥, d, est
équivalente & d;. Par la proposition 3.6 on obtient que sur O'®@ L7, g, est
équivalente & e. Le résultat cherché est alors immédiat.

COROLLAIRE 1. Soit & un nombre réel tel que L <k < +oco et H un

‘espace de Hilbert. Alors
S*(IP, H) = S*(I*, H).

pour 2< k<< Foo eb 1 <p <2,

Studia Mathematica XXXVIII
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Oo résultat découle immédiatement du théoréme 4.5 et du théoréme 4.2.
COROLLAIRE 2.
1) Sur LLy, gy 6t &, sont equwalemes G & pour 2 <

C®0,, g, et & sont équivalentes & m pour 1 < k< 2.

2) #ML, 0) =Z4(L, 0) = %L, 0)
=250, L) = €(0, L) pour 2 <k < +oo

Démonstration. Montrons 1). La propriété sur L®L,, découle
du théoréme 4.5, du corollaire 3 du théoréme 3.4. et du fait que le norme
& est dgale & sa transposée. La propriété sur 0@ C, s’obtient alors & partir
de la précédente & ’aide de la proposition 3.6. Les propriétés 2) découlent
immédiatement.

CoROLLAIRE 3. Soit I” un espace de type L' et L un espace de type L.
Alors Z5(I7, L) = €(I7, L) pour 2 <k < +o0 et 2<p < +oo.

Démonstration. Pour p < +co, la propriété est équivalente i la
suivante: sur I ®L, &, est équivalente 4 s pour 2< k< +oo eb
2<p< too

Pour p = oo la propriété découle du corollaire 2.

Pour p < +oo, la propriété est équivalente & la suivante: sur
I” ®L, &, est équivalente & & pour 2 < k< +oo. Cette dernidre découle
du théoréme 4.5 et du corollaire 3 du théoréme 3.4.

k<< 4oco. Sur

pour 1< k<2 24O, I)

5. Liaison avec les ® normes de Grothendieck. Dans [5], Grothendieck
a introduit 14 ® normes. Leur liaison avec les normes g; et d; est précisée
dans la proposition suivante:

ProPOSITION 4.1. On a les résultats suivamis: d, = ¢, = = (la norme
projective m est notée A dams [8]); 7dy = O et g = L'; d, est équivalente
& H7; gy est équivalente &\ Hy dy =L et g, = C; 7dyy = goo\ = ¢ (la
norme injective & est notée v dans [5]).

Démonstration. La formule d, =g, == a déja ét6 donnée. La
formule /d,, = g,\= ¢ s’obtient alors par dualité. Les formules ~d;, = ("
et g\ = L' proviennent de la définition de ¢’ et L'. Les formules d, = L
et g, = C s'obtiennent alors par dualité.

Pour comparer d, et H/ étudions (B®gy,F) et (F®g, I)'.

L’espace (E®yF)' est formé des applications hnéanres conmnues
T de E dans I qui se factorisent sous la forme 7T': B 4 ¢ ——> H —+ ¥,
Tespace ¢ étant de type C, H un espace de Hilbert, T, T, T's btant trcus
applications linéaires continues.

D’aprés le théoréme 4.4, on déduit que (F Qg F) =82, F') =(T®4,F)'.
Donc d, est équivalente & H . Par transgposition, on obtient le fait que
g, est équivalente & \H.

Remarque. Le résultat sur g, et d, qui vient d’étre indiqué avait
été conjecturé dans [13], p. 140.
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6. Représentation d’opérateurs compacts. Soient E et F' deux espaces
de Banach. 8i E' ou F vérifient hypothése d’approximation I’ensemble
des opérateures compacts de E dans F peut &tre identifié & # &, F. La
forrule /d,, = gun = & va nous donmer des résultats de représentation
dans des cas particuliers:

THEOREME 4.6. Soient E wun espace de Banach, L un espace de type

L, C un espace de type C; alors on a les formules:

%(L;E) ':“'EEO(L:E)y (0, B) 23);0(01E):
€(B,0) =£7(B,0), ¢E,L) =231

Démonstration. Montrons que #(L, B) = L7 (L, B). 1l suffit de
montrer que sur C Q@ F, d., = & C'est immédiat puisque /d,, = &. De méme,
on montre que ¥(®, C) =<7 (8, C).

Mountrons que %(C,H) =%7(C, E). I suffit de prouver que sur
L®E, g, = ¢ Ceci découle du corollaire 3 du théoréme 3.4. On montre
de méme que ¥ (H, L) =23 (E, L).

Nous avons obtenu dans les numéros 3, 4 et 6 dlﬁerents résultats
de représentation d’opérateurs compacts. Tls sont consignés dans le tableau
suivant dans lequel les espaces de départ sont placés en colonne ef les

Représentation d’opérateurs compacts

A I
L
N F ¢ 2 l<p<?
B 278, 0) 3 (B, L)
I (T, ) Z3(L, H)
H Z5(H, 0) 23(H, L)
£5(0,I) PR
¢ £, F £2(0, H) 4 £20, I
v (&5 g fi0n |7
L“ LY L)
2 g<+ oo

espaces d’arrivée en ligne. Dans ce tableau, B et F sont des espaces de
Banach quelcongues. La. gignification des autres notations a déjh ét6
donnée.

T'usage du tableaun est simple. Il indique, par exemple, que Z(0, H)
= %(0, H).
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The talk contained a relatively simple observation about the tensor
product of a nuclear and a locally pseudo-convex space. It appears that
nuclear locally convex spaces should play the same remarkable role in
the ‘category of locally pseudo-convex spaces as in the category of locally
convex ones. The possibility that some, non-locally convex, but locally
pseudo-convex spaces might rightly be called nuclear is not excluded,
though it seems unlikely. 8. Rolewicz [b] for instance mentions the fact
that a locally pseudo-convex space which satisfies the “approximate
dimension” condition for nuclearity is locally convex and nuclear.

Integrals of functions- taking their values in locally pseudoconvex
spaces were also discussed, along with applications to locally pseudo-
convex algebra theory. The definition of the integrals, the relation of
such integrals with topological tensor products, and applications, can be
found in the literature and will not be further discussed here. (The reader
may consult for example references [1] to [81. .

Tt does not seem that the starting point of this talk, i.e. the result
about topological tensor products, has been published yet. The reader
will find it here, along with a few corollaries, and counter-examples show-
ing that the result cannot be generalized essentially.

1. Let 0 < p < 1. A p-semi-norm on 2 (real or complex) vector space
is 2 mapping n: E— R, such that n(z+y) < n(x)+ n(y), n(te) = [iPn(2).

If n(z) # 0 for all # 70, then = is a p-norm. We do not always
wish to specify the exponent p, and speak then of a pseudo-seminorm
or of a pseudo-norm. If 0 < ¢<1 and if % iy a p-semi-norm, then w? is
a pg-semi-norm, which can be identified with n for all our purposes.
Modulo this identification, the set of p-semi-norms is an increasing set
as p decreases to zero. ‘
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