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It is possible to find a nuclear space, a locally convex space, say
F and F, and a non-locally convex admissible topology on E® F. This
topology cannot be locally pseudo-convex. The construction uses some
unpublished results of the author, and will not be given here.

This is a good place to remember that the problem of whether the
projective tensor product of two p-normed spaces is p-normed seems
to be open. And in a similar spirit, the autor does not know whether an
admissible Hausdorff topology can always be found on the tensor product
of two Hausdorff topological vector spaces.
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Colloquium on
Nuclear Spaces and Ideals in Operator Algebras

Injektive Operatorenideale iiber der Gesamtheit aller Banachrdume
und jhre topologische Erzeugung
von

IRMTRAUD STEPHANI (Jena)

1. Einfilhrong in den Begriff des Operatorenideals. Fir je zwel
Banachriume B und F sei L(E, F) der lineare Raum aller linearen und
stetigen Abbildungen von ¥ in F, und mit L werde die Gesamtheit der
lineaven stetigen Abbildungen zwischen Banachréumen schlechthin be-
zeichnet. Im folgenden geht es um die Aussonderung spezieller Abbildungs-
typen aus der Gesamtheit L. Diesem Zweck dient der Begriff des Opera-
torenideals (vgl. [5]), durch den in der Gesamtheit L eine Teilgesamtheit
A axiomatisch festgelegt wird, und zwar in folgender Weise:

(A, Fiir je zwei Banachriume E und F ist A(E,T) ~ein linearer

Teilraum von L(E, F). Dabei gibt es IPindestens ein Paar E, F, so daB
A(ﬁ?, 17’) eine Transformation 7, mit T, = 0 enthilt.
(A) (a) Aus TeA(H,F) und ReL(F,®) folgt RT<A(HE, ).
(b) Aus TeA(F,®) uwnd ReL(E, F) folgt TR A(E, ).

Einen Operator T, der fiir ein Paar von Banachriumen FE, F zur
Klasse A(E,F) gehort, werden wir gelegentlich auch eine Abbildung
vom Typ A nennen. )

s zeigt sich, daf fiir ein beliebiges Operatorenideal A und je zwel
Banachriume H, I die Gesamtheit L, (¥, F) der ausgearteten Abbildungen
von E in F in A(E,F) enthalten ist. Umgekehrt erfiillt das System L,
der ausgearteten Abbildungen bereits die Bedingungen (A,) und (A,),
d.h. L, kann als das Kleinste Operatorenideal angesprochen werden.

Tritt zn den Forderungen (A;) und (A,) noch die Forderung nach
einer Norm « auf jedem der linearen Riume A(F, F) « L(E, F) hinzu
und wird (A,) durch die Aussagen

(8) «(RT)< |R|a(T) fir TeA(E, F) und ReL(F, @),
SLE () &(TR) < |R|«(T) fir T<A(F, ) und ReL(E, F)
ergiinzt, so soll das vorliegende Operatorenideal ein normiertes Operatoren-

ideal oder kurz Normideal genannt werden. Die auf den einzelnen linearen
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Réumen A(F,F) definierte Norm e« wollen wir im Hinblick auf die
Eigenschaften (N) als Idealnorm bezeichnen. Fiir eindimensionale Abbil-
dungen T hingt die Idealnorm «(7T) mit der Operatorennorm [T} durch
(1.1) a(l) = ca T

zusammen, wobel ¢, eine von T unabhingige Konstante ist. Allgemeiner
gilt mit derselben Konstanten ce

(1.2) a(T) = oo || T
fir beliebige Abbildungen TeA(¥, F). Geht man vermoge
1
«(T) = —-a(T)
Cor

zu einer #quivalenten Idealnorm iiber, so erreicht man ¢y == 1. Im fol-
genden werden wir stets von vornherein

Ca = 1

voraussetzen.
) In bezug auf die gewohnliche Operatorennorm stells offemsichtlich
?edes Operatorenideal ein Normideal dar. Normideale dieser Art werden
im allgemeinen aber keine Rolle spielen. Von Interesse ist ein Normideal
A erst dann, wenn die einzzelnen Riume A(E, F) vollstéindig bzgl. der
Idealnorm o sind. In diesem Falle heifit A ein vollstémdiges N or;m‘deul‘

Es gibt unter allen vollstindigen Normidealen ein kleinstes, d.h. eiI;
solches, das in jedem vollstindigen Normideal enthalten, ist. D:;,s ist das
Normideal N der nuklearen Operatoren. Bine Abbildung T aus L(E,F)
heiBt nuklear, wenn sie sich mit gewissen stetigen Linearformen a, ’mlq
E' und gewissen Elementen y; aus F, die der Bedingung T

(1.3) Zuam- Iyl < 400

geniigen, in der Form

(1.4) Tz = '@, ay,

=1
dgrste_llen 14f3t. Die so charakterisierte Operatorengesamtheit N besitzt
die Eigenschaften (A,) und (A,) und wird durch die Festsetizung

A2) = int{ Yl g : To = Y <o, apy)

=1 A=l
z?lhelggmlzftillsmndigen Normideal mit v aly Idealnorm. Dabei bezieht
sich die imumsbildung auf alle moéglichen Da i
dor Torm (Lo) g n Darstellungen von 7T in

DaB die nuklearen Abbildungen in j dndi ic

: : ) jedem vollstdndigen Nor

enthalten sind, 148t sich im iibrigen leicht verifizieren. ¢ ermident

(1.5)

icm
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2. Erzeugung von Operatorenidealen durch Vergriberung der Topologie
des Urbildraumes. Um von der Gesamtheit L aller linearen stetigen Abbil-
dungen zwischen Banachriumen zu einer Teilgesamtheit A zu gelangen,
versehen wir jeden Banachraum F in seiner Higenschaft als Urbildraum
mit einer im Vergleich zur Normtopologie groberen Topologie, und zwar
soll eg sich jeweils um eine lokalkonvexe Topologie handeln.

Eine lokallonvewe Topologie T iiber einem linearen Raum B wird
erzeugt durch ein System P(B) von Halbnormen iiber B, das die folgenden
Eigenschaften besitzt (vgl. [3]):

(P,) Zu je zwei Halbnormen p eP(B) und pyeP(B) gibt es eine
Halbnorm 9 eP(E) mit p,(z) < p(x) md p,(v) < (@) fir alle ze k.

(P,) Aus p(x) = 0 fiir alle p P (E) folgt » = 0.

It ein und derselbe lineare Raum F mit zwei lokalkonvexen Topolo-
gien T, und T, ausgestattet, so heiBt Ty feiner als Ty baw. T'y grober als
T,, wenn es zu jeder Halbnorm p, des zu T, gehorigen Halbnormensystems
P,(B) eine Halbnorm p, des zu T, gehorigen Halbnormensystems Py (B)
gibt derarﬁ, daB mit einer geeigneten Konstanten o >0 fiir alle z<E die
Ungleichung
(2.1) P1() < 0pa(®)

besteht. Die Stetighkeit einer linearen Abbildung 8 eines lokalkonvexen
Raumes F in einen lokalkonvexen Raum F driekt sich in der folgenden
Bedingung aus:

Zu jeder Halbnorm g des iiber F erklirten Halbnormensystems
P(F) existieren eine Halbnorm p des Halbnormensystems P(E) iber
F und eine Konstante ¢ > 0 mib

fiir alle zeB (vgl. [1] und [27]). )

Es werde jetzt jeder Banachraum F in seiner Bigenschaft als Urbild-
raum mit einer im Vergleich zur Normtopologie groberen lokalkonvexen
Topologie T ausgestattet. Der so entstehende lokalkonvexe Raum werde
jeweils mib ET bezeichnet. Fiir jeden Banachraum F in seiner Bigenschaft
als Bildrauwm werde die Normtopologie beibehalten. Die Stetigkeit einer
linearen Abbildung § des lokalkonvexen Raumes ET in den Banachraum
7 liuft dann auf die Giiltigkeit einer Beziehung

(2.8) I8z < O+ p (%)

mit einer geeigneten Halbnorm p aus dem iiber E erklirten Halbnormen-
gystem P(H) und einer Konstanten € 0 hinaus. Sie zieht automatisch
die Stetigkeit von 8 als Abbildung des Banachraumes ¥ in den Banach-
raum F nach sich. Denn da T grober ist als die Normtopologie auf X,
158t sich die Halbnorm p(z) im Sinne von (2.1) mit einer geeigneten
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Konstanten ¢ >0 durch
(2.4) (@) < o=l
abschitzen.
Die Gesamtheit L(E", F) der linearen stetigen Abbildungen des

lokalkonvexen Raumes E* in den Banachraum JF bezeichnen wir im
folgenden mit A(¥, F), also

(2.5) A(B, F) = L(E*, I).

Es ist demnach A(F, F) ein linearer Teilraum von L(E, F). Tir

ein Paar H,, F, dessen erste Komponente F, endlich-dimensional ist
gilt sogar schérfer 7

A(B,, F) = L(E,, F).

Denn auf einem endlich-dimensionalen linearen Raum gsind alle
lokalkonvexen Topologien Aquivalent.

Der Forderung (A,) an ein Operatorenideal 4 sind wir durch unsere
Konstruktion damit bereits gerecht geworden. Weiter liefert cie Verkniip-
fung einer Abbildung T aus A (¥, F), also einer linearen, stetigen Abbildung
von HY in F, mit einer Abbildung R aus L(F, @) wieder eine lineare
stetige Abbildung von E in @, d.h. das Produkt RT liegt in AH, ).
Das ist aber gerade die Bigenschaft (A,) (a). Die Verifikation der Ei;.gren-
schaft (A,) (b) wird moglich, wenn man die Vergroberung der Topologien
auf den einzelnen Banachriumen in der Weise koppelt, daB fiir je zwei
Banachriume H und ¥ die Abbildungen aus L(B, F) stetig bleiben bei
sgnultaner Vergréberung der Topologien auf # und F. Dem entspricht
die Bedingung ‘

(K) L(B,F) <« L(ET, FY).

_Dan.n ist ninl}ich jede Abbildung B aus L(H, F) auch lineare stetige
Abbildung von E” in F* und gibt bei Verkniipfung mit einer Abbildung
T sus A(F, @) zu einer linearen stetigen Abbildung TR von B in (;
also zu einer Abbildung aus A(Z, ) Anlab. 7

Die unter der Bezeichnung (K) gefiihrte Kopplungsbedis 4Bt 1
Verbindung mit der Inklusion peing ung 8 i
L, F) = L(B, T)

im tiibrigen folgende SchluBweise zu:
Fir den eindimensionalen linearen Raum R, in der B
‘ 2 r Bedeutun
F wird F* = R,, und man erhilt ' & von

L(E",R,) = L(B, R,) <« L(&", R,),
also \

L(B", R,) = L(E, R,).

* ©
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Dahinter verbirgt sich aber nichts anderes als die Ubereinstimmung
der dualen Réume B’ und (ET) von E und ET. Die gegeniiber der Norm-
topologie vergroberte lokalkonvexe Topologie T auf E ist also in jedem
Talle so beschaffen, daB sie auf das Dualsystem <{E,E') paSt.

Die simultane Binfiihrung einer derartigen im Vergleich zur Normto-
pologie gréberen lokalkonvexen Topologie T auf jedem Banachraum
T in seiner Bigenschaft als Urbildraum unter Beriicksichtigung von (K)
worden wir im folgenden. als Prinzip der Vergroberung der Topologie des
Urbildrawmes bezeichnen. Dieses Prinzip stellt, wie wir gesehen haben,
ein Hreeugungsprinzip fir Operatorenideale dar. Uber (A,) und (A,)
hinausgehend geniigt ein so erzeugtes Operatorenideal A[T] der folgenden
Bedingung:

(I) Ist SeA(H,d) wd T<L(E, F) mit

(2.6) |To) < |So] i alle e,

so folgt T<A(H, I).

Zur Begrimdung ziehen wir die Ungleichung (2.3) heran. Dieselbe
Halbnorm p aus P(B) und dieselbe Konstante ¢ >0, die S als stetige
lineare Abbildung von BT in F ausweisen, kénnen wegen (2.6) dazu
dienen, auch die Stetigkeit von T' als Abbildung des Raumes E* in F
klarzulegen, d.h. die Zugehorigkeit von T zu A(E, F).

Wir wollen Operatorenideale mit der zusdtzlichen Eigenschgit (I) als
injektive Operatorenideale bezeichnen.

Ist ein injektives Operatorenideal A a priori gegeben, so kann es
nachtriglich nach dem Prinzip der Vergroberung der Topologie auf dem.
Urbildraum erzeugt werden. Dazu nehmen wir fiir einen festen Banach-
raum ¥ jeweils die sémtlichen auf B erklirten Abbildungejn T vom Typ
A her, d.h. die simtlichen Abbildungen T 0 von F in irgendeinen
Banachraum F mit TeA(E, F), und bilden

2.m pr(@) = |Tall-

Das ist eine Halbnorm iber F. Die Gesamtheit der so entstehenden
Halbnormen fassen wir in dem System P(E) zusammen. P(E) besitzt
die charakteristischen Bigenschaften (P,) und (P,) eines Halbn?rmensys-
tems iber einem linearen Raum, das eine lokalkonvexe Topologie erzeugt.

Zuro Beweis von (Py) stellen wir die beliebig Yorgelegten Halbnormen
p, und p, aus P(E) mit gewissen Transformationen T;eA(E, Fq) und
T,eA(H, F,) in der Form Py (@) = ||T,2] wnd -p2(w) = | Tyl da'r: Aus
den Banachriumen ¥y, und F, konstruieren wir sodann durqh direlcte
Summenbildung einen Banach-Raum. F, dessen Norm fiureh d{e Summe
der Normen, der beiden Komponenten bestimmt ist. Wir postulieren also

2.8) il = lyalle,+ [Walle,
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fiir die durch Summen

Y =Yty mit y,eF, Yl

eindeutig darstellbaren Elemente y aus F. Mit I; und I, bezeichnen wir
diejenigen Abbildungen, die die Teilriume F, und F, identisch in den
Raum ¥ einbetten. Der Ansatz

(2.9) T=IT+I,T,

liefert uns dann eine Abbildung von ¥ in F, die wegen TycA (B, F,) und
TreA(B, Fy) in A(D, ) liegt. Damit gehort p(w) = |Ta| zu P(B). Aut
Grund der Festlegung (2.8) ist aber ‘

1Tl = 1Tl + | Taal,
d.h. .

P (@) = p1(®)+ pa(@).
Also haben wir
P1(0) <p(@) und p,(0) <p(e) fiw alle weB,
wie gewiinscht.

Um (P,) zu beweisen, brauchen wir nur diejenigen Halbnormen
p des Systems P(E) heranzuziehen, die auf eindimensionale Abbildungen,
also auf stetige Linearformen iiber ¥ zuriickgehen. Aus der Voraussetzung
des Verschwindens von [z, a)| fiir alle stetigen Linearformen  iiber
B folgt nach dem Hahn-Banach-Theorem bereits # = 0.

Die lokalkonvexe Topologie des Halbnormengystems P(H) ist tat-
séchlich gréber als die Normtopologie auf B. Da nimlich A(E,F) < L(E,F)
gilt, besteht fiir jede Halbnorm. (2.7) des Systems P (E) eine Abschitzung
(2.4). '

Auch von der Kopplungseigenschaft (K) tiberzeugt man sich leicht.
Ist ndmlich S<L(H, F), so gehort nach (A,) (b) fiir beliebiges T« A(F, G)
das Produkt TS zu A(E,@). Die Vorgabe einer Abbildung TeA(F, G)
entspricht aber gerade der Vorgabe einer Halbnorm g aus dem. durch
A auf F' erzeugten System P(F), nimlich der Halbnorm

9(y) = | Tyl
Wegen TS cA(H, ) ist andererseits
p(#) = || T 8|

eine Halbnorm aus dem iiber ¥ definierten Halbnormensystem P (H).
Dabei besteht der Zusammenhang

9(82) = p(=).

'Er .ordnet sich der Ungleichung (2.2) unter und bestitigt aut diese
Weise die Stetigkeit von § als Abbildung des Raumes BT in den Raum F7.

iom®
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Damit sind alle Voraussetzungen fiir die Erzeugung eines Operatoren-
ideals nach dem Prinzip der Vergroberung der Topologie des Urbildraumes
gegeben. Charakterisieren wir die durch das Operatorenidegl A auf den
einzelnen Banachriumen induzierte lokalkonvexe Topologie durch das
Symbol T'(A4), so haben. wir das durch T'(A4) erzeugte injektive (_)peratoren—
ideal sinngemif mit A[T(A)] zu bezeichnen. Offensichtlich ist

(2.10) (a) A c A[T(4)].

Denn fiir eine Abbildung T aus einem der Riume A(E, F) kann
man die Zugehorigkeit zum Ideal A[T'(A)] einfach dadurch dartun, daB
man die zu (2.3) analoge Abschitzung
(2.11) T2 < C-p(@)
durch die Halbnorm

p(2) = |[Ta|
realigiert. Aber auch die entgegengesetzte Inklusion
(2.10)(b) A[T(4)]c A
ist richtig. Xiir eine Abbildung T' aus L(E, F), die vf)m.Typ A[T(A)]
ist, muB ja von vornherein eine Abschatzung (2.11) mit einer Halbnorm
p der Gestalt » :
plw) = 82|
vorliegen, wobei § eine auf B erklirte Abbildung vom Typ A ist. Aus
| T2)| < C-|Sa|

und der Eigenschaft (I) des Operatorenideals A kann dann TcA(E, F)

gefolgert werden. )
Wir fassen das Ergebnis zusammen in dem A o
Sarz 9.1, Jedes injektive Operatorenideal A 1apt sich nach dem Prmzq.ot
der Vergroberung der Topologie des Urbildraumes ef;zzeug;né 'mzib ::l/lv;;nzz':b
i ienige ; ! A), die dwrch die i
Hilfe derienigen lokalkonvewen Topologie T (A),
vo%w{e'l’yp] A gauf einem Banachraum B aber das System der Halbnormen
(2.7) induiert wird. Es ist dann

. i © tellt den, der
i gegeniibergestellt werden,

von. ]Ziir;' %grllgal,ﬁfoéigxze)nkgggole;giezg‘klililse; e(i%;\,s 9rze§gte Operatorenideal

A[T] zu T zuriickfithrt. Die entsprechende Gleichung

(2.13) T =T(A[T]) .

ist fiir jeden Banachraum B als Aquivalenz der rechts und links stehenden

Topologien zu interpretieren.
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In der Tat, sei fiir jeden Banachraum % eine im. Vergleich zur Norm-
topologie grébere lokalkonvexe Topologie T mit -der Kopplungseigen-
schaft (K) gegeben. P(H) sei ein im Sinne von (P,), (P,) deﬁnierexides
System von Halbnormen fiir die Topologie T iiber dem jeweiligen Banach-
raum F. Uber die bereits frither gemachte Feststellung hinausgehend
daB T zur Erzeugung eines injektiven Operatorenideals 4[T'] verwendeé
werden kann, weisen wir jetzt filr jedes p aus P(F) die Existenz einer
linearen Abbildung 7, von F einen geeigneten Banachraum 7 mit

(2.14) 1T = p(x)
nach. Dazu betrachten wir den linearen Teilraum ®, von H, der durch
die Gleichung
p(r) =0
bestimmt wird. Auf dem Quotientenraum
E = E|B,
konnen wir durch die Festsetzung
(2.15) B(Z) = p(2)

ei_ne Norm einfithren. Durch Vervollstindigung des Raumes F bzgl.
dieser Norm 7 erhalten wir schlieSlich einen Banachraum F. Als Abbbil-
dung T, wihlen wir jetzt einfach die Zusammensetzung des kanonischen
Homomorphismus von F auf den Quotientenraum F mit der identischen
Einbettungsabbildung von # in den Banachraum F, also

Tox =%

als Abbildul-lg des Banachraumes in den Banachraum F. Fir die
Norm deg Bllde% Tz in E und damit auch in 7' gilt wegen. (2.15) gerade
(2.14), wie gewiinscht. 7T'; ist also jedenfalls eine Abbildung vom Typ
A[T]. Dementsprechend gehort ||Towf, d.h. p(») selbst zu demjenigen
H.albno?mensystel?l, dag durch das Operatorenideal A[T] auf ¥ induziert
wird. Die r%?opologle T(A [T7]) ist demnach feiner als die AusgangstopologieT'.
{&ndererselts'ste]lt. sich jede Halbnorm p, des auf F durch das Operatoren-
ideal A[T] induzierten Halbnormensystems in der Form

Po(@) = T3 ’
mit einer Abbilcflung T, vom Typ A[T] dar, und daher existiert in dem
System P(F) eine Halbnorm p, die mit einer Konstanten € >0 eine
Abschitzung

Po(®) < O-p(a)

leistet. Also ist die Topologie T feiner aly die To; i \
ologie T'(4 . -
menfasgend formulieren wir den poe (ALTD. e

* © '
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8ATz 2.2. Bin System lokalkonvezer Topologien T, das jeden Banach-
raum B mit einer groberen Topologie als der Normiopologie versieht und
das fiir je zwei Banachriume B wnd F die Kopplungseigenschaft (K) besitet,
kann stets durch ein injektives Operatorenideal erzeugt werden, ndmlich durch
das auf T zuriickgehende Ideal A[T]. Bs gilt dann

(2.13) T =T(A[T)

im Sinme einer Aquivalens der rechts und links stehenden Topologien fir
jeden Banachraum H.

Das gemeinsame Fazit der Sitze (2.1) und (2.2) ist die umkebrbar
eindeutige Beziehung zwischen injektiven Operatorenidealen einerseits und
Systemen vergroberter lokalkonvexer Topologien auf Banachriumen mit
der Kopplungseigenschaft (K) andererseits. Wir demonstrieren diese
Bezichung jetzt an zwel Beispielen.

1. Beispiel. Jeder Banachraum E werde mit der schwachen Topologie
T, ausgestattet. Zur Erzeugung von T, moge das System P,(F) der
Halbnormen '

paluzl..an(,w) =sup{Kz, el 1 =1,2, ..., n}
dienen, das sich auf die endlichen Mengen. {a;, @s, ---, &} Stetiger Linear-

formen, itber B griindet. Wie bereits der Name sagt, ist die schwache
Topologie schwécher, d.h. grober als die Normtopologie. Auch die Kopp-

" lungseigenschaft (K) ist erfillt. T, bestimmé demnach ein injektives

Operatorenideal A[T;]. Die zu A[T,] gehorigen Abbildungen T sind
durch Ungleichungen
1)) < C'palaz...an(m)

charakterisiert und besitzen daher einen endlich-dimensionalen Bildraum.
Es handelt sich also num ausgeartete Abbildungen. Da andererseits d.ie
ausgearteten Abbildungen in jedem Operatorenideal enthalten sind, gilt

A[T,] = Lq.

2. Beigpiel. Auf jedem Banachraum B werde als lokalkonvexe
Topologie die Topologie T, der gleichmiBigen Konvergenz m# den kompa];—
ten Teilmengen. des dualen Raumes B’ zugrundegelegt. Diese Topologie
“resultiert aus dem System Pj(F) der Halbnormen

pr (@) = sup {|<z, |: acK}

mit beliebigen kompakten. Teilmengen K von E' und erfiillt ebe.nialls
die Voraussetzungen fiir die Erzeugung eines injektiven Op.era,toremdejals
A[T,] nach dem Prinzip der Vergroberung der Topo?ogle des Urbild-
raumes. Die auf einem Banachraum B erklirten Abbildungen. T vom
Typ A[T,] erweisen sich durch den Satz von Arzels-Ascoli als kompakt.

8
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Andererseits stellt der Satz von Schauder ein Beweisprinzip dar, vermoge
dessen auf die Zugehorigkeit einer jeden kompakten Abbildung zum
Operatorenideal A[T}] geschlossen werden kann. Also stimmt das Opera-
torenideal A[T)] mit dem Ideal K der kompakten Operatoren iiberein.

3. Die injekiive Hiille beliebiger Operatorenideale. Bs sei jetzt A4 ein
beliebiges Operatorenideal. Ubernehmen wir die frithere Konstruktion des
Systems lokalkonvexer Topologien T'(A) und die anschlieBende Herstellung
des injektiven Operatorenideals A[T(A)], so. bleibt es bei der Inklusion

(2.10)(a) Ac A[T(4)],

denn die Injektivitit von A hat lediglich fiir den Nachweis von (2.10)(b)
eine Rolle gespielt. Das Ideal A[T (A)] besitzt fiir das Ideal 4 die Bedeutung
eines einbettenden injektiven Operatorenideals, das seinerseits in jedem
injektiven Operatorenideal enthalten ist, welches das Ideal A enthilt.
Dieser Sachverhalt rechtfertigt die Bezeichnung injektive Hiille fiir
A[T (A4)]; wir schreiben )

A[T(A)] = 4;.

Die Abbildungen des Ideals A; kénnen aber noch nach einem anderen
Prinzip aly dem der injektiven Hiillenbildung aus dem Ideal A.gewonnen
werden. Aufschlufl dariiber erteilt

Satz 3.1. Fine Abbildung T <L (E, F) gehért genaw dann zur injektiven
Hille A; eines Operatorenideals A, wenn T bei geeigneter Brweiterung des
Bildrawmes F in eine Abbildung vom Typ A ibergeht, d.h. wenn eine isomet-
rische Binbettung J des Banachraumes F in einen Banachraum B existiert,
so daf die Abbildung T = JT in A (B, F) liegt.

Wir schicken dem Beweis dieses Satzes einen Hilfssatz voraus. Bs
wird sich darin um Banachriume mit der Fortseteungseigenschaft handeln.
Ein Banachraum F besitzt die Fortsetzungseigenschaft, wenn jede auf
einem linearen Teilraum X eines Banachraumes JF erklirte lineare
stetige Abbildung mit Werten in F unter Erhaltung der Norm auf den
ganzen Raum - fortgesetzt werden kann. )

Hwrssarz 3.1. Hs sei I ein Banachraum mit der Fortsetzungseigen-

schaft und T eine Abbildung aus L(E, 17’), die mit einer linearen stetigen
Abbildung 8 von B in einen Bamachrauwm 7 dwrch

(3.1) Nl < 18]
verkniipft ist. Dann lift T eine Produktdarstellung
(3.2) T = RS

ou mit ReL(Z, F) und |R| < 1.
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Beweis. Das Bild des Banachrauwmes E bei der Abbildung § ist
ein. linearer Teilraum Z, von Z. Indem man ein beliebiges Element z aus
Z, mit einem. geeigneten Blement # aus E in der Form

2 =8z
darstellt, kann man durch
. Ry =T

eine Abbildung R, von Z, in F definieren. Das ist tatsichlich eine sinn-
volle Festsetzung, Denn existieren fiir ein ze¢Z, zwel Darstellungen

2z =08z wd =z=2~87,
go folgt nach (3.1) aus
auch
' Tz—2') =0,
also
To = Ta'.
Die Abbildung R, ist offensichtlich linear. Die Gleichung
[Bo2ll = 1T

liefert in Verbindung mit der Ungleichung (3.1) die Abschétzung
[ By2ll < 18] = [lel] -

Also ist R, auch stetig, und es gilt [By|< 1. Da der‘ Bildraum F gie
Fortsetzungseigenschaft besitzt, kann R, von dem Teilraum Z, un er
Frhaltung der Norm auf den ganzen Raum Z fortgesetzt werden. HEs sel
R eine derartige Fortsetzung von E,. Man hat dann.

Re = Ry2 fiir zeZ,

bzw.

R(Sw) = Ro(8w) = To  fiiv <.

Mit dieser auf dem ganzen Raum Z erklirten linearen stetigen Ab-

bildung R besteht daher fiir I' eine Produktdarstellung
T = RS,
. , .. —
e \?\/’?f ?orgﬁif 1t‘n;ztz3$];3 glvﬂtail,vzvrlle ngzvzm{-l’)s; selbst. Die injektivg
Hiille AI des dpei'atorenideals A werde zu:né‘mchst fiir solche ~Paajre E, rf’
von Banachriumen betrachtet, deren zweite Kom‘ponente r dl(.?» Fo: uf
setzungseigenschaft besitzb. Ist Ted; (B, ), so gibt es (zazu eine a,>
¥ erkliirte Abbildung § vom Typ A, efwa SecA (E, Z), mi
1] < [|Seel]

i
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Nach Hilfssatz 3.1 kann 7' in Form eines Produktes
T =RS

von § mit einer Abbildung R aus L(Z, 17’) angesetzt werden, und daraufhin
garantiert die Idealeigensehaft (A,)(a) die Zugehorigkeit der Abbildung

T zu A(E, F). Fir Banachriume # mit der Fortsetzungseigenschaft hat
sich also das Zwischenresultat !

(3.3)
eingestellt. .
Zur Untersuchung von A4,(B, F) fir beliebige Paare von Banach-
réumen H, F bemerken wir, da8 jeder Banachraum F isometrisch in
einen Banachraum F mit der Fortsetzungseigensehaft eingebetitet werden
kann, nimlich in den Banachraum M (V%) der beschrinkten Funktionen
auf der Binheitskugel 7° des dualen Raumes F'. Ist J die betrefiende
Einbetmmgsabbildung von F in den Raum M(V°) und T eine beliebige

A,(B,F) = A(B, T)

Abbildung aus 4;(B, F), so liegt das Produkt T =JT in 4;(B, M (V).

Auf dem Wege iiber
A; (B, M(V) = A(B, M (V)

kann nun weiter auf TeA(E, M( V°)) geschlossen werden. Es gelingt
algo tatsiichlich, eine Abbildung TeA;(H,F) durch Erweiterung des
Bildraumes F in eine Abbildung vom Typ A iiberzufiihren.

Ist umgekehrt eine Abbildung TeL(H, F) so beschatfen, daB bei
einer gewissen isometrischen Einbettung J von F in einen Banachraum
F eine Abbildung T = JT aus A(H, ].7’) entsteht, so kann von

[T = || 7]

her gefolgert werden TeA, (¥, F). Damit ist Satz 3.1 in vollem Umfang
bewiesen.

Wir benutzen Satz 3.1 fiir eine neue Charakierisierung der Injektivitit
von Operatorenidealén. Entsprechend der Definition der injektiven Hiille
kann man zunéchst sagen, dag 4 genau dann injektiv ist, wenn T'e A, (B, 1)
jeweils zur Folge hat 7T <A(B, F). Die Zugehdrigkeit einer Abbildung
T zu Ay (B, F) charakterisieren wir jetzt im Sinne von Satz 3.1. So ergibt
sich als dquivalente Bedingung 2u (I) die folgende Bedingung:

(UB) Ist TeL(B, F) und J eine isometrische Einbettung des Banach-

raumes F in einen Banachraum f’, vermdge der JTe¢A(E, F) gilt, so
folgt T<A(E, F). :

Das Kennzeichen (UB) soll anf Unabhingigkeit vom Bildraum hindeun-
ten. In der Tat kann ja die betreffende Bedingung dahingehend inter-

* ©
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pretiert werden, daf die Zugehorigkeit einer Abbildung T zum Opera-
torenideal A nicht vom Bildraum abhingt, d.h. nicht nachtriglich durch
Erweiterung des Bildraumes herbeigefiihrt werden kann, wenn sie nicht
von vornherein vorliegt. Wir werden daher injektive Operatorenideale
auch bezeichnen als Operatorenideale, die vom Bildrawm unabhingig sind.

4. Injektive Normideale. Ein Normideal A soll injektiv heiBen, wenn
es — fiiber die Xigenschaft (I) eines injektiven Operatorenideals hinaus-
gehend — die folgende Eigenschaft besitzt:

(IN) Ist SeA(H,q) und T<L(E,F) mit

(2.6) Tl < [|S2ff  fir alle 2B,
go folgt TeA(H, F) und
(4.1) ao(T) < a(8).

Die gewohnliche Operatorennorm macht jedes injektive Ope?a,toren-
ideal zu einem injektiven Normideal — ein Sachverhalt, der aber wgderum
nur dann von. Interesse sein wird, wenn auf diese Weise ein bezﬁght?h der
Operatorennorm: vollsténdiges Normideajljﬂ g@t:ht, wie es etwa bel dem

1 der kompakten Operatoren der ist. . )
IdealZi(ell der B(?tmchtung];;n dieses Abschnittes ist es, qie %njektwe Hiille
A, eines beliebigen vollstindigen Normideals A so mit einer Idealnorm

"a; auszustatten, daB ein vollstiindiges injektives Normideal entsteht.

Sarz 4.1. Hs sei A ein beliebiges Normideal mit e als Idealnorm. Dann

wird durch den Ansote
ar(T) = int {«(8): ScA(H, &) mit ||Ta]| < ||Sa[}

auf jeder einzelnen Komﬁonente A (B, F) der injﬁktimm HWZ@ A; 'LZM/ A
eihe Norm definiert. Diese Norm ist Idealnorm fw‘ Ay und macht Ay z;;
einem injeltiven Normideal. Aus der Vollstindigkeit von A begl. e ergi
sich die Vollstandigkeit von Ay bagl. o. . .

Beweis. Die Normeigenschatten von a; auf A;(E, F) sind leicht
zu verifizieren. An ||Ta|< |Su|| kann man

7Y < [18H
ablesen. Beruft man sich weiter auf ,
(18] < «(8),
§0 gewinnt man die Angsgage ' )
17} < @z (T)-
By gilt also , :
a7(T) > 0 und az(T) = 0 nur im Falle T =0.
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Die Homogenitit

(ng) a7 (AT) = [Aay(T)
liegt auf der Hand. Der Beweis der Dreiecksungleichung
(ng) ar(Ty1+ 1) < oy (Ty) + g (T5)

vollzieht sich folgendermaBen. Zu beliebig vorgegebenem ¢ >0 werden
Abbildungen S,¢A(E,q,) und 8,¢A(H, @) bestimmt mit

Tiol < [8yall  wnd  a(8y) < ay(Ty)+e,
[Taal] <ISem]  wnd & (8y) < ar(T5) .

Eine analoge Konstruktion zu derjenigen, die uns im Abschnitt 2 zu
zwei Abbildungen T,eA(E, F,) und T2« A(E,T,) eine ant F erklirte
Abbildung
(2.9) T =1I1T+1,T,
vom Typ A geliefert hat, fihrt uns jetzt zu einer auf # erklirten Abbildung
(4.2) 8 =I,8;+1,8,

vom Typ A. Entsprechend der Festsetzung der Norm auf dem Bildraum
von S gilt ' : :

18] = 118l + 1S,

Daraus resultiert fir die Norm von (T1+Ty)z im Raum F die
Abschitzung

(43) T+ Tl < (18],
denn es besteht die Ungleichungskette
W1+ To)a]| < |1 Toall+ | Toal] < 18,2l + |18, 2.
Die Abschitzung (4.3) 148t die SchluBfolgerung
| ar(TytTy) < (8) |
zu. Die a-Norm von § wiederum kann im AngchluB an (4.2) durch
*(8) < a(I181) +a(I,8,) < a(81)+a(Sy)
abgeschéitzt werden. Beriieksic_htigt man schlieflich noch
a(8) < ef(T)+e
s0 stellt sich das Ergebnis .
ar(L14T5) < ap(Ty)+ ay(T,)+ 26

ein. Die Dreiecksungleichung (1) folgt von hier aus durch den Grenz-
ibergang & - 0. ) . :

und “(Sz)g“l(Tz)‘}'E;

° ©
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Es werde jetat eine Abbildung T aus 4,(B, F) mit einer beliebigen
Abbildung B aus L(F, &) verkniipft. Der Ausdruck fiir die Norm

o (BT) = ini {a(S): 8<A(B, Z) mit |RTa| < [Sef} -

kann dann dadurch vergroBert werden, daB man den Abbildungen S vom
Typ A an Stelle von ‘
BT < ||Sa]
die schiirfere Bedingung
IB] - | Tl < 8]

auferlegh. So tritt die Idealeigenschaft

(M) (2) ar(BT) < |Bler(T)

zutage. ‘ ‘
Fir das Produkt einer Abbildung R aus L(E, F) mit Abbildung
T aus A;(F, @) hat man entsprechend
or(TR) = inf {a(8): ScA(E, Z) mit |TRx|| < ||Sz|}-
Bine Abschitzung von e ;(TR) nach oben ergibt sich ans der zusitz-
lichen Forderung nach einer Produktdarstellung
8 =8R mit SeA(F,2)

fiir die zuldssigen Abbildungen § aus A(H, Z). Da die Idealnorm « auf
A selbst die Idealeigenschaft

¥)(b) a(8B) < [[Rl|«(8)
besitzt, kann weiterhin die Infimumsbildung anstatt iiber a(§R) iiber
|R||«(8) erstreckt werden, d.h.
ay(TR) < int {|Bl(8): §<A(F, 2) mit | TRl < ||SRa]}.
Mit einer nochmaligen VergroBerung des Infimums ist zu rechnen,

wenn, ~
1Tyl < Syl

nicht nur fiir die Bildelemente y = R, sondern fu.r belieb.i'ge Elemente
y aus F gefordert wird. Auf diese Weise kommt die Abschitzung

a7 (TR) < int {|R]a(8): BeA(T, 2) mit | Tyl < [I8yl}
zustande, die endgiiltig zu

(M) (b)
fiihrt,

a7 (TR) < || Blle;(T)
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Die Idealnorm «; macht das injektive Operatorenideal A, zu einem
injektiven Normideal. Ist nimlich Tyed; (¥, F) und T eine auf B erkbirte
lineare Abbildung mit

T2 < 1T gl
50 kann jede auf B erklirte Abbildung § vom Typ A4 mit
1Tl < |I8z)
aunch zur Abschitzung von ||T#|| verwendet werden. Aus dieser Bemerkung
wird
ar(T) < az(To)
ersichtlich.

Zum Beweis der Voﬂstéi,nqigkeit von, Ay bzgl. «; unter der Vorausset-
zung der Vollstindigieit von A hzgl. « ergéinzen wir das Zwischenresuliat

(3.8) : A;(B,F) = A(B, F),
das sich auf Banachriume I mit der Fortsetzungseigenscha.ft bezog, durch
den Zusatz

(4.4) (D) = a(F) fiir TeA(B, F).
Klar ist

ar(T) < a (7).

Weiterhin operieren wir fiir beliebiges & > 0 mit einer auf B erklirten
Transformation § vom Typ A4, die

(4.5) Hf’mlléll&wll und  «(8,) < of(T)+s

leistet. Da T den Banachraum B in einen Banachraum ¥ mit der
Fortsetzungseigensehatt abbildet, ist Hilfssatz (3.1) anwendbar. Er sichert
die Existenz einer linearen stetigen Abbildung R,, die eine Faltorisierung

(4.6) T =R,8,

bewirkt, und deren‘ Norm durch

(4.7) B <1

beschréinkt ist. Aus (4.6) und (4.7) kann die SchluBfolgerung
o(f) < (8))

gezogen werden, die in Verbindung mit (4.5) die Aussage
‘ (1) < ar(D)+ 5
liefert. Die positive Zahl & war beliebig gewihlt worden; also gilt

| o(T) < oy (),
und (4.4) ist bestitigt.

icm°®
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In A;(B,T) sei jetzt eine «;-Cauchy-Folge T, vorgelegt. Durch
Anwendung des Operators J, der den Banachraum F in den Raum
F=MN (V°) einbettet, verwandeln wir sie in eine Folge von Abbildungen

(4.8) T, =JI,,

die in A;(H, 1?’) und nach (3.3) daher auch 131 A(E,_Z:") enthalten ist.
Diese Folge igt eine a-Cauchy-Folge in 4 (H, F). Denn der Zusatz (4.4)
gewihrleistet zunichst
(4.9) (T, — 1) = gl F,—T),
und wegen L.
(L Tyl = (L To) el
und der Bigenschaft (IN) der Idealnorm e; hat man weiter
(4.10) ar (T, —T,) = ag(Ty—Tp).

Da A(E,I:’) laut Vorgaussetzung vollstindig bzgl. « ist, gibt es in
A(E,F) eine Abbildung T mit |
(4.11) . m’a@n—i) =0.
Erst rvecht gilt dann
lim |T,—T] =0 und ﬁi’nm = Tu
n—>0

fiir jedes z<E. Nun liegen die Bildeleme:nte T,z simtlich m F, uidin
ist ein abgeschlossener Teilraum von~F. Demzufolge gehort auch Tz
fiir jedes # aus B zum Raum F, dh. T besitzt eine Darstellung

P =JT

mit TeL(H, F). Es ist aber sogar TeA{(E,F), denp da%%n(jlek]tli;;e Opegzl-l
torenideal A; unterliegt der Bedingung (UB). Eine 41153) 91:0 Ihjine:itiert
Bemerkungen, mit denen die Gleichungen (4:9) und (4.

wurden, zeigt jetzt i} o
a(Ty=T) = ag(T,—T) -
und L
oy (T,—T) = oy (T,—1). . .
Die Grenzwertbeziehung (4.11) tibertrigt sich also auf die e;-Norm

von T — T und ergibt ) .
" lim (T, —T) = 0.
n—rQ
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bzgl,Daa;HEZeﬁg_e%él Beweis fiir die Vollstéindigkeit des Raumes A.(B, F)

Als Demonstrationsbeispiel fiir die Bildung der injektiven Hiille eines
Vf)llstéindigen Normideals behandeln wir das Ideal N.der nuklearen Ab-
bildungen. Die zur injektiven Hiille N; von N gehérigen Abbildungen
sollen injektiv-nuklear genannt werden. Wie gich herausstellt, deckt sgieh
der Begﬁff der injektiv-nuklearen Abbildung mit dem der qua:sinuklearen
Abb]tldung. Nach Pietsch (vgl. [3], [4]) heiBt eine Abbildung TeL(E,F)
quastnuklear, wenn es eine Folge von stetigen Linearformen a; iber B 7mit

Ml < o0

=1

gibt, so daB sich die Norm (Tz| fix alle #eE durch

(4.12) 172 < ) K, a,)|
: i=1

abschétzen 148+,

In der Tat, einer derartigen quasinukleare i V

. n Abbildung 7' von F i
F kann eine nukles i i i
o Abbiltu eare Abbildung S von E in I* zugeordnet werden, nimlich
Sz = 2(%, @ e,
1=1 .

%lie; (Zasb;lﬂzlgimﬁ]zllt wdmll)s B dlauf dié in I* gelegene Folge {<w, a,>} abbildet

: bezeichnen dabei die Binheitsfolgen in 7. ie Nor ild-
elementes Sz in I* gerade durch e in - Do dle NOP@- fes Bid-

I8a] = f’l«v, @]
. t=1
geliefert wird, kann an’ Stelle von (4.12) auch
" (26) 1Tl < (|82
iglrlejs:]f;i‘;a}fux.lk 122;1;121;1) 1]131?11;11 die'sEe'Ungleichung aber weist sich T | als
nukleare Abbildung von Egi: (?Fl‘l voxl'l,glrege%ti, Is,sc:E E;:‘iﬁeﬁiﬁﬁ Ze;iz]esr i:g:giz:

t I ) . :
( 231:s )Iluhlflﬁiag'el]; Abbildung § vo:i B in einen Banachraum @ die Abschiitzung
.6). ann. ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ein Ansatz

Sw = 2<"”: ay;
=
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gemacht werden mit stetigen Linearformen g iiber £ und Elementen
y, aus G, die den Bedingungen ‘

Dlladll < 4o0 und gl =1 i i =1,2,3,...
qesl

geniigen. Durch

8] < 3 K@, ap
=
1466 sieh‘die ‘Abgchitzung (2.6) jetzt zu (4.12) fortsetzen, und damit ist
T als quasinukleare Abbildung von F in F erkannt.
Als quasinulkleare Norm einer quasinuklearen Abbildung T wird in

den Arbeiten [3] und [4] das {iber alle Summen 3 |l von zulissigen
. i=1
Linearformen a; erstreckte Infimum :

o

mo (1) = int { 3 a: |Zol < Y KK, appl}

4=l . i=1
definiert. Wie man leicht verifiziert, fillt die quasinukleare Norm =,(T)
mit der auf der injektiven Hiille N; von N erklirten Idealnorm v(T)
zusammen. So ergibt sich die Ubereinstimmung des Ideals der quasinukle-
aren Abbildungen als vollstindigem Normideal mit dem vollsté'mdige-n
Normideal N; der injelktiv-nuklearen Abbildungen. Satz 6 der Arbeit
[4] bringt die allgemein giiltige Inklusion

Ac A4
zum Ausdruck, und Satz 7 ordnet sich der Aussage
(3.3) A (B, F) = A(E, F)

mit dem Zusatz . -
(4.4) a;(T) = a(T)

unter, die sich auf Bapachriume F mit der Fortsetzungseigenschait
bezieht. Theorem 1 schlieBlich findet sich in dem hier bewiesenen Satz
3.1 wieder. Da ferner das Ideal N der nuklearen Abbﬂd@gen mny.sden.m
vollsténdigen Normideal enthalten ist, kann a,utoma;t.iseh Ehe'a Zw',gchomgkew
der injeltiv-nullearen Abbildungen 2u jedew:a vollstc‘ifnd:cgm injektiven Norm-
ideal gefolgert werden. Von hier aus erhalt man einen Zugang zu_den
Sitzen 11 und 4 der bereits zitierten Arbeit [4]. Es handelt smh'da,bel
nm die Feststellung, dab jede quasinukleare Abbildung absolutsummierend

bzw. kompakt ist.
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The conjugate of the product of operators
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J. A. W. vay CASTEREN and SEYMOUR GOLDBERGH* (College Park, Md.)

Throughout this paper § is a linear operator with domain D(S)
dense in Banach space X, kernel N (8) and range R(8) in Banach space Y.
T'is a linear operator with domain dense in ¥ and range in Banach space Z.
T’ and X' denote the conjugate of T and X, respectively.

In [3], Schechter proved the following theorem (Gustafson, Bull.
A.M.S. 75, no. 4, proved the theorem for Hilbert space):

1. TEEOREM. If 8 and T are closed and R(S) has finite codimension,
then (TS) =8'T.

We show that in a Hilbert space setting, Schechter’s theorem is best
in the following sense: - .

9. TumorEM. Let S be o densely defined closed linear operator with
domain and range in Hilbert space H. The adjoint (T8Y* = 8*T* for all
odlosed densely defined limear operators T with domain and range in H if
and only if R(8) has finite codimension.

In proving theorem 2 the following lemma is used:

3. LEMMA. Given a closed-infinite-dimensional subspace M of Hilbert
space H, there exvists a dlosed linear operator with domain a proper dense
subspace of H and ramge contained in M.

Proof. Choose an infinite orthonormal subset &, s, ... of M with
closed linear span denoted by N. Define the map K from N into N by

Kz = 22._?(3; B B -
el

Then K is compact and 1-1. Since Kaz; = 277g; and K is compact,
R(K) is a proper dense subspace of N by [2], IIL. 1.12. Hence D = R(K)®
@N* n M@ M+ is a proper dense subspace of H and B:D — M, defined
by B(Kz+u+1v) =2, 2elN, weNt N M and veM?, is easily seen to be
closed. )
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