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ACTA ARITHMETICA.
XIX (1971)

Normalité de @*
par

G. Ravzy (Marseille)

Nous allons démontrer le théordime suivant: il existe une suile de
nombres réels (v,) telle que la suite (Av,) est équirépartie modulo 1, st et seule-
ment 81 1 est un nombre rationnel non wul.

1. Définition de la suite (v,).

1.1. Soit (u,) une suite telle que:

{i) quel que soit %, u,[0, 1],

(ii) quel gue roit lentier ¢ > 1 et 'entier » = 0 la suite (w,,.,) est
équirépartie sur [0, 1] (une telle suite existe: il sutfit de prendre u, = na—
—[na] ot a¢f).

1.2. Soit A, (n entier =1) 'engemble des couples (m, n) avee 1 <
<m<n et (m,n) =1 et goit 4 = ) 4, Nous ordonnons 4 en posant

=1
(m,ny << (m',n") 81 n<n' ou bien si n =n' et m<wm'.

Nous définfssons alors une fonction croissante g de 4 dans [1, oof .

de telle nanidre que, quel que soit (im,n)e A si N =z g(m, n) on ait:

N
. 1 '*11 Qiﬂs‘z“k - 21‘7:2.1: 1
( 1) - [ — e dw | < e
N & Va
fe=0 0

pour tous les p tels que —n? < p << n? par exemple (ce gui est possible
puizque la quite () est dquirépartie et que 1'indgalité porte sur un nombre
fini de p). On supposera g (1, 1) = 1 et que g{ir, n) = 2 pour (m, n) > (1, L}
On supposers d'auntre part que: g(m, n) > 1/%, de sorte que sl on pose

Gmyn)y =[] glu,n

()= (myn)

{ii) gl (m,m) <{m',n) Gm,n)<< —1:- G{m',n'),
. Va
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1.3, 81 n est un entier =1, nous définissons k(n) par la relation
kim)l < Vi < [fe(n)-1]! et nous pogong I (n) = k(n)l. Soit alors H un
entier 3 0, i1 existe un entier »(m, n; H) tel que

0 < mH v (m, n; H) K (n) < K(n)

m étamt premnier avec n est inversible modulo n, 11 existe done un entier
t(m, ny H) tel que

mi{m, sy Y = v (m, ny H) (modn),
0 <5 H-tim, ny HYK (0) < ndl(n).

81 on pose w(m, n; H) = H+t{(m, n; H)K{n) on a doue
)y ¢ < wlm, n; H) < ol (n) < 02,
(i) w(m, n; H) = T {mod K (n)),
(iii) maolm, n; HY = mH +»(m, #; H) K (n) (modn) et en particulier
vu la définition de », le reste de la division de mar(m, #; H) par a, soit
r(m, n; H), est tel que:

0 < r(my g H) < I (0) st

1.4, Ta suite (vy) est alorg définie de la maniére suivante: o, = 0,
eb 51 Glm, n) < N <@, n) ot (m,n) et (m',n') sont dewx &ldmenta
congéentifs de ensemble A,

Dy = w0, n; N— G0, 0)) bWy _rmn -

_ 2. Estimation de somumes de Weyl. Soit p/¢ un nombre rafiounel,
tel que ¢ =1, » # 0, (p,q) = 1. Noug désignons pax P entier compris

oo
entre 1 et q congrn & p modulo ¢, de sorte que (, g)e 4, el que (IM}(Z

est entier.
Pour N = 1 nous posons:
N-toow
o PYE vj.
SNy = g 0",
Ad

fesalh

2.1, Estimation de S(G(F’, Q")) od
dans 4. On a

(P, Q) est lo suivant de (P, q)"

G-t g
BEP, Q) = sig@, )+ Y e
. Reme (i)
Evidemment

862, )| <G, q)
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d’antre part, si G(P, g) <k < &GP, ) par définition de w,,

U = W (P: g; k—~G (P, Q)) + e
et

2imy, Bintuy P,y MRLw(Pak- GU)
e ak _ 2 P

Te reste de pw({P, q; k—G(P, q)) par ¢ est le méme que celui de

P (P , §; h—G(P, q)) par g (par définition de P) el o’est done la quantité

notée »(P, g5 k—G (P, q)) comprise entre 0 et Vg @aprés (i) du Para-
graphe 1.3. BEn vertu de la majoration [ — 1| < 2xx| on en déduit:

) s
2im—uy. 2‘!':151(}L 7P I/
e "7 —¢ ’ = Tc.__q;
q
i’olt
(P I.ij) ~1 2""7‘:21’!;' HP Q- P,y -1 9 vu [
6 Zr I!I<G(P, QI) kil
g s

Ld /
Re== G (Pott) =0 Yq

Supposons alors que —g? << p < g% En vertu, de inégalité (i) du para-
graphe 1.2 compte tenu du fait que:

GP, Q=G (P, q) = (¢(P,Q)—1&(P, ¢) = g(P, )
Coon & " '
G(P‘,(;)’};_"(TJ(P,Q)"I airly,  2inke
16, Q)G (P, )] [o ¢ d]
h=0 g

1
SIGE, Q) —GP, )] —
Vg

D’autre part, d’aprés Uindgalité (ii) du paragraphe 1.2:

. , 1
G(P,q) <GF, Q)=
Vq
Lou finalement:

| S{a(r, @)

L oninls

G, Q) [ e Shwl
Y

| < i &P, Q1.

2.2, Estimation de 8 [ ¥) pour N grand. Nous supposons que G(m, n)
SN <Gim',n'), (m,n) et (m', n') étant deux éléments conséoutifs de A,
ot nous supposons N done » assez grand pour que ki{n} = ¢ {(ce qui est
posgible puisque k(n) —+ co quand n - oc). Alors, ¢ divise. K (»n). Nous
supposons que: Mg<, N—6G(m,n) < (M+41)¢ et nous évalnons tout
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d’abord:

Mg |-tia,n) -1 1

Zm-ijr
S

Fe=td (20,0

8 My+G(m, n)) = S{G(m, n))+

Pour @ (m,n) < E<G(m’,az) v = w{m, w5 b— Gty WY+ Uy gy OF
d’apres (i) du paragraphe 1.3 compte tenu du fait que ¢ divise K(n),
wim, n; kG, n)) = k—G(m, ») (modulo g) de sorte que
My~ Zm (Izliq)
8(Mg+6 (m, n)) = $(G(m, n) -+ 31 '
!r
Soit encore:
q—_—l .”.n:u’)): M_ 1

8 Mg+ G (m, ) — 8{G (m, n)) :zZ s ¢ Z ¢

Zer:j N, B ql

1= 0 =0
La suite (w,,,) étant équirépartie:
MLy ?z'u el H 2'11?:
NS [ w0 ().
= b
81 ¢ = 1 intégrale est nulle, si ¢ % 1L pjg # 1 el
-1 nr
v ew = 0.
=
Done
8 (Mg+G(m, n)) = S(G(m,n)+o (M)
comine ‘

|S(N)— 8 (Mq+G(m, n))| < ¢
et que M = N—6G(m,n) on en déduib
8N = S{G(m, n))+ o[ NG (m,n).

(Le o étant uniforme on (m, n).)
En particalier:

S{@(m', w)) = S{A (my n)) - o{@ (m'y ')~ G (w, 0] == o6 (m', n')).
Done quand w est asser granl

8(G(m, n)] = o(G{m,n)).
Maintenant: .

|

S(I) = B{G{m, n))4- 0[N —G(m, n)

0 (G (e 0)) 4 0 (N ~ @ (1, fn.)) = o (N)

le raisopnement pouvant étre fait en remplagant p/g par phjg pour b # 0
(quitte & prendre la fraction irréductible).
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I1 en résulte gue (p p,| ost équirépartie modulo 1, e’est b dire que
q
tout rationnel non nnl est nn nombre 9, normal.

3. Fin de la démomstration. Soit A2 un nombre véel, non rationnel.
On sait qu’il existe une infinité de fractions irrédunetibles p/g telles gque:
2—plgl < 1/q% Posors:
. AT,_l
.T(N) — 2 62327:21)_;.,
k=0
nous allong montrer que T{¥) nlest pay o(N). Pour I'une des fractions
plg considérons avec les notations du paragraphe précédent la somme
T{er, Q)
(P, -1

27w,
." Q:))‘ é 2 :;TE_!_;.EL
k=0 '

Or sl k<< G{P,Q"), w(m, ny k—G {(m, n))
paragraphe 1.3.
On a done

TG (27, @) — S (&(P", @)

TGP, Q) —8(6(P

w2 Q’aprés Dindgalité (1) du

b1 B2
<) .

Tenant compte de Pestimation obtenue an paragraphe 2.1, on voit que
lorsque g — oo

TGP, Q) = Q) [ dmto(6HP', Q"))

et f glimhe d’x‘ ¢tant diffévent de 0, il en résulte gque la suite *AT(N ) ne

convelge Pa vers 0, c’est & dire que (iv,) n’est pas équirépartie modulo 1
¢e qui achéve la démonsgtration.
Remarque. Doés que g est agses grand
Pl _1 ‘
A 2| S |p| < g
Al lpl <'q

on. peut done bien appliquer Iestimation obtenne au 2.1.

Dopuis envoi do cet article, jai donnéd (Bulletin Soc. Math, France, 98 (1970),
. 401 & 414) une caractorisation des onsewhles normaux, qui montre on pavticulior
gquo tout ensemble dénomhbrable B tol quoe 0¢H of Z*E c B gl normal.

Regu le 10. 2. 1970 (36)



