Note sur topologie exponentielle
par

M. Coban (Moscou)

Soit X un espace topologique. Désignons par A(X) la famille de
tous les ensembles non-vides situés dans l’espace X.

La base de topologie de Vietoris (la topologie exponentielle) dans
VPensemble A (X) est formée par les ensembles du type <U, T, ..., Us:
= {LeA(X) ngulUi; LnUi#09, i=1,..,5} les ensembles U,

U,, ..., Us étant ouverts dans l'espace X.
Kl k
Remarque 1. 8i (By, .., Bs» C(Ly, ..., Lry, alors | JB:C | JLy;
=1 =1

pour tout j e {1, 2, ..., k} il existe un ¢ ¢ {1, 2, ..., 8} tel que B; C ;.

Dans ce qui suit nous allons étudier les sous-espaces de A(X) sui-
vants:

F(X)={F < A(X)| F est fermé};

C(X) = {L e F(X)| L est compact};

Jn(X) = {B e A(X)| card B < n}, olt » est un nombre naturel fixé.

Nous allons considérer tout d’abord les espaces normaux et les
p-espaces; quelques problémes concernant le poids de P’espace vont
suivre.

Notations auxiliaires. La terminologie dont nous allons nous
gervir est empruntée aux travaux de Bourbaki [5] et Kuratowski [7]
sauf pour les termes que nous définissons nous-mémes ici.

Donc, nous désignons par les symboles wX ou fX — selon le cas —
la compactification de Wallman ou celle de Stone-Cech (si wX ou X
exigte pour lespace X). ‘

Nous allons appeler le caractére de Pensemble M dans I'espace X le
plus petit nombre cardinal yz(M) suffisant pour qu’il existe une famille
des ensembles ouverts

Q= {U,| aeb,cardd = yx(M)}

tels que pour tout voisinage OM de M il existe un o e § tel que M C U.
C OM. Lespace X est dit un espace & caractére dénombrable si pour tout
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point # € X on a yx(z) < 8. Le poids de 'espace X sera designé par p(X),

Un T,-espace X sera dit un p-espace (cf. [3]), s'il existe une famille

dénombrable {y.| »=1,2, ...} des sous-ensembles, ouverts de wX, telle

que y, est un recouvrement de X pour n=1,2,.. et pour tout point
o0

zeX on a () y2CX3).

n=1 .

Soient X un T,-espace et wX la compactification de Wallman. On
sait qu'a chaque point £ e wX correspond un certain systéme maximal
centrifié §(£) = {Pa} des ensembles fermés dans l'espace X (c.-a-d. tel
que Py, n Py, ..o n Py, 4 0 pour chaque suite ay, ag, ..., oz des indices).
L’ensemble V' ouvert dans wX sera dit quasi-fermé, si pour tout ensemble
FCV X fermé dans X on a [Fl,x CV. La somme de deux ensembles
quasi-formés est quasi-fermée, elle aussi (voir [12]). Les ensembles du
type OKU) = {€ e wX] il existe un P, e S(£) tel que P.C U}, ot U esh
ouvert dans X, sont quasi-fermés. On admet que tout espace est un
espace de Tychonoff, si Ie contraire n’est pas explicitement mentionné.

Lrespace A (X) est T'-espace si et seulement si lespace X est discret.
E. Michael dang [9] démontra le théoréme suivant: si X est compact,
F(X) lest aussi. A son tour, V. Ivanova démontra dans [6] que F(N),
ol N désigne D’ensemble des nombres naturels avee la topologie discréte,
est un espace non-normal. Done, étant donnés les résultats de Michael
et Ivanova et aussi un théoréme de B. Levehainko (cf. [8]) nous sommes
4 méme de formuler

ProrosITION 1. S0it X wn espace métacompact (c.-a-d. ponctucllement
paracompact). La condition nécessaire et suffisante pour que F(X) soit un
espace normal est que X soit compact.

Le probléme d’établir sous quelles conditions ¢/(X) est normal reste
ouvert. Dans cet ordre d’idées nous allons démontrer le théordme suivant:

ToorEME 1. Les conditions suivantes sont ‘dquivalentes:

(a) X est un D-espace paracompact;

(b) Ju(X) est un p-espace paracompact pour tout mombre naturel n;

(e) C(X) est un p-espace paracompact.

Le Théoréme 1 résultera de notre Proposition 2 et du Théoréme 2
(voir infra).

PROPOSITION 2. La tramsformation de Vespace X dans espace Y—
1 X =Y —est propre (%) si et seulement si la transformation fo: C(X)—C(Y)
0t fe® = fO pour tout dlément & « C(X), est propre.

() Boit M C X et y = {I';} une famille des sous-ensembles de X. Nous éerivons:
yM = Ul eyl Ty I 0.
_, () On dit qu'une transformation continue J: XY est propre si f est fermé et
f 'y est compact pour tout point yeX.
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Démonstration. En admettant que la transformation f: ¢(X)
- ((Y) est propre, on voit aisément que la transformation fir XY est
propre aussi. Admettons done que la transformation f: X -Y est propre.
Considérons le prolongement j: fX —BY de la transformation f sur les
compactifications de Stone-ech.

Etant donné gue les espaces C(8X) et C(BY) sont normanx et com-
pacts, la transformation Jor O(BX)>C(BY) est propre. La transforma-
tion f étant propre, mnous avons f(BX\X)CBY\¥, donc f,7.0(X)
= 0(X)=J"0(X) et fo==Jo|CO(X). Cest pourquoi il suffit de démontrer.

ProrosrrioN 8'. Soit 0.X wne compactification de Hausdorff de Ves-
pace X. La tramsformation e C(X) T (bX) — 0% pour tout élément
Be0(X) on o oH = I — ftablit wn homéomorphisme de O(X) avee pC(X)
CF(bX). La démonstration de celte proposition est similaive & celle de la
Ef"opositio% suivante.

ProposITION 3. Comsidérons la transformation ¢: F(X)>F(wX) od
gL = [Llox pour tout élément L e F(X). Pour tout T,-espace X la trams-
formation ¢ est un homéomorphisme de F(X) sur pF(X)C F(wX).

Démonstration. Il est aisé de voir que la transformation ¢ est
biunivoque. Démontrons maintenant que ¢ est continue. Soient 4 ¢ F(X)
et OpA = (Uy, Uy, ..., Usy, olt les ensembles U, Uy, ..., Us sont ouvert‘:s
dans oX. Alors ils existent les ensembles Vy, Vs, ..., Vs ouverts et quasi-
fermés dans X tels que [Alox € <Vy, Vay ooy Voy C Uy, U, ..., Usy. Done,
pVinX,Von X, ., Vern X> < Opd et AelVinX, . VinX.
Aingi la continuité de la transformation ¢ se trouve démontrée. Pour
prouver que la transformation ¢ est bicontinue il nous reste & 'démont_rler
que la transformation ¢~ est continue. En effet, si @ e pF(X) et Op™ @
= Vyy o, Vs>, alors @ e OV, o, OV 1et pour touf élément
O c{OV>, 0, 0V D npl(X) on a ¢ @ e(Vi,.., Ve, ce qui
achéve la démonstration des Propositions 2 et 3.

TetoriME 2. La transformation gn: X" —>Jdn(X) — 00 @u(®y, ..., ¥n)
= {8y, eouy W} — o8t ouperte, fermde, continue et dordre find ().

Démonstration. L continuité de la transformation @, résulte de
la définition de la topologic de Vietoris dans D'espace 4 (X). .

Congidérons Vensemble B formé dans lespace X™ ef un po.mt
&1y oy @} ¢ gu B, Ol k- m. Btant donné que X es_t un espace régulier,
@a Stant Qordre fini, il vensuit qu'il existe dey voisinages 0_5101,-..., Oz,
disjoints derx & deux {els que pour tout point (@aay, -y Dim) €9 (@5 ooy B}

n
on a [] Onyyr B0,
=1

a1 . s s by e¥
(*) On dit qu'une transformation f: X ¥ est d*ordre fini si pour tout point y €
T'ensemble /™y est fini.
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Nous allons démontrer maintenant que {Ow, ..., Ozx> ~ g, B = @,

Admettons le contraire, c.-h-d. qu'il existe un point {y,, y,, ey Ys}

€ 0wy, 0wy, ..., Omp) M o B, 01k < 5 << . Par conséquent,, il existe un point,

(1) 22y +ovs 20) € B A @ {3y, U, oy Yspo VU que {yy, .., ys} € <Oy, ..., Oy

pour tout j e {1, 2, ..., n}, il existe un Oz, tel que 2 € Ozy5y. On obtient
n

done (2, 23y ey 2a) € [] Owy; ce qui est en contradiction avee la condition
=1

n
[10zy; ~ B=@. Ainsi la transformation @n est fermée. Maintenant
i1 ‘

nous allons démontrer que la transformation @, est ouverte. Choisissons
k3 T
.. . n
- un voisinage O(y, ..., @)= [JOz; du point (wy, @y, ..., o) ¢ X" tel que
i-1

Oy = Om; pour z;=x; et Om; ~ Oz; =@ dans le cas contraire. Noug
allons démontrer maintenant que ¢,0(x;, oy @) D 0wy, ...y Ond.

En effet, si {y:, 45, ..., ¥s} € <Oy, ..., Om,>, alors il existe un point
(Wi Yieys -es Yiw) €@ 1y Yoy -y Y} tel que g€ Om; pour tout
je {1: 2, .., 'n’}' DODC) (f’/'i(l)a Yi@)yeer s Yiim) € 0((171, Doy weey @n).

Ainsi le Théoréme 2 se trouve démontré. En vertu d*un théoréme
de Michael ([9], Théoréme 4.9. 13) Vespace C(X) est métrisable si et
seulement si I’espace X est métrisable. Le théoréme Archangielski dans [3]
et le résultat cité de Michael supplementés de notre Proposition 2 et du
Théoréme 2 constituent ensemble la démonstration du Théoréme 1.

Exuupre. Soit X D’ensemble des nombres réels. Un voiginage arbi-
traire O¢ d’une point queleconque £ ¢ X est formé du semi-segment [£, 2,
ot > & (voir [1], Pespace 4,). Lespace X est un espace, de Lindeldf,
parfaitement normal.

Les ensembles 4 = {(r, —r)|  est un point rationnel} et B = {(i, —i)| ¢
est un point irrationnel} sont fermés et disjoints dans D’espace X?, mais
il n’existe pas un ensemble ouvert & tel que ACG et [(]~nB=0.

Conformément au Théoréme 2 les ensembles A et p, B sont fermés
et disjoints dans Despace J,(X). ’

11 est évident qu'il n’existe pas un ensemble U ouvert dans l’espace
JoX) tel que g, AC T et [U] B = 0. ‘

Vu que I'espace Jy(X) est un sous-espace fermé de lespace (/(X);
ce dernier n’est pas un espace normal.

Le Théoréme 2 implique, en particulier, que lespace J,(X) hérite
de Despace X toute propriété topologique W invariante par rapport
& la multiplication cartesienne finie et Par rapport aux transformations
continues & la fois ouvertes, fermées et d’ordre fini. i, en outre, W est
héreditaire par rapport aux sous-ensembles fermés, W éuppartient & Ju(X)
si et seulement si W appartient 3 X. Nous allons donner un exemple:
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PRrOPOSITION 4. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) X — est un p-espace; .

(b) Ju(X) — est un p-espace pour un certain nombre naturel n;

() Ju(X)— est um p-espace pour tout nombre naturel m.

“Nous allons introduire une notation qpi sera utilisée dans les dé-

strations des Théoréemes 3 et 4. ]
o Soit y = {V4| a € 0} une famille des ensembles ouverts dans Pespace X.

Nous allons écrire <n-y> POur {(Vay, oo, Vaud| agyoeey ane 0} 66 {y)

00
pour U1<w,-y>. ‘
TE]Z‘OBEME 3. Sl ewmiste ume fomille {yx] k=1,2,..} des recouvre-
ments de Vespace X composé des ensembles ouverts dams X et telle que

ﬁ yu® C X pour tout compact @ CX espace O(X) est un p-espace.
=1

Démonstration. Il est évident que pour tout nombre & la famille
(yxy des ensembles ouverts dans P(wX) recouvre l'espace 0(X) C F(wX)

tout entier. Soit @ e C(X). Nous allons démontrer que ;Q1<7k>¢g 0(X).

Posons, en effet, L ¢ F(wX)\0(X). Alors il existe un point & tel que
zelin (wX7\X). D’autre part, il existe un nombre naturel k tel que

©

¢ ;@ Par conséquent, il vient {yx P ¢ L. Done, kf 1 <yxy @ C C(X) pour

=1
tout élément @ e O(X). Ainsi, le Théoréme 3 se trouve démontré (cf. [3],
Théoréme 1.7). . ’
TEROREME 4. Si Vespace X est complet au sens de Cech, C{X) Dest
aussi. ‘
Démongtration. Soit {Gs| n=1,2, ...} une famille des ensembles

ouverts dans X telle que QIGn = X.

Chaque ensemble <@,y est ouvert dans F(pX). Prenons un é;ém%ﬁ
@ e F(BXN\C(X). Alors il existe un point » tel que xe®@ (ﬁX; ).G
méme temps, il existe un nombre naturel » tel que @ ¢ Gy. Done, D ¢ (Gn.

Ainsi, nous obtenons ﬁ {Gp> = C(X). Vu que tout sous-espace fermé

Nl

ch, la
! ; ot an sens de Uech est complet au sens de Cech,
d'un espace complet au

démonstration du Théoréme 4 esh. achevée. )
Teoriv® 5. Si Vespace X est muni dune base ponciuellement dé
é i ) ! X).
nombrable, le méme reste vrai pour Vespave O
En ezﬁfet, si la famille o est une base poncbuellemenii, déﬁggﬂg(&?ﬁ
de Vespace X, alors la famille <{w) constﬂ?ue une base de esptuenemwé
d’aprés un théordme de A. Michainko (voir [10]) elle est ponc
‘dénombrable. ‘
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TaEBOREME 6. Pour tout Ti-espace X le poids de Vespace F(X) est

égal aw poids de la compactification de Wallman oX de Vespace X.

Démonstration. Admettons que le poids de l'espace F(X) ne
dépasse pas le nombre cardinal ¢. Alors il existe une famille finie additive
w={Us aeb, card 0 = 7} des ensembles ouverts dans l'espace X telle
que pour tout élément A ¢ F(X) et pour tout voisinage 04 dans l’espace

F(X) ils existent les éléments U, ..., Us, e w tels que
A € (Usyy Usgy ooy Uan» COA .

Nous allons démontrer que la famille w = {O<U.>| a € 0} constitue

une base dans 'espace wX. Soit £ € wX et Of un voisinage de & dans oX.
Prenons un ensemble V quasi-fermé et ouvert dans X tel que

§eVCOT nX>CO0E e P,CVAnX, pourun P.eS(§).

Alors il existe un élément Usew tel que Pue(Uud CLV A X3,
Done, P, C UxrCV n X.

Ainsi nous avons démontré que £ e 0(Uy> C Of. En mdme temps,
nous avons établi I'inégalité p(wX) < p(If’ (X)). Il vient, d’aprés la Pro-
position 3, que p(F(X)) < p(F(oX)).

1l résulte d'un lemme de Michael ([9], Lemma 2.3.1) que

p(owX) = p(F(wX)) .

Par conséquent, on obtient

p(0X) = p(F(X)) = p(F(oX)).

Ceci achéve la démonstration du Théoréme 6.

D’aprés V. Ponomariov (cf. [14]), la famille w = { U.} des ensembles
ouverts dans Pespace X est une famille dense, si pour tout ensemble W
ouvert dans Pespace X il existe un U, ew tel que U,C V. Le plus petit
nombre cardinal z-p(X) tel qu'il existe une famille dense de Ppuissance
a-p(X) sera dit le m-poids de lespace X.

ProPOSITION B. Pour tout espace topologique on o la Sformule suivante:

7-p(X) = n-p(F (X)) = x-p(0(X)) = n-p(4 (X)) .

Démonstration. Si la famille w = {U.} est dense dans l'espace X,
alors — en vertu de la remarque 1 — il vient que la famille <o) est dense
dans D’espace F(X).

Soit Q = {Gs] ae0} une famille dense dans Tespace F(X). Pour
tout élément a ¢ § il existent des ensembles Usws Usiyy -y Usey OUVErts
dans l'espace X tels que Uy, Useyy +vy Usiyy € Gu. On voit que la
famille y = {Uyy| i(a) = 1(a), .., s{a); ae B} est dense dans lespace X.

©
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Ainsi nows avons démontré Dégalité z-p(X) = 7-p(F(X)). TLes
autres égalités, c.-d-d. 7-p(X)=m-p(C(X)) et »-p(X)= z-p(4(X)),
peuvent étre démontrées d’une fagon analogue.

Soit 4 un sous-ensemble de X. Nous disons que le 7-poids exiérieur
de Densemble A relatif & X ne surpasse pas le nombre cardinal 7, 81l existe
wne famille 2 = {Ue| Ue ~ A %G, a € 0, card 6 < 7} des ensembles ouverts
dans lespace X telle que pour chaque ensemble V' ouvert dans X, on
VAA£@, il existe U, CV.

Dans ce cas nous écrivons n-p(4, X) <7 o

Remarque 2. Admettons quil existe dans l'ensemble 4 un sous-
ensemble dense de puissance 7. 81 yx(#) < v pour tout point ze¢ 4 C X,
alors m-p(4, X) <7

LumMB 1. Pour chaque élément A e F(X) nous avons 1rx(d) <7 s
ot seulement si yx(A) <7 et w-p(4,X) <.

Démonstration. Soit xmx(4) <7 Alors il existe une famille
{{Uxayy vory Ustrr| @ €8, card 6 < 7} constituant une base de voisinages
de ’élément 4 dans F(X). Soit 04 un voisinage arbitraire de I’ensemble A
dans l'espace rX Il existe un élément a 6 tel que Uy, ..., Usap C {04,
Done, A C U) U; COA. Boit V un ensemble ouvert dans lespace X

fe= 10
satisfaisan; a( )V ~ A #@. Alors il existe un élément aef tel que
A € (Uyayy oy Usiy C<X,V>. Done, en vertu de la Remarque -1, on
a U,CV pour un 4e{l{(a),..,s(a)}. Ainsi nous avons démontré les
inégalités yx(4) < v et m-p(4,X)<7. Supposons maintenant que ces
inégalités sont satisfaites. Il existe alors une famille {V| ¢ B, cardB <7t}
qui détermine le m-poids extérieur de 'ensemble A relatif & X ef la fa-
mille {U,] a €0, cardd < 7} qui détermine le caractére de lensemble 4
dans l’espace X. i .

On voit aussitét que la famille {¢U., Up,, ..., Usl a € 0, fi € B} consti-
tue une base de ’élémént A dans Pespace F(X). Done, ymx)i(d) <.

Le Lemme 1 impligue le corollaire suivant:

COROLLAIRE 1. S7 Délément A « F(X) a le caractére © dans Vespace F(X),
alors il ewiste un sous-ensemble A’ C A de puissamce v dense dans Vensemble A.

Levym 2. Soit yx(w) < v pour tout point @ e X. Soz:t, enswite, un en-
semble {z.| ae0, card 0 <7} dense dans Uespace X 8i Pemsemble A est
dense dans X, alors il caiste un sous-ensemblo de puissance <, dense dans
Pensemble A.

En effet, si la famille w, = {Va,| B €Ba, card B. <7} est une base
du point @, dans Pespace X, alors Pensemble {#uy e Vo, n Al f e Bay e 6}
est dense dansg lespace X. ' . )

Dans [9] Michael énonca lassertion suivante (Proposition 4.5.2):
8i X est un espace d caractdre dénombrable, alors l’espace O(X) est
Fundamenta Mathematicag, T. LXXI 3
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4 caractére dénombrable aussi. Cependant cette assertion n’est pai

8 juste
en général.

o

TakorEME 7. Pour foui espace compact X les propriétés  suivanies
sont équivalentes:

(1) pour tout élément 4 ¢ F(X) on a xrxyd) <7

(2) pour tout ensemble BCX il emiste un sous-ensemble B'C B de
puissance <v dense dans B el tel que yx([B]) < 7.

Démonstration (1)~(2). Soit B un sous-ensembple de X. Alors on
a [B]eF(X) et yrx([B]) <7. Daprés le Lemme 1 il vient 2x([B]) < 7.
11 s’ensnit — en vertu du Corollaire 1 et du Lemme 2 — qu'il existe un
sous-ensemble B’ C B de puissance <z, dense dans l'ensemble B.

(2)>(1). Conformément 3 la Remarque 2, on peut admettre que
pour tout ensemble B on a n-p(B, X) < 7. Alors, en vertn du Lemme 1
on 2 yrx(d) < v pour tout élément A ¢ F(X)

La démonstration du Théoréme 7 se trouve ainsi achevée.

Ledit théoréme entraine le corollaire suivant:

COROLLATRE 2. Pour tout esp
équivalentes:

ace compact les propriéiés suivantes sont

(1) Vespace F(X) est & caractére dénombrable;
(2) Vespace X est parfaitement normal et héréditairement séparable.
Le Corollaire 2 et un théoréme de V. E. Bnejder (cf [15]) impliquent le

THE')OREME 8. Lespace compact X est métrisable si ot seulement si
Vespace F(X < X) est & caractére dénombrable,

Le Lemme 1 et le Corollaire 2 donnent le

THEOREME 9. L'espace O(X) est & caractére dénombrable si et seulement
si les conditions suivantes somt satisfaites:

(a) Vespace X est du type dénombrable (4);

(b) tout sous-espace compact @ C X est parfaitement normal et séparable.
Soit X un espace topologique arbitraire. Désignons par I(X) l’en-

semble de tous les points isolés de Tespace X et par § (X) la différence

= X\I(X). Nous allons caractériser les espaces topologiques X pour

lesquels P’espace F(X) est & caractére dénombrable.

TEEOREME 10. L'espace T (X), 0% X est normal, est & caractére dénom-

brable si et seulement si les conditions suivantes sont salisfaites:

(a) Vespace X est parfaitement normal;
(b) Pensemble I(X) est dénombrable;

—_—

_ ;(4) L’espace X est du type dénombrable si pour tout ensemble compact & C X
il exigte un e};semble compact 0 ¢ & tel que xx(C) < No (ef. [4] et [18]).

©
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(¢) Vensemble S(K) est dénombrablement () compact, héréditairement
< Ny
separable et, en plus, 1x(8(X)) <% ‘

' Démonstration. Soit un espace F(X) & caractére dénom_bra.ble.
Alors, en vertu du Lemme 1, les conditions (a) et (b) sont satisfaites.
Pour ’vérifier () il suffit de remarquer que l’ensemble S(X). est flénom~
prablement compact. Supposons qwil ne l'est pas. Alors il existe un
engsemble dénombrable A = {&;, &y, ..., Tn, ...} C 8(X) sans aucun point
daccumulation. Ceci implique lexistence d'une famille discrete {Unl
n=1,2,..} des ensembles ouverts dans lespace X telle que @, ¢ Us

=1,2,..

tout nombre naturel #. ‘ . .
POHTEn vertu du Lemme 1 on a yx(4) < 8. Done, il existe 11],16 famille
{Gn| n =1, 2, ...} déterminant le caractére de 1’ensemb}e A dans l'espace X.
Leﬂpoint m,n I’l’étant pas isolé, on peut trouver un point yn € Gn ~ (Un\A4)
t nombre naturel . .
pourL‘izzsemble B = {U1,Ysy «rsYn, ..} est fermé dans l'espace X ; pour
tout nombre naturel » on a B n G # @. Mais ceci est en ccgntradlmzmn
avec I'hypothése que {G»] n=1,2,..} détermine le caractere ds‘l }fln: .
semble A. Par conséquent, l'ensemble §(X) est forcément dénombrable
aJCt. iy . . y
menlflﬁ?tons maintenant que les conditions (a)—(c) sont satisfaites.
Vu que la réunion des deux ensembles de caractére dénombrable dans
l’:s Czlwe X donne un ensemble de caractére dénombrable dans cet espat(;,ie,
il sﬁffit de démontrer — en vertu du Lemme 1 ——( ;;1«1 pour tout ensemble
Ng-
X) fermé dans Pespace X nous avons xx(P) <&
- ?')(an)q ce but nous allons considérer ensemble @ C §(X) fermé dans
isi X.
Tespace X et son voisinage 09 C - .
espNous admettons que la famille {Gn] n= 1,2..} déteimlne le Za;:ﬁrlz
“de I'ensemble §(X) dans lespace X. Soit {Us| n=1,2, ...} un

g ‘ A TUs= O et que pour
des ensembles ouverts dans Pespace X tel que n(l U que p

tout nombre naturel # on & @ C Un41 C{Unul C U,,g [U,.,]t% (inn point
Admettons que pour tout nombre naturel n JlI gzxxset n pems

€ UNOD. Posons 4 = {&| n=1,2, oy Ay = A~ I(X) 2

8(X). .
" (So)it # e ®, Btant donné que 00 ~ A = 0, nm[llsj ?VOIIj?e ]zos :}E;ﬁe 1’211:

i i el que @ ¢ [Unl-

@ il existe un nombre naturel n te -1 :
ﬁg(X\l[ U,]) étant fini, on a o ¢ [A\{#}]. Par co?séquem{, 1 :nie;fﬁu?ilzi Aa 11;;;
aucun point d’accumulation. En vertu de (¢) 'ensemble A4, .

i ’ -vides
(%) Si dans 1’espace X pour toute suite déeroissante d’ensembles fermés non.

A ‘ i é brablement
s cet espace est dit dénom
FOFD.DF.D.. on a Q F. # @, aloxrs c D
compact. .
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A, CX\S(X) est un ensemble dénombrable et fermé dans l’espace X,
L’ensemble U = X\4, est ouvert et contient S(X). Vu que 4; ~ @,
D A, n Uy % O pour tout nombre naturel #, on obtient une contradiction
avee l'assertion que {Gu| n=1,2,...} détermine le caractére de l'en-
semble S(X) dans l’espace X.

Nous avons démontré ainsi que @ C U, C O pour un certain nombre
naturel #. Par conséquent, la famille {U,| n =1, 2,...} détermine le
caractére ‘de I'ensemble @ dans 1’espace X.

Ainsi le Théoréme 10 se trouve démontré.

Dans le méme ordre d’idées mous allons formuler la proposition
suivante, qu'on démontre aisément.

PROPOSITION 6. S0it ymaxy(A) <t pour tout élément A e F(K). Alors
la puissamce de Vespace F(X) ne dépasse pas le nombre cardinal 27,
On peut démontrer sans peine le lemme suivant:

Leuun 3. Pour tout Pensemble @ fermé dans Despace X tel que yx(P) < v
nous avons ausst yrx(F(9)) < v, o F(P) = {L e F(X)| LC D}

Pour tout sous-ensemble o= {4,} de l’espace A(X), nous allong
désigner par 8, le réunion {J {4.} 4. ¢ o}

LeMug 4. Soit o = {4.] a < 6} un sous-espace compact de Vespace C(X).

Alors Vensemble S, est compact et nous avons yx(S,) < yox(o).

Démonstration. Soit w= {Us| peB} un recouvrement de l'en-
semble S; par des ensembles ouverts dans Iespace X. Alors le systéme (w’
est un recouvrement de l’ensemble compact ¢ et contient un recouvrement
fini de a, 4 savoir {< Ul(l), vy U1(31)> 3 eeey <U'n(1)7 vy Un(sn)>}- 11 est évident
maintenant que le systéme {Uiw, ..., Uwsy, ey Unityy oonsy Un(syy est un
recouvrement fini-de S,. Par conséquent, I’ensemble S, est compact.

I1 nous reste & démontrer que yx(S.) <7 = yox(s). Admettons que
la famille

(W= U Ty o, Valand| ‘we 05 card 6 <}
détermine le caractére de l'ensemble o dans Lespace C(X). Considérons
maintenant un voisinage 08, de 1'ensemble S, dans Tespace X. 11 existe
LA
‘un élément « € 6 tel que o < W, < <08,>. Par conséquent, S,C L"J v
i=1 f=1
n  Sa .
C€ 08, Tl en résulte que le systeme {|J |J VE3| ac6} détermine le
=1 j=
caractére de l’ensemble §, dans l'espace x. '
Notre lemme ge trouve aingi démontré.
Le théoréme suivant établit un fait intéressant: l’espace C'(X) hérite
de espace X la propriété d’stre du type dénombrable tandis que ce n’est

pas le cas pour la propriété d’stre de caractére dénombrable (cf. Thé-
oréme 9). :

icm
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TutoREME 11. Les propriéiés suivanies sont équivalentes:

(a) Vespace X est du type dénombrable;

(b) DPespace O(X) est du type dénombrable (%);

(¢) Despace C(X) est du type ponciuellement dénombrable.

Démonstration. Admettons que X est du type dénombrable et
que o= {4 ae 6} est un sous-ensemble compact arbitraire de 1’espace
¢(X). BEn vertu du Lemme 4 I'ensemble S, est compact. Par conséquent,
il existe un compact @ C X tel qu'on a 8, C D et xx(P) < 8.

Bn vertu du Lemme 3 on a F(P) C O(X) et yox(F(D)) < 5. Il est
&vident que o C F(D). Il s'ensuit que 'espace C(X) est du type dénom-
brable.

Supposons maintenant que l'espace C(X) est du type ponctuellement
dénombrable et @ est un sous-ensemble compact de I'espace X. Vu que
@ e 0(X), il existe un compact o C C(X) tel que @ eo et yomm(o) < .

En vertu du Lemme 4 on a @ C 8§, et 1x(8,) < %,. Par suite, espace
X est du type dénombrable. Ainsi le Théoréme 11 se trouve démontré.

Soit X un espace métrique séparable. Par un raisonnement analogue
4 la dernidre partie de la démonstration du Lemme 1 nous sommes
3 méme de démontrer que tout élément A ¢ F'(X) est un G, dans lespace
F(X). 91l existe pour 1'élément 4 un compact @ C F(X) tel que Ae®
et yrx(4) < 8, 00 2 grx(d) <K (cf. [18]) Lemme 2). an.’; T’espace
F(X) n’est pas du type ponctuellement dénombrable méme 8il on prend
pour X Pespace des nombres réels, oll pour ensemble 4 des entiers nous
avons yx(4) > S.

TrroRBME 12 (7). Les propriétés suivamtes sont équivalentes:

(a) Vespace X est compact et métrisable;

(b) Vespace F(X) est métrisable;

(c) Despace F(X) contient un réseas (°) dénombrable. ’

Démonstration. Admettons que F(X) est un espace I.nfétnsable:
L’espace X est compact et métrisable en vertu de ?a Prop0§1t101} 1. Si
Tespace F(X) contient un réseau dénombrable il existe aussi un Téseau
dénombrable dans Despace X efi comme X est un espace de Tychonoff
c’est un espace de Lindeldf, done un espace normal. D’un théoréme de
Michael ([9], Théoréme 4.5.9) s’ensuit que T'espace F(X) ?st un e;)aci
de Tychonoff, donc F(X) est aussi un espace normal et I’espace A es

(*) L’espace X est du type ponctuellement dénombrable, si pour tout point z ¢ X
il existe un ensemble compact @< X tel que @ <P et xx(P) <N (cfiwgzil]l). ! Gk ]

(") L'équivalence des propriéiés (a) et (b) & été démontrée par Michae. L
Théoréme 4.9.7.).

(®) On appelle ,résean” (
pour tout x « X et un voisinage ¥V de z il e
ze A< V.

cf. [2]) une f‘amilie w de sous:ensembles de X telle. (;l_qe
xiste un A ¢w satisfaisant & la condition
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compact en vertu de la Proposition 1."En plus, suivant un théoréme
d’Archangielski (ef. [2]) Iespace X étant compact et métrisable, I’espace
F(X) contient —en vertu du Théoréme 6 — une base dénombrable.

Aingi, F(X) est métrisable.

THEOREME 13. Pour tout p-espace paracompact les propribtés sui-
vantes sont équivalentes:

(a) Despace X est métrisable;

(b) Pespace C(X) est métrisable;

(e) Pespace C(X) est parfaitement normal;

(d) Pespace Jn(X) est parfaitement mnormal pour tout mnombre na-
turel n > 2;

(e) Pespace Jy(X) est parfaitement normal.

Démonstration. IL’équivalence des propriétés (a) et (b) a été
démontrée par Michael ([9], Théoréme 4.9.13). Implication (b)--(c) est
évidente. ‘

Si 'espace C(X) est parfaitement normal, D’espace Jn(X) Pest aussi.
Admettons, maintenant, que l'espace JyX) est parfaitement normal.
Alors — d’aprés le Théoréme 2 — la diagonale D = {(z, #)| © ¢ X} est un
ensemble G, dans 1’espace X xX. Il g’ensuit — en vertu d’un théordme
d’Okuyama (cf. [11] et [16]) que l'espace X est métrisable.

Le probléme si l'espace Jy(X) est parfaitement normal dans le cas
olt 'espace ('(X) est héréditairement normal reste ouvert.

Appendice

. Nous pouvons définir dans I'ensemble A (X) une autre topologie,
dite x-topologie (cf. [9] et [13]). La base de x-topologie est formée par
les ensembles du type <G> = {L ¢ A(X)| L C G} ol Pensemble G est ouvert
dans Pespace X. Appelons A-topologie la topologie dans ’ensemble A(X)
dont les ensembles du type A(U) = {Le A(X)| L~ U # @3}, ’ensemble U
éta{lt ouvert dans espace X, forment une pseudo-base. Nous allons
désigner par A(X) et 4,(X) lensemble 4 (X) avec la topologie » et 1
respectiverment. ‘

Revenons & la Proposition 2. La question suivante se pose: quelle
egt la relation entre les transformations f: XY et far A(X)—>A(Y),
ol faB = fB pour tout élément B e A(X)? Nous allons considérer les
restrictions fr = f4|F(X) et fo=fa|0(X).

Prorosimion Al Admetions que Pespace X est normal. Alors la

transformation p: A(X)->F(X), ot oL = [L]x pour tout flément L e A(X),
est propre.
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Démonstration. La continuité de ¢ a été démontrée par Michael
(191, Théoréme 5.3). Pour un @ « F'(X) nous avons ¢~ '@ = {L ¢ 4(X)| [Llx
= @}. 8i (Uy, vy Usy est un voisinage de I’élément & dans l'espace A(X)
on a ¢ '@ < (Uy, ..., Usy. Par conséquent, ¢~'® est un espace compact.
11 reste & prouver que ¢ est une transformation fermée. Admettons que
Jengemble ¢ < A (X) est fermé dans Tespace 4 (X) et que O ¢ po.

Etant donné que qfldi ~no=0 et ®ep P, il existe un voisinage
(T, v, Usy de D'élément @ dans l'espace A(X) tel que <Uy, ..., Uy
~o=@. Lespace X étant normal, ils existent les ensembles Viy ey Vs
ouverts dans Lespace X tels que @ e <V, ..., Vs> et [Vi]x C U; pour toub
nombre naturel 4=1,2,...,8.

Il en résulte que @ '@ C(U, ..., Us), 8i @ €{Vy,..., Vs) n F(X).
Par conséquent, Vi, .., Vs) npo=@ et ®e(Vy, ..., Vsy. Ainsi, la pro-
position est démontrée.

PROPOSITION A.2. La transformation f: X —>Y est irréductible (°) si
et seulement si fa: A(X)—»A(Y) est irréductible.

Démonstration. Admettons que la transformation f: XY est
irréductible, et considérons un ensemble ouvert (U, ey Un> CA(X) o
les ensembles Uy, .., Un sont ouverts dans I’espace X. Pour tout nombre
ie{l,2,..,n} il existe un point yie Y tel que fyi< Ui Posons
B= {41, ..., Yn}. Il est évident que fa'B < (U, ..., Un)y. Par conséquent,
la transformation fs est irréductible.

Ttant donné que pour tout ensemble I C X mnous avons fAA (L)
= A(fL), ot A(L) = {8 e A(X)| § C L}, si f est irréductible, f4 est aussi.

Ayant recours & une méthode similaire nous sommes 4 méme de
démontrer la proposition suivante:

"PROPOSITION A.3. Pour une tramsformation propre f: X Y les pro-
priéiés suivantes sont équivalentes: :

‘(a) la tramsformation f: X Y est irréductible;

(b) la transformation fa: A(X) A (Y) est irréductible;

(c) la tramsformation fr: F(X)—>F(X) est irréductible;

() la transformation fe: C(X)—~0(X) est drréductible.

Compte tenu des Propositions 2 et A.3 nous pouvons établir — en
vertu d’un théoréme de Ponomariev (cf. [14], Théoréme 10.1) —le
théoréme suivant:

TEtoriMe A.4. Lespace C(X) est w-absolue avec um espace mét-
rique si et seulement si Vespace X est w-absolue avec um espace métrique
arbitraire.

() Une transformation f: X~ est dife irréductible il n'existe pas un ensemble
F c X fermé tel que fF= ¥ et I' # X.
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Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant:

TEEOREME A.5. Les propriftés suivantes sont équivalentes:

(a) la transformation f: XY est ouverte,

(b) la transformation fa: A(X)—>A(Y) est ouverte,

(¢) la transformation fa: A(X)—>A[Y) est ouverte,

() la transformation fa: AxX)—>=A:X) est ouverte,

(e) Dassignement & y de Vensemble f~(y) e A(X) est un homéomor-
phisme de Despace Y sur le sous-espace Dy = {I7y| y e Y} de Vespace 4,(X).

Démonstration (a)<—(b). Admettons que f: X —Y est une transfor-
mation ouverte. Pour prouver (b) il suffit de démontrer que f4<Ty, ..., Us)

= {fU;, .., fUs», ol les ensembles U,, Uy, ..., Us sont ouverts dans
Pespace X.

Soit L € fa{Uy, ..., Usy. Alors 1l existe un ensemble B C X tel que
BC Cj Ui, fB = A et B ~ U; # @ pour tout nombre naturelé e {1,2, ..., s}
=1

: 8
Par conséquent, fBC | JfU; et fB fU; @ pour tout nombre
. i1
naturel ie{1,2,..,s}. Donc, L e{fU,,fU,,...,fUs». Inversement, si
L e{fUy, fU,, ..., fUs> nous éerivons B=f 'L~ (OUd). Il va de soi
=1

que Be<(Uy,..., Uy et fB = L. Dong, il vient I e f4(U, vy Usy.
Btant donné que fU = f4(U> ~ Y pour tout ensemble U ouvert

dans lespace X, I’équivalence des propriétés (a) et (b) se trouve ainsi .

démontrée.

Recourrant & une méthode tout-i-fait similaire on peut démontrer
Péquivalence des propriétés (a), (c) et (d). Il y a lieu de souligner que
dans la démonstration de I'équivalence des propriétés (a) et (d) un réle
important est assigné au fait que les ensembles du type <X, Uy, ..., U,
ol les ensembles T, ..., Us sont ouverts dans espace X, constituent une
base dans I’espace Ax(X).

I’équivalence des propriétés (a) et (e) ressort de la définition méme
de la transformation ouverte.
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