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Thus A4 is an m-group. Since A generates G, A; generates Gy = prif*@.
Tor any iel and a,..,amcd We have

[(fa)i ... (fam)il = (flay -.- aml)s = (f(“r ‘“m))i
= (fay- oor Jam)s = (far)ic oo (fam)s -
Tt follows that for any ¢ eI and any @, ..., ¥m € A; we have
[y oo @] = By7 oo O -
Thus @ covers A;, as desired. This completes the proof.

TarorEM 2.10. Let X C A generate an m-group A freely covered by
a group G. Then A is free on X if and only if G is free on X.

Proof. First suppose that ¢ is free on X. Consider any m-group B
and any map f: X->B. Let B be covered by a group H. Then there exists
2 homomorphism g: @—H such that f C g. Clearly g|4 is a homomorphism
trom A into the m-group reduct O of H. Since g*X C B and X generates 4,
g*A C B. Thus g|4 is & homomorphism from 4 into B, as desired. [Note
that in this part of the proof we did not use the assumption that @ freely
covers A.]

Conversely, suppose A4 is free on X. Let H be any group, and suppose
that f: X—>H. Let B be the m-group reduct of H. Then there exists
a homomorphism g: A—B with fCg. Define g+: A—-~G X H by gta
= (a, ga) for all a e A. Clearly g+ is an isomorphism from A4 into the
m-group reduct of @ x H. By the well-known replacement theorem of
universal algebra there is a group K D A with an isomorphism % of K
onto @ X H such that g+ C h. Let K’ be the subgroup of K generated by 4.
It is easily verified that K’ covers A. Since @ freely covers 4, it follows
that there is & homomorphism %: G—XK' which iy the identity on A4.

Then pry o b ok is & homomorphism from & into H which extends f, as
desired.

References

{11

R. H. Bruck, 4 survey of binary systems, 1966, pp. viii-+185.
2]

‘W. Dérnte, Uniersuchungen iber .einen verallgemeinerten Gruppenbegriff, Math.
Zeit. 29 (1928), pp. 1-19.

II. Taycxmn, Iosuyuonnsie omepamussi, Mat. Sb. 68 (1965), pp. 444472,

G. Gratzer, Universal algebra, 1968, pp. xvi+ 368.

L. Henkin, D. Monk and A. Tarski, Cylindric algebras, Part I, North-Holland,
1971, p. 508.

D. Monk and F. Sioson, m-semigroup
Pund. Math. 50 (1966), pp. 233-241.
E. P?st, Po‘lyadie groups, Trans. Amer. Math. Soc. 48 (1940), pp. 208-350.

R. Sikorski, Products of abstract algebras, Fund. Math. 39 (1952), pp. 211-228.

[3]
4]
[5]
£6]

s, semigroups, amd function representations,

7]
(8]

Regu par lo Rédaction le 2. 8. 1969

icm

©

Nichtaxiomatisierbarkeit von Satzmengen
durch Ausdriicke spezieller Gestalt

von

Kurt Hauschild (Berlin)

In der vorliegenden Arbeit geht es n.a. um folgende Fragen: (1) Ist
die Menge der in einer Algebra % gilltigen (elementaren) Sitze durch
Aussagen universell beschrinkter Tiefe axiomatisierbar? (2) Gibt es in A
eine (elementar) definierbare Funktion, die sich von allen durch Awus-
driicke einer universell beschrinkten Tiefe (elementar) definierbaren
Funktionen fast tiberall unterscheidet? Fiir den Fall, daB in 9 eine
Woblordnung definierbar ist und fiir jedes Element ein Term zur Ver-
fiigung steht, wird gezeigt, dass (1) verneint werden muss, sobald (2) zu
bejahen ist. Dieses Resultat 148t sich noch wesentlich verschéirfen. Einer-
seits braucht in % nur ein Teil des elementaren Wohlordnungsschemas
zu gelten, andererseits kann man anstelle der Ausdriicke universell .be-
schrinkter Tiefe auch andere “hereditiire” Ausdrucksmengen betrachten.
Dabei sind hereditire Ausdrucksmengen im wesentlichen solche, die
gegeniiber der Bildung von Teilausdriicken abgeschlossen sind.

Die Terminologie ist die in der Modelltheorie allgemein iibliche, so
dass ich auf diesbeziigliche Erérterungen glaube verzichten zu diirfen.
Nur folgendes sei bemerkt: Variable werden grundsitzlich mit kleinen
normalen lateinischen Buchstaben notiert (z,y,2,..). Elemente mit
Kleinen fettgedruckten lateinischen Buchstaben (x,y,z,..), Ausdricke
mit kleinen griechischen Buchstaben (@, v, ..); A |=¢(x) soll bedeuten,
daB p(x) in der Algebra U giiltig wird bei jeder Belegung, die Variable #
mit dem Element x Delegt.

Es sei L eine elementare Sprache (mit Identitéit). ¥ C L sei eine
zunéichst beliebige Menge von Ausdriicken. Wir wollen voraussetzen,
daB L ein zweistelliges Relationszeichen < enthélt. % sei eine Inter-
pretation von I, fiir die folgendes gilt:

1) Ul=Ver < oATVaVyVelr < yry < >0 <AHAVaVy (@< yvy <a)r
AVaVy (e < yAy < o—z = Y)AVely(z <yrz #Y),
(2) UA=Vy .. y;;(C{[yqo(y, Yuy ooy Yi) TGP (Yos Y15 -+ Yr)A

ATYHp(y* Yoy -oer U6 %0 < 9] 5

fir jedes o(y, ¥y, ..., yx) € X.
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Die Interpretation von < liefert also eine Ordnung ohne letztes
Blement derart, daB jede mit Hilfe von Ausdriicken aus ¥ definierbare
Teilmenge ein kleinstes Element besitzt.

Ts gei I die Tragermenge von 2, und es seien fu(=®),y ooy fru(x) Funk-
tionen von I in I, sowie @(¥, ¥, .- Y&) € Y. Unter dem ¢-Indukt der
Funktionen fi(x), ..., fu(x) verstehen wir die Funktion

lmin{ym oy, fil®), « fil®)) , falls A = Tyely, fi(%), .., fulx)
7= x - sonst.

Die Minimumbildung ist natiirlich im Sinne der Interpretation von < zu
verstehen; die Existenz des Minimums ist durch (2) gesichert.

Es sei Ay die kleinste Menge von Funktionen von I in I, die die Iden-
tititsfunktion f(x) = « enthélt und mib Funktionen fi(x), ..., fi(x) auch
deren @-Indukt enthilt, fiir jedes @Yy Yoy ooy Yr) € Y.

Bs sei I Ultrafilter iiber I. Wir betrachten die Ultrapotenz au
~von 9. Die Elemente der Trigermenge von QII/U sind Aquiva.lenzklassen
von Funktionen von I in I. Die zur Funktion f(x) gehérige Aquivalenz-
Kklasse sei mit f{x) bezeichnet. Bekanntlich gilt dann fir jedes ¢(y, ¥y, ..., ¥1)
<L und je | Funktionen fy(x), ..., f(x) von I in I:

@) W = o(fi®), ,ﬁ@) genau dann, wenn
{l A = (fl@), .., fulx))} € 2.

Daneben betrachten wir noch diejenige Unterstruktur von 27/l deren
Elemente durch Funktionen aus Ay reprisentiert werden konnen, Sie sei
mit AyQ{I[J.I bezeichnet. Ein Ausdruck o¢(yy,...,n)eL moge normal
(beziiglich Ay¥' ) heiBen, wenn fir je ! Funktionen fi(x), ..., i)
aus Ay gilt ‘

(4)  AyW U |=9(f#), ..., filx)) genau dann, wenn
9II/1I I=‘P(‘m—)_7 ey _I(—xj) .

LeMMA 1. Ist (Y, Y1y -, 4) € ¥ und normal, so st Eyp(y, ¥, .\ ¥1)
normal.

Beweis. Bs sei AyIYU = Tyy(y, filx), ..., filx). Dann gibt es ein
f(=)e Ay derart, daB AyA'[U |=p(F(%), i), ..., filx)). Wegen (4) gilt
dan:n_ﬂl/ll = w(f(x), (), ..., (]}, also ameh AL |- Hyply, f(#), -
-y Ji{%)). Umgekehrt moge gelten A7/ =Ty (y, fil®), ., ﬁ(;j), Fulx)y e
< Ji®) e Ay. Wegen (3) ist dann {«} U |=Tyyp(y, fi(x), oy Fi(®))} € UL R
das p-Indukt f(x) der Funktionen fi(x), ..., fi(x) muB also gelten {xl puf
= p{f(@), fu(a), ..., ful#))} € U, wegen (3) also auch AL = (F(x), fu(®), -
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ooy JH())- Da yeY und mithin f(x) € 4y ist, folgt in Verbindung mit (4)
AU U= (F(), Fu(%); .. fil=)), also AU |= Eyp(y, 7, <y filx). QED

LEvMa 2. Ist (Y, Yy, ey 1) € ¥ und normal, und ist ~p(y, y '
e Y, so ist Vyp(y, %, -.., Y1) normal. o

Beweis. Bs sei Ay WL = Vyyly, filw), ey J(®)). Wenn 7/ = @y
Nw(y,fl(x)? . fz(x)) gelten wiirde, miifite zufolge Lemmsa 1 such
A U |= By N_qpﬂ, fl(x),_..;, m} gelten, was unmaglich ist. Also gilt
AW = Vyp(y, fu(x), ..., fi(x)). Die TUmkehrung beweist man analog,
Q.ED.

Leuma 3. Sei ¥ C L derart, daf gilt: (a) Mit @ ¢ ¥ ist ~p e X; (b) Mit
p e Y gehdrt auch dic prinexe Normalform & von ¢ zu ¥; (¢) die Teilaus-
driicke von @ gehoren ebenfalls zu Y. Dann ist jeder Ausdruck von Y normal,

sowie jeder Ausdruck, der durch Quantifizierung einer Variablen aus einem
Ausdruck von Y entsteht.

...,yz)

Beweis. Wegen (b) geniigt es, prinexe Formen zu betrachten.
‘Wegen (¢) kann man diese Normalformen aus quantitikatorenfreien Aus-
driicken durch sukzessives Quantifizieren erhalten, ohne daB man aus ¥
herauskommt. Fir quantifikatorenfreie Ausdriicke ist (4) trivial auf
Grund der Definition von Ayl Lemma 1 und Lemma 2, sowie (a)
liefern nunmehr sofort die Behauptung. Q.E.D.

Zwei Algebren U und B moégen Y-dquivalent heiBen (in Zeichen:
A =y B), wenn fiir jede Aussage pe ¥ gilt: A |=¢ genau dann, wenn
B |-¢. Lemma 3 zeigt insbesondere: AyA[U =y . Wenn Y C 7 it
und eine Aussage (e Z existiert, die in % nicht genau dann gilt, wenn
sie in AyQII/J.I gilt, bedeutet das, daB die Menge der in ¥ giltigen Aus-
sagen nicht durch Aussagen aus Y (oder durch aussagenlogische Ver-
bindungen wvon golchen) axiomatisiert werden kann. Es ist daher zu
erwarten, daB man Lemma 3 zum Ausgangspunkst fir eine Methode fiir
Nichtaxiomatisierbarkeitsbeweise machen kann.

bl

Bine Funktion f(x) von I in I mége definierbar heillen, wenn es
einen Ausdruck ¢(v,y) gibt derart, daB fir alle x,y eI gilt: f()=1y
genau dann, wenn U |=¢(x, y).

LeuMA. 4. Jede Punltion f(x) ¢ Ay ist durch einen Ausdruck ¢(z,y) € L
definierbar. Geniigt ¥ den Bedingungen von Lemma 3, und enthdlt Y dberdies
mit einem beliebigen Ausdruck o(y*) auch den Ausdruck o(y*) =y < ¥
so gilt

(5) 49U |=Vylp(E, )~y = @) -

Beweis. Wir fithren den Beweis induktiv geméss dem Erzeugungs-
prinzip von 4 y. Fir die Identitétsfunktion f(x) = x ist alles klar: der Ags-
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druck z = y leistet das Verlangte. Es sei nun f(x) das ¢-Indukt (p < )
der Funktionen fi(x), ..., fx(x), und fir diese Funktionen sei die Be-
hauptung bereits bewiesen. Bs seien (2, ¥), ..., yu(#, y) die entspre-
chenden Definitionen. Wir setzen

Pz, y) = Tyy . ol i/<\kai(50, yi)V(?’(?], Yiy ey Y)A
AVy* (‘P(?/*: Yy ey Yb)>Y < fy*)) V(NHZ(]?(Z‘, Yig ooy YR)AY = fl/))).

Offenbar ist y(z,y) eine Definition fiir f(x); man braucht sich nur vor
Augen zu halten, daf wenn die rechte Seite erfiillt ist, die Variablen
Y1y -y Y DOtwendig mit fi(x), ..., fu(x) belegt sein miissen.

AY mbge der genannten Zusatzbedingung genfigen; die i, ..., py
geniigen dann der Bedingung (5). Deswegen folgt aus 4x2U7/1 = p(x, g(’?)):

AYQII/L[ |= (‘F(mafl—(—x)z "-’fk_(;))/\vfy*(‘?’(y*a fil=), ..oy ;"(;))-*g(x)éy*))v
V(NHW(%JFK;), 7%)/\'97“7_) = E) .

Au;'f Grund de.r Voraussetzung iber ¥ und Lemma 3, und weil aussagen-
19gisehe Verbx.nduxllgen normaler Ausdriicke normal sind, gilt diese Be-
ziehung auch in A’ /U. Wegen (3) gilt wiederum {x| A |= (q)(g(x), ful=), ..
s SN | A VYHly®, Fi@) o (o)) g (%) < y2)V (~B2(ple, fu(#), -..s i)
Ag(x) = =)} € 1. Dies bedeutet aber {x| g(x) = f(x)} ¢ U, also F(=) = g(=)
Demzufolge gilt (5) auch fiir p. Q.B.D. '
]]Z‘]).er Ausdmfzk w(#,y) soll im folgenden Ay-Definente fiix f(x) heiben.
N ine Funktion %(x) von I in I mége Ay-Differente heiBen, wenn die
engge {:l (x) = f(x)} endlich ist, fiir jedes f(x) e dy.
Spater kommt es darauf an, diesen Sachverhalt i
von Aussagen aus L zu beschrei;oen. dureh ein Sehema
Es sei h(x) eine Ay-Differente. Wir
o _ . nehmen an, daf % (x) defini r
{st, %{2,y) sei der definierende Ausdruck. Weiter ,nehmelgx)wir ;1111131‘;3:;
gdes _Elemem von T durch einen Term von I beschrieben werden i{ann
Ms sei { fz(x)]:isz die Menge aller Funktionen aus Ay und {wilw, ¥)}ier dié
Menge der ihnen entsprechenden Ay-Definenten. Ferner se; {wzle h(x)

—"fi(w)} = M; und t(f), #9 die Me:
nge der i
I, ontsorechen. 3 Ing 6 offe g 1- Terme, die den Elementen

(6) A= Vm(gq(x(w, y) Az, y))—w =y o= t;f,))
K
und dieses Schema beschrei : . . .
1 sein. chreibt Dbereits die Eigenschaft; 4y-Differente

Fir spiter brauchen wir noch die Trivialitét

(M U |= Vallyy (e, y) .

©

Nichtamiomatisierbarkeit von Satzmengen 249

LeMMA 5. Jedes Element von I sei durch einen Term aus L beschreibbar
h(w) sei eine definierbare Ay-Differente mit y(x,y) als definierendem Aus-
druck; ¥ gentige den in Lemma & genannten Voraussetzungen; W sei kein
Hauptfilter. Dann gilt mindestens einer der durch (6) und (7) beschriebenen
Sachverhalte micht in AxAT L.

Beweis. Wir nehmen an, da8 (7) in Ay%’JU gilt. Dann gibt es speziell
fiir % ein g(x) e dy, so daf

(8) _ Ax WU |= x{x, g(=))’
Bs sei y(@, y) die Ay-Definente fiir g(). Zufolge Lemma 4 gilt also auch
(9) AU = p(®, g(x)) .

Ty gelen @y, ..., @, < I diejenigen Elemente, fir die g(x) und h(x) tiber-
einstimmen, und t,...,% die ihnen entsprechenden Terme. Dann gilt

(10) A= Vw(ﬂy(x(m, PAy(@,y) o=t V.Vo= t,,) .

(10) ist ein Spezialfall von (6); wiirde (6) und somit auch (10) in 4 yQII/H
gelten, miiBte wegen (8) und (9) eine der Bezichungen x = @; gelten
(i =1, ..., ). Da U kein Hauptfilter ist, kann aber keine der Hinermengen
(x| x = a;} zu U gehoren. Also gilt (6) nicht in AyA L. QED.

Wir wollen die bisherigen Ergebnisse in einem Theorem zusammen-
fassen und uns von der Bezugnahme auf die spezielle Interpretation A
von I lésen (in diesem Zusammenhang sel darauf hingewiesen, daB die
Menge der Ay-Definenten allein durch die Menge Y bestimmt wird!).
Bine Menge ¥, die den in Lemma 4 gestellten Forderungen gentigh, moge
hereditér heiBen. Bine Interpretation von L, in der jedes Element durch
einen Term beschrieben werden kann, moge Terminterpretation (ggt. Term-
modell) heifen.

HAUPTTHEOREM. s sei ¥ CL eine hereditire Menge und X CL
eine Menge mit folgenden HBigenschafien:

(a) X F Vor < oAVoVyVe(z S YAy S22 L 2)AVIVy (e < yVy <2)

AVoTy(z < yAY < w3 = y)AValy (@ <yAD #Y).
(1) X F Vo Yl TGP (Y5 Y5 s 92) > EYa@(Yos Y15 03 YIA
AVYHp (% Gar ey 9) U0 <¥))) -
(¢) X besitet cin Termmodell.
(d) Bs gibt einen Ausdruck y(@,y), so daf gilt
(i) X FVolyy(s, Y)
)il) Zuw jeder Ay-Definente p(x,y) gibt es Terme by, .y 1,y S0 daf
X FVa(dy(z (@, Yoo, y) o=V Ve= &)
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Dann ist X nicht durch Aussagen aus Y (oder durch aussagenlogische
Verbindungen von solchen) axiomatisierbar.

Beweis. Es sei % ein Termmodell von X mit der Trigermenge I
und U ein Ultrafilter tiber I, der nicht Hauptfilter ist. Wegen (a), (b)
und Lemma 3 gilt dann Y=y Ay WU, Wegen (¢), (d) und Lemma &
kann Ay /U nicht Modell von X sein. Daraus folgt sofort die Be-
hauptung. Q.E.D.

Um die Handhabung des Haupttheorems zu erleichten, werde ich
einige Ausdrucksmengen, die in der mathematischen Logik eine Rolle
spielen, als hereditir nachweisen. Ausserdem werde ich eine Erérterung
iiber Definenten anschliessen und zeigen, dafBl sich die etwas uniiber-
sichtliche Bedingung (d) (ii) u.U. signifikanter formulieren 14B%.

Bekanntlich gelten die logischen Aquivalenzen

(11) Qu(p(z)+y) = Quo(@)xy, Qulpxg(®) = p*Quep(),

wo @ fiir einen der Quantoren V oder & steht, % eines der Zeichen AyV
ist und die Variable # in y nicht vorkommt. Durch sukzessive Anwendung
von (11) erhilt man

( £)
(12)  QPm .. @Prap(w, .., 2) % QPs oo QDYmp (Y1, evy Yrm)

— f
=q%% ... QS-)(-mzn+m(¢’(m1: vy Bn) *P(Yry ey ym)) y

0 OF) @ . .
wo die Q% ..., Qukm#nim eine Permutation der @, ..., 0%, OPy,, ...

(¢ . s .
vy Q,i’-. 'm bilden, welche die Reihenfolge der ,, ..., @, und der Y1y ooy Ym
untereinander nicht &ndert. Beispielsweise ist also

Y, Hayp (2, 75) VY YTy VY0 (91, Yoy Yss Ya)
dquivalent zu

V%Hmzv%ﬂf‘/zﬂ%vh(‘]’ (1 Z) VP (Y1, Yoy Ys, ?/4))
oder auch zu

V“'1Vy1mzﬂf’/zﬁﬁ’/avfla(q’ (@, BIVPY:, Yoy Yo, y4)) .

) Im folgenden bezgichne ich die Préfixlinge (= Quantorenzahl) einer
pranexen Form ¢ mit [(p). ihre Tiefe (= Quantorenwechselzahl, den
Uebergan{g vom Kern zum Prifix miteingerechnet) mit T(p). Unter
verstehe ich die zu p e L gehorige prénexe Normalform.

Lexwia 6. Die Menge der Ausdriicke. d 7 /

dm , , eren primeve N J
Prifislénge < n hat, ist hereditir. ’ ? ormetform di

. .
Beweis. Offenbar ist I{p(y*) -y < ¥*) =1{~p(y*) vy < y*); wegen

oy ; -
511.‘) ist Iet;zteres gleu}h U(~p(y%), und dieses ist gleich I(p(y*)), die an-
eren Bedingungen sind trivialerweise erfiilllt, Q.B.D.
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Levma 7. Die Menge der Ausdriicke, deren prinexe Normalform die
Tiefe <n hat, ist hereditdr.

Beweis. Genauso wie bei Lemma 6, nur mit T statt I. Q.E.D.

Weitere hereditire Mengen liefern die Ausdriicke, die bestimmte
Grundzeichen nicht enthalten, oder die Ausdriicke, in denen keine gebun-
dene Variable mehr als zweimal vorkommt, und dergleichen. Diese Mengen
scheinen jedoch in unserem Zusammenhang nicht besonders-interessant
zu sein. Binige Aufmerksamkeit verdienen vielleicht die von einer endlichen
Menge erzeugten hereditiren Mengen.

Unmittelbar klar sind die Beziehungen

| am—
(13) T(~¢)= T(p)
sowie
1 | p—
(14) T(Qup(x, ) = T(Q2Qye(z, v)) -

Sodann gilt

(18) Ist Tp = Ty und beginnen ¢ und ¢ mit dem gleichen Quantor,
oder sind beide quantorenfrei, so ist T(p *y) = Top= Ty.

Dies ergibt sich durch geeignete Anwendung von (12); vorher ist ggf.
durch Umbenennung gebundener Variabler dafiir zu sorgen, daf ¢ und v
keine gebundene Variable gemeinsam haben. Ahnlich wie (15) ergibt sich

—

(16) Ist T < Ty, so ist T(p*y) = Typ.

Wir begeben uns in die eingangs betrachtete Interpretation % von L.
Eine Funktion f(x) von I in I moge ®p-definierbar heifien, wenn sie
definierbar ist und fiir den definierenden Ausdruck y(z,y) gilk: Ty < m,
wobei y mit @ beginnen soll, falls Ty = m.

LEMMA 8. Die Funklionen fi(x), ..., fi(x) seien - definierbar, und
es sei To(y, Yy, -, Us) <n. Donn ist das o-Induki dieser Funktionen
ebenfalls |yyo- definierbar. Dasselbe gilt, wenn Ty = n-+1 ist und @ mit T
beginnt.

Beweis. Wir betrachten die Ay-Definente p(z, y) des Indukts f(x).
Zu zeigen ist, daB Ty< n- 2 ist, oder daf Ty = n-+2 ist und daf y mit &
Deginnt. Nach Konstruktion beginnt ¢ mit H, so dass wir also nur zu
zeigen haben: Ty < n-+2.

Es sel zunichst Tp (%, 4y, ..., ¥x) < 7. Wegen (13) und (16) (bzw. (15),
falls Tp = 0) ist also

r 1

(o™, Y1y ooy Y) >y < Y*) = T(~@(*) Y5 s YIVY <Y*) <74
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| 1
demzufolge  T(Vy*(~p¥* ¥y, ., ¥) >y <y* <n+1l. Aus  analogen

| — 1 ) . .

Griinden ist T(~Hep(2, Y1, -p Yp) AY = 2) <m-+1. Mit Hilfe von (1),

der Voraussetzung tiber die (@, ¥), ..., wu(®, y) und (14) ergibt sich
hieraus Ty < n-+2. . N .

Nunmehr sei Top= n-+1, und ¢ beginne mit #. Dann gilt zwar

— 1

- 1 | B
T(o(*, Yuy oy Y8) > < Y¥) = T(~p(Y* Y1, oy &) VY < Y¥) = n-+1, aber

T 1
wegen (14) ebenfalls T(Vy*(q:(y*, yl,.,.,g/k)vygy*)):n+1, denn

1

?Nq;(y*, Y1y - YB)VY < ¥*) beginnt mit V. Aus analogen Griinden gilt

r 1
auch wieder T(~Bz(p(2, 1y ) Yr)AY = m)): n+1. Der Rest des Be-
weises verlduft analog zum Fall Tp < n. Q.E.D.

THEOREM 1. Hs set ¥ die Menge aller Ausdriicke, deren prinexe Normal-
form die Tiefe <n hat. Weiter set X C L eine Menge, die den Eigenschaften
(a), (b), (c) des Haupttheorems geniige. Auferdem soll gelten

(e) Es gibt einen Ausdruck y(z,vy), so daf gilt

(i) X FValyy(z,y),

(i) Zu jedem p(z,y) mit Ty < n+2 gibt es Terme by, ..., Gy, so daff

X Vel yyp(a, y) ~Va(Ty(y (2, y) Ap(, ) =5 = 4,V...ve = 1,).

Dann ist X nicht durch Aussagen ous ¥ oder aussagenlogische Kombina-
tionen davon axiomatisierbar.

Beweis. Auf Grund von Lemma 7 ist ¥ hereditidr. Auf Grund von
Lemma 8 (das nicht voll ausgenutzt wird) folgt (d) aus (e). Die Voraus-
setzungen des Haupttheorems sind also erfillt. Q.E.D. -

THEOREM 2. Es sei ¥ die Menge aller Ausdriicke, deren prinexe Normal-
Jorm die Prifizlinge <n besitzt; X C L gendige den Bedingungen (a), (b),
(d), (e) des Haupttheorems. Dann ist X nicht durch Aussagen aus Y oder
aussagenlogische Verbindungen davon axiomatisierbar.

Beweis. Sonst wire X auch durch Ausgagen der Tiefe <{n oder
aussagenlogische Kombinationen davon axiomatisierbar. Man kann auch
wieder Lemma 8 in Verbindung mit Lemma 6 benutzen. Q.E.D.

Die Anwendungsféhigkeit der Resultate sei am Beigpiel der Zahlen-
theorie kurz angedeutet. Mit Hilfe der Sitze iiber Definitionshierarchien
(vgl. z. B. [1]) kann man von verschiedenen hereditiiren Mengen Y zeigen,

dass sie eine Abzihlung fy(x), Ji(%), ... der Funktionen von Ay besitzen,
welche in dem Sinne definierbar ist, dass die Funktion

f(x,:)’)=fx(y)
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definierbar ist. In diesem Fall ist auch die Funktion
Cglx) = mgX{ﬁ(x)}H
tCx

definierbar, und als universelle Majorante fiir die Funktionen aus Ay
ist sie dann natiirlich auch Ay-Differente. Jedes Axiomensystem X der
Zablentheorie, in dem die Existenz von g(«x) und ihre Eigenschaft, Diffe-
rente zu sein, bewiesen werden kann, ist also zufolge des Haupttheorems
nicht Y-axiomatisierbar. Auf diese Weise kann man z. B. verschiedene
Varianten der Resultate von Rabin (vgl. [2]) erhalten.
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