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Sur les opérateurs hornés
dans les espaces localement convexes

par

P. USS (Warszawa)

Le but de cette note est l’examen des propriétés des opérateurs
bornés définis dans un espace localement convexe; en particulier, nous
v essayons de construire une théorie spectrale des opérateurs bornés.

Les résultats les plus importants sont les suivants:

Pour qu’un opérateur soit borné, il faut et il suffit qu’il admette
une factorisation par un espace norms.

Lrespace B(E) des opérateurs bornés d’un espace F qui n’est pas
normé forme un idéal bilatére propre de I’algébre L(E) de tous les opéra-
teurs continus.

Le spectre de tout opérateur borné dans un espace complet esb
compact.

Si Pespace E est tonneld, semi-complet, le spectre d’un opérateur
borné appartenant & L(E) est compact et sa résolvante est une fonchion
holomorphe. En outre, on obtient une formule pour norme spectrale
d’un opérateur borné.

Les résultats concernant le spectre et la résolvante sont justes aussi
pour des opérateurs quasi-bornés. Une fonetion holomorphe d’un opérateur
quasi-borné V’est également. L’application f(A) —f(u) de lalgébre des
fonctions holomorphes sur le spectre d’un opérateur quasi-borné dans
Palgébre des opératenrs quasi-bornés est un homomorphisme fort con-
tinu.

Dans cette note il ne sera question que d’espaces localement con-
vexes séparés sur le corps C des mombres complexes. Les espaces B’ et
L(E, F) seront considérés dans la topologie forte, sauf mention expresse
du contraire.

1. Opérateurs bornés. Soient B, F des espaces localement convexes
et ¢ un opérateur linéaire de B dans F. L’opérateur ¢ est dit borné lorsqu’il
existe un voisinage U dans B, dont V’image ¢(U) est un ensemble borné
dans F (%). ’

(%) 1 existe d’autres définitions d’un opérateur borné. P. ex. d’aprés Robertson
[9] un opérateur est borné lorsque 'image de tout ensemble borné est borné.
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11 est évident que tout opérateur borné est continu.

On désigne par |+ |y la semi-norme définie par un voisinage U de 0
absolument convexe.

TUne conséquence immédiate de la définition est le

1.1. LenME. Pour qu'un opératewr teL(H, F) soit borné, il faut o
il suffit qu'il existe dans B une semi-norme |- | telle quw’é chagque semi-norme
|| dans F corresponde wn nombre My >0 tel que [8()ly < My |2]y pour
fout wek.

On dit alors que Popérateur ¢ est borné avec la semi-norme |- |y.

I’inégalité précédente peut étre remplacée par

(1.2)
ol

[t(@)]y < [y, 72l

e lilgp = sup [¢@)]p.
lzlp<i

Pour un opérateur borné feL(E) nous employerons la notation
(1.3) | = intftly,y,
ot U parcourt la famille de tous les voisinages dont I'image par 7 est
bornée. .

1l est facile de voir que si un opérateur <L (E) est borné, 'opérateur
#* est également quel que soif n naturel.

1.4. Levwvm. 8 un opérateur teL(E) est borné, || < |¢|™ pour tout
n neturel.

Démonstration. Soient n un nombre naturel, ¢ un nombre arbi-
traire tel que a > [i*. Alors |t < ?]L/Z Compte tenu de (1.3) et (1.2) il
existe un voisinage U tel que |ty py<< 717; et [t(2)|y < |ty v l®ly pour
tout wek. Il en résulte que [t(z)|y< ?/;\m]m done [t"™(2)|y < a|@|y quel
que so0it #eH. On en conclut que "] < a, Aol [*| < |Y"

Exemples. 1. Soit ¥ = C¢(R) muni de la topologie définie par la
suite des- semi-normes:

2l = sup[a(s),
se[—k, k]

Soit y(s) wne fonction appartenant & C(R) & support compact.
11 est facile de voir que 'opérateur ¢(z) = wy est horns.

2. Boit encore F = ((R) muni de la méme topologie. Soit

k=12,...

z(s) pour se[—a, al,
i@)(8) =qw(a)  .pour s> a,
#(—a) pour s< —a,

ol a est un nombre réel fixé. L’opérateur t est évidemment borné.
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3. Soit
40

B = L°(R) = {o(s): [ la(s)[Pds < oo, pour chaque p > 1}

muni de la topologie définie par la suite des normes:

ol = ( [ lw(s)Fds), B =12,...
Soit y un élément fixé de L”(R) eb
400
i(@)(r) = [ y(z—s)a(s)ds pour rek.

On sait [3] que les conditions el (R), yeLP(R) entrainent
1(2)eLP(R) et |t(@)l, < lylplzl;. Comme yeL®(R), on a [H{@)], < AN
pour tout k. Cela signifie que Popérateur ¢ est borné. )

On peut démontrer que les opérateurs dans tous les trois exemples
ne sont pas en général compacts. .

1.5. TEEORIME. Si un opérateur teL (B, F) est borné, son transposé
1’ Vest aussi (7).

Démonstration. Soit U un voisinage dans B, dont T'image $(U) = B
ost bornée dans F. Les polaires U° et B forment un ensemble borné
daps B’ et un voisinage dans F' respectivement. On sait que B = (t")~1(UY),
ce qui entraine ¢ (B°) < U Cela signifie que Popérateur ¢’ est borné.

1.6. TEROREME. S5 un espace B est tel que Uapplication canoniqu'e
B - E" est un isomorphisme, pour qu'un opérateur teL(B, F) soit borné,
41 faut et il suffit que son iransposé soit borné.

Démonstration. En tenant compte de 1.5, il ne reste 4 prouver
que la suffisance de cette condition. 8i teL(E, F) et si 1’ est ‘bqrné, 1’0pé,-'
rateur " eL(E", F'') est borné en vertu de 1.5. La regtnctmn de 1t
3 lespace B est Popérateur . On sait que 1a topologie initiale d’un espace
est moins fine que la topologie induite de son bidual [9]. I en résult que
Pintersection d’un ensemble borné dans F'’ avec F est un ensemble ?orné
dans F. Comme lapplication canonique F — B est un _isomorphlsme,
Tintersection d’un voisinage dans B’ avec F est un voisinage dans E.
Done Popérateur t est borné.

La conclusion du théoréme 1.6 est juste si L'on prend pour F un
espace D. ex. tonnelé ou bornologique quelcongue [9].

(%) Raikoff a prouvé-[8] que si un espace F est tel que tout ensemble blormié7
dans F est précompact et si l'opérateur teL(H, F) est borné, son transposé i’ es
compact.
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On désigne par By le sous-espace dans B’ de toutes les fonetion-
nelles continues avec la semi-norme ||y Done, pour que #'elly, il faut ot
il suffit que

[6']y = sup <@, &')| < oo
[zl <1

1.7. THGOREME. Pour qu'un opérateur teL(E, F) soit borné avec la
semi-norme |- |y, il fout et il suffit que ¥ (F') < Hy.
Démonstration. Soit U un voisinage dans ¥, dont image B par
t est bornée. Alors ¢ (B°) = U°. B° étant un voisinage absorbe F’, tandis
que By est un sous-espace de B engendré par U°. Donc ¢ (F') « Hy.
Inversement; si ¢’ (F') = By, |t' (#')|y < oo pour tout o'« F'. 11 en résulte
que
sup [<i(@), 23] = sup KK, #'(2))] = [t'(#")|y < oo
12l pr<1 el
Par conséquent, lensemble ¢(U) est faiblement bornsé,
borné [1]. Done Popérateur ¢ est borné avec la semi-norme |{ .
1.8. CoroLLATRE. Soit B un espace satisfaisami & lo condition du
ﬂzem_’éme 1.6 et te L(B, F). Pour que Popérateur t' soit borné il faut et il
suffit quil existe dans B une semi-norme ||y telle que ' (F') = By .

2. Espace des opératenrs bornés. Nous désignons par B(E, F) (B(H))
T’ensemble de tous les opérateurs bornés qui appartiennent & L (H, F)
(resp. L(H)). On peut facilement démontrer les propriétés suivantes
de B(E, F):

2.1. LEma:E (a) B(E, F) est un sous-espace linéwire de L(H, F).

(b) 8t Pun des espaces B, F est normé, B(B, F) = L(E, F).

(,c) Pour que B(E) = L(H), il faut e il suffit que Pespace B soit
normé.

_ (d) 8¢ teL(B, F), ucL(F, &) et si DPun de ces opérateurs est bornd,
ut eB(B, G).

On sait [1] que Vapplication (4, u) — ut du produit L (H, F) x L(F, &)
dans L(E, @) est séparément continue, ce qui montre que Tespace L (H)
est une algébre topologique.

De 2.1(c) et (d) on obtient:

.2.2. C_OR(?LLAJB;E. 8t un espace B n'est pas normé, Uespace B(T) est
un idéal bilatére propre de Valgébre L(E).

2.3. COROLLATRE. 8¢ un espace B wlest pas normé, aucun opérateur
de B(E) w’admet dans L(F) un' opérateur inverse. )

‘ En général, Vidéal B(H) nest pas fermé, ce que montre T’exemple
suivant.

c.-a-d.
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Soit
%(8) pour se[—n, nl,
pour s > #, (n =1,2,...).

1.(@)(s) = | @)

z(—n) pour s<< —n

(Pest une suite d’opérateurs bornés de I'exemple 2, définis dans '
Pespace C(R). Quels que soient la semi-norme |-|, et ’ensemble borné
B cC(R) on a

[ta—I|g,, = sup |t (@) — @l = sup sup Jt,(@)(s)—z(s)| =0
xB zeB se[—I, k]

pour # = k. Doncla suite t, des opérateurs bornés converge vers I'opérateur
I, qui évidemment n'est pas borné. Par conséquent, Pespace B(C(R))
n’est pas fermé dans L(C(R)). De plus B(C(R)) est dense dans L(C(R)).
En effet, la condition %, —I entraine wi, - % pour tout weL(C(R)),
car L(C(R)) est une algébre topologique. Chacun des opérateurs uf, est
borné d’aprés 2.2, d’olt on conclut que Iespace B(U(R)) est dense dans
L(C(R)). ,

2.4. THEOREME. Pour qu'un opératewr soit borné, il faut et il suffit
qu’il admette une factorisation par un espace normé.

Démonstration. La suffisance de cette condition résulte de 2.1, (b}
et (d). Soient teB(H, F) et ||y la semi-norme avec laquelle Topérateur
t est borné. Soit Ny = {zeB: |zly = 0}, By = B[Ny

L’espace quotient Hy a pour éléments les ensembles X = o+ Ny
pour tout zeH. Done Fyy est normé avee la norme |X| = |z|y pour weX.
La condition |z|y = 0 entraine t(x) = 0 d’aprés 1.1, car F -est sépars.
Done il existe un opérateur » défini dans Hy; tel que v(X) = #(x) pour
zeX. Daprés 1.1, veL(Ey, F). Soit 4 Papplication canonique de F dans
By.Alorst = vu, c.-3-d. Popérateur ¢ est factorisé par I’espace normsé E;.

Nous employerons les notations suivantes: B — le complété de
Tespace E; { — le prolongement de 'opérateur teL(E, F) sur B.

2.5. COROLLATRE. Un espace F' étant complet, pour qu'un opérateur
teB(B, F), il faut et il suffit qu’il admette une faclorisation par wn cspace
de Banach. )

Démonstration. En effet, Popérateur veL(Ey, F) peut alors
gtre prolongé & Popérateur 9<L(Hy, F).

Jusqu’iei nous avons considéré Yespace B(E, F) muni de la topologie
forte indnite de L(E, F). Maintenant nous allons construire une autre
topologie de cet espace. Soit U un voisinage arbitraire fixé dans #. Nous
désignons par B(H, F)y (B(E)y) le sous-espace de B(EB, F)(B(E)) composé
de tous les opérateurs bornés avec la semi-norme |-[y. 11 résulte de 2.4
que tout opérateur teB(E, F)y est factorisé par Pespace Hy. L'égalité
{ — v constitue un isomorphisme des espaces B(E, F)y et L(Hy, F)-
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Nous allons identifier les opérateurs ¢ et », qui se correspondent, done
B(E, F)y = L(Ey, F). On munit B(E, F)y de la topologie forte de
L(Ey, F). Cette topologie est définie par les semi-normes

ftly,» = sup [H(@)y,
2l

ot ¥ est un voisinage arbitraire dans F. Il est évident que B(H, F') est
la réunion de tous ses sous-espaces B(H, F)y, lorsque U parcourt un
systéme fondamental de voisinages dans E. Donc l’espace B(H, F) peut
#tre considéré comme la limite inductive des espaces B(H, I');. On désigne
cettie topologie par 7. -

2.6. TmgoriME. La topologie I de B(E, F') est plus fine que la topo-
logie forte induite de L{H, F).

Démonstration. Soit teB(H, F)y. Pour toute semi-norme |-|, »
de 1a topologie forte et pour tout voisinage U dans ¥ on a ’

8,7 = sup [t(®)]p < gsup H(2)]y = oltly,p,
zed xel
ou ‘

o = sup|aly.
xed

I en résulte que dans chaque espace B(H, F)y toute seminorme
de la topologie forte est Z-continue. Done la topologie forte induit dans
fzha;que espace B(H, F); une topologie moins fine que la topologie
initiale. I en résulte [1] que ~ est plus fine que la topologie forte induite
de L(H, F). '

3. Spectre d’un opérateur horné. Pour un opérateur #L(E) on admet
la notation

o(t) = {AeC: (AI—1)" eI(B)),

ou C désigne I’espace des nombres complexes. Le spectre de L'opérateur t
st Vensemble o(f) = O\ p(&). )

On admet la classification suivante des points du spectre:

Spectre discret: o,(f) = {AeC: (AI—1) n'est pas bijectif}.

Spectre résiduel: o,(1) = {AeC: 240, (1), (\I—0)(B) = .
Contiﬁiatzﬂ; contin: op(f) = {1¢C: A¢o,(t) U o, (t), (ll—t)“‘l n’est pas

Nous noterons: o(f) = o,(f) U 0,(t) U o,(t).

Il résulte de la définition que la condition nécessaire et suffisante

B (I? On admet hz?,bih}ellement cette classification lorsque B est un espace de
;}nac ; p,jx. [5]..D aprés Dunford et Schwartz 3], oo () = {A¢0: Adoy(t) U o,(t),
{AI—1)(B) + E}. 8i E est un espace de Banach ces définitions sont équivalentes.
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pour que Leo(f)\ G(t) est que Vopérateur (AT—i) soit un isomorphisme
de E dans un sous-espace propre dense dans E.

Ilexemple suivant montre que la classification précédente n’est
pas en général compldte, c.-i-d. que lensemble o(t)\ o(t) peut étre
non-vide, méme dans le cas d'un espace normeé.

Soit F Lespace de tous les polyndmes définis dans Vintervalle [0,1]
muni de la topologie induite de C(0,1). Soient #(z)(s) = sz(s) et 2> 1.
Alors Dopérateur (AI—t) est un isomorphisme. Ses valeurs forment
Tensemble de tous les polynémes divisibles par (1—s), qui est dense
dans E. Done A¢a(f) et en méme temps leo(f), parce que Popérateur
(AI—1%)~1 n’est pas défini dans I'espace B tout entier.

Mais une telle situation n’est possible que dans le cas d’un espace
qui n’est pas complet.

3.1. TrforiME. Si un espace B est complet et si teL(E), o(t) = o).

Démonstration. ILlinclusion &(f) < o(f) est évidente. Si A¢o (1),
Yopérateur (21— 1) est un isomorphisme. Comme F est complet, (AI—1)(E)
Test également. Par conséquent, I’espace (AI—t)(E) est fermé dans E.
D’autre part, cet espace est dense dans &, Q’oll on conclut que (AL—1t)(E)

= B, c.-d-d. 2¢a(t). Done o(i) = a(t). N

3.2. LevvE. Si teL(B), 6(t) = o).

Démonstration. Pour que A¢a(t), il fant et il suffit que (AL —1)
soit un isomorphisme de B sur un sous-espace dense dans E’/E est facile

de voir que cette condition équivaut & ce que Topérateur (AI—1t) = Al —1
soit un isomorphisme de B sur F,c.-2-d. que Ag’u(f).
3.3. LeMuE. S0 un espace B n'est pas normé et si teB(H), Oeo ().
Démonstration. Clest une conséquence immédiate de 2.3.
3.4. THROREME. Si t<B(H), Pensemble o (t) est borné:
sup 2] < lim¥/ "]
2ea(t) -
Démonstration. Soit ||y la semi-norme avec laquelle opérateur
t est borné. Soit A £ 0, Leo,(f) U 0,(2). Il existe alors une suite généraliseé
z, dans E telle que -

(3.5) (AL —t}{(m;) =0,

(3.6) 2, + 0.
Nous allons démontrer que ||y + 0. En effet, Vinégalité
(3.7) 1Azl < 1(AL =) (2a) Iy + [H(@a) |

est légitime pour toute semi-norme |1y
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La condition |z,|; — 0 entraine #(z,) -0 en vertu de 1.1. Comme
A 5 0, il résulte de (3.5) et (3.7) que @, - 0, contrairement a (3.6). Done
[+ 0.

En prenant au besoin une sous-suite de @, et en la multipliant par
une constante, on peut admettre que

(3.8) [ = 1.

En posant, dans (3.7), V = U on obtient d’aprés (1.2)

Azl < A=) (@) ly+ [[(@)lo < | (AL—0) (@)lo+ o, v @y

1 en résulte en vertu de (3.5) et (3.8) que |A| < [t|y,y- La dernitre
inégalité est juste pour tout voisinage dont l'image est bornée. Done,
en tenant compte de (1.3), on a |A| < |t|. '

Soit 1 £ 0, Aeo,(f). Alors Pespace (AI—1)(H) n’est pas dense dans 7,
d'olt on conclut, en vertu du théoréme de Hahn-Banach, qu’il existe
une ]f;)nctionneﬂe %' #0 telle que, pour tout weH, ((AI—1¢)(x), z'> = 0.

one '

(3.9) Sy 0y = {t(w), 2.
I;’ar consséquent, ;’(m’) = M»'. Compte tenu de 1.7, cette condition
entraine o' By, car 4 5 0. Il en résulte en vertu de (3.9) que,
1] Koy &3] = [Kb(2), 2] < | plt (@) < 10"y ltlo, v 2] -
Done ’

4 sup Kz 2] < lo'lyltly, v,

=<1 :

ce qui entFaine A < ltly,p, Qolt on déduit 4] < [4].

On vient d’établir que Iensemble & (¢) est contenu dans le cercle
(3.10) A< B

Nous finllons démontrer que la condition Aed(f) entraine A"ed "y
quel que soit » naturel. Supposons, an contraire, que
(3.11) Mg (t).

De la décomposition
(3.12) (A" I—1") = (AI-1)P, () = P, (1) (AL—1),

ol P, est un polynoéme, il résulte que ’opérat 6 bitecti
n ; pérateur (AI—1) est bijectif, donc
Aéay(l). Si Aeo,(8), de (3.12) on obtient ) : 7

(A" I—1")(B) = (Al— )P, (t)(H) = (AT —1)(X).

. Done (‘Z"I—t”)(E)Ac (AI—1)(H) + B, ce qui entraine 1"e& (") con-
Tairement & (3.11). 8i Aeo,(t), opérateur (AI—1)~* n’est pas continu,

tandis que (A"I—1") est un isomorphi ‘apré
phisme d'aprés (3.11).
de (3.12) Vopérateur P ( - Done en vertn
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P, () = (M I— (AT — 1)~

n’est pas continu, ce qui est impossible.
Si done Aeo (1), Aeo (£%), d’ol, en tenant compte de (3.10) on conclut
que A" < |t"] quels que soient n et Aec(t). Done

sup|2] < Lmi/ 7| ().
Ho(t) -
3.13. COROLLAIRE. Le specire d'un opérateur borné t dams un espace
complet est borné:
sup|A| < Hm/ 7).
Zea(t) I
Au chapitre 4 nous verrons, moyennant d’autres hypothéses sur

N n
Tespace B, que la suite ¥ [t"| converge vers sup |4[.
Jea(t)

Te corollaire 3.13 peut &re généralisé & une classe d’opérateurs
un peu plus large que B(H). Dans la suite de ce chapitre on admet que
Lespace B n’est pas norms.

Un opératenr ueL(B) s'appelle quasi-borné, s'il est de la forme
o = aI+1, olt a est un nombre complexe et ¢ un opératenr borné. L'en-
semble de tous les opérateurs quasi-bornés, qui appartiennent & L(H)
sera désigné par I(E). 1L est facile de prouver que I(E) et B(E) sont des
sous-espaces linéaires respectivement de L(E) et I(E).

3.14. Leme. Despace I(H) est une sous-algébre unifére de Ualgebre
L(B) contenant avec tout élément régulier (dans L(E)) u son élément inver-
se u~L

Démonstration. Il est facile de démontrer que I'élément unité
de I(E) est Videntité I et que les conditions u, eI (B), usel (F) entrainent
U Uzl (). Done I(E) est une algdbre unifére. Supposons que v = ol 4+
+iel(H), u—*eL(B). Done a # 0 en vertu de 3.3. Alors
I tw?

a a

(3.15) ul =

Bn effet, I'égalité wt = tu entraine u~'t = tu ™"
Il en résulte que

(I tu-l) % wiu™? u—1t
wl|=— 4T g,

a a

(4) D’aprds 1.4 ce résultat est meilleur que (3.10).
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Compte tenu de 2.2, on a tu~'/aecB(H), done, en vertu de (3.15),
utel (E) .

3.16. TEHAORBME. (a) 81 4 = al+tel(B), o(u) = a+o(3)-

(b) Le specire d'un opératewr quasi-borné dams wn espace complet
est borné.

Démonstration. Ce sont des conséquences immédiates de (3.13)
et de Pégalité AI—u = (A—a)l—1.

3.17. TatiorEME. Le specire d'wn opérateur borné dans un espace
complet est fermé (°).

Démonstration. Supposons, au contraire, que lensemble o(t)
ne soit pas fermé. Il existe alors une suite de nombres complexes
A, telle que A,ec(i) pour tout n, A, — A Aep(t). D’apres 3.14 I’opérateur
(AI—1%)~" est quasi-borné, donc en vertu de 3.16(b) son spectre est borné.
Drautre part A, 7= A et les opératerus (AI—t)~" et (4,I—%) sont permu-
tables. Donc de 1'égalité

_ (}“I”‘t)_l(ﬁ'nI_ t)

( I
i—1, i—a,

on déduit que Pexistence de 1’opérateur inverse de

—(zr—t)—l)

(g )

entraine Vexistence de (4,I—t)~!. Par conséquent,
. 1 .
A—2y

pour tout #, puisque 1,ec(t). Cela signifie que‘le spectre de l’opémteur
(AI—1)~' n’est pas borné. La contradiction ainsi obtenue prouve que
Tensemble o () est fermé.

co{(AT—1)7)

3.18. CoroLLAIRE. Le specire d’um opératewr quasi-borné dams wn
espace complet est fermé. :

Démonstration. Clest une conséquence de 3.16(a) et 3.17.

3.19. TrkorREME. §i teB (), Vensemble o (1) est fermé.

Dém?nstration. On sait que B = B’ [9]. On peut démontrer
que t,l =1’ pour teL(H). 8i opérateur ¢ est borné, en vertu de 1.7 1 est
borné avec la méme semi-norme. I1 en résulte, en tenant compte de 3.2
et 3.17, que P'ensemble & (1) est fermé.

Nous venons de prouver la compacité du spectre d’un opératenr horné

5 P
(%) Leray a prouvg [7]1 que le spectre d'un opérateur compact dans un espace
localement convexe arbitraire. est. un‘ ensemble fini ou une suite convergente vers 0.
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et quasi-borné dans un espace complet. Au chapitre suivant nous ob-
tiendrons le méme résultat en admettant d’autres hypothéses sur F.

4. Fonction holomorphe d’un opératenr. Dans ce chapitre nous
admettons que lespace E est tonnelé semi-complet. On peut prouver
que dans ce cas Vespace L(E) est semi-complet. Nous allons considérer
une fonction f(1) de Pargument complexe 1 & valeurs dans L(E). Il est
évident que f(A) étant une fonetion opératorielle, f(4)(z) et (f(2)(z), ">
sont respectivement des fonctions vectorielle et scalaire de 1 quels que
soient zel, 2’ <H'.

Dans 1a suite nous entendrons par f(i) une fonction opératorielle
sauf mention expresse du contraire. On définit Ia limite, la continuité,
Pintégrale de Riemann-Stieltjes et Ia dérivée d’une fonction opérao-
rielle de méme que pour une fonction scalaive.

Nous énongons sans démonstration les propriétés de Dintégrale
dont nous aurons besoin dans la suite.

4.1. LeMws. Si une fonction f(2) est continue sur une courbe de Jor-
dan C:

(a) f(A) est intégrable sur C.

(b) Pour toute semi-norme ||y dans L(E) la fonction réelle |f(A)|zy
est intégrable sur C et

| [0 |zr < [1F 5 p1d.
o] (&)

4.2, Limyve. Si une fonction f(2) est intégrable sur une courbe O:
(a) Quels que soient weE, o’ B’ les fonctions fA) ) et {F(A) (@), &>
sont intégrables sur C et

[fwar@ = [f0)()an,
a [of
{[iwara), e )= [F@)a), o> da.
é é
(b) Pour tout teL(H)
i [fyar = [ f@da
a é .
Une fonction f(4) s’appelle holomorple sur un ensemble ouvert Ir
si sa dérivée existe en tout point de D. Une fonction f(4) s'appelle faible-
ment holomorphe sur D si la fonction scalaire {f(A) (@), #'> est holomorphe
sur D quels que soient ze®, ' < B'. :

4.3. TehorEvME (7). Pour qu'une fonction f(1) soit holomorphe sur
wn ensemble D, il faut et il suffit qu'elle soit faiblement holomorphe sur D.

[ fyam = j FA)tda.
c g

(6 Clest mne généralisation du théoréme de Hille, qui T'a prouyé dans le cas
oll B est un espace de Banach [4].
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Démonstration. Il suffit évidemment d’établir la suffisance.

Soit g(4) une fonction scalaire holomorphe sur D et 4, un point fixé
de D. T existe alors un nombre 7 > 0 tel que-la fonction g(4) est holo-
morphe sur le cercle [A— o] < 7. Soit

9o+ 0)— (k)

¢
La fonction G(Z) est holomorphe sur ensemble D—4,, done holo-

morphe et bornée sur le cercle [£| < 7. En outre, G(0) = 0. Il en résulte,
en vertu du leinme de Schwartz, qu’il existe une constante M telle que

{4.4) G() = — g (ho)-

‘|t < r entraine |G(2)]<< M| Donc si la| <7, [l <7,  alors |G(a)|
< Mlal, |G(0)| < M |b] et par suite
16— 0)] < M(Jal+b).

Par conséquent, d’aprés (4.4), les conditions 0 < [a| <7, 0 < [0 <7
entrainent l’inégalité

g{o +a —g(A) g(A)

<M.

Jo-kb)—
(“5) L +b)

laH— 16} 1

Supposons qu'une fonction (opératorielle) f(4) soit faiblement holo-
morphe sur D. Cela signifie que la fonction scalaire (f(1)(s), ") est holo-
morphe sur D quels que soient z<H,» <H’. Posons, dans (4.5), g(4)
= (f(A)(x), ">. Alors pour tout zeE et pour tout #'<E’ il existe un M > 0
tel que les inégalités 0 << |a| <7, 0 < |b| < r entrainent l'inégalité

1 Gota)—10)  flhtD)—1la)),
FE <( o b )(”)’f” > <2
Soit
1 St a)—F(4,)
T = {teL(EB _
{t Bt = Gl ( p
—w),K laj< 1,0 < |b|<r}.

Il résulte de la dernidre inégalité que pour chaque weF l’ensemble

Ht(w est faiblement borné, donc borné, d’ott on déduit, en vertu du

théoréme de Banach-Steinhaus, que Tensemble T est équicontinu.
Posons
T +0—f(A)

4

pour tout  tel que 0<C || < r. Soit W, , un voisinage arbitraire dans
L(E). De I'équicontinuité de T ‘il résulte Vexistence d’un voisinage U

1e) =

!
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dans B tel que i(U) = V pour tout te7. Comme A est borné, il existe
un. nombre ¢ > 0 tel que 4 < pUT.
I résulte de la définition de #({) et de ' que les conditions

(4.6) 0<la|<r, O<|bl<r, |a,H—]b|<—:;~
entrainent
=10
la] 4 1b]
Alors )
' (@) —t(b)
(t(@)—1(0))(4) < (t(a)—1(3)}(eT) = TalEp (Uyev

Cela signifie que, si les nombres a et b satisfont aux conditions (4.6),
ta)—t(b)e Wy

8i a, -0, a, #* 0 pour tout #, les nombres a, eb a,, satisfont aux
conditions (4.6) pour n, m suffisamment grands. Il en résulte, d’aprés
(4.7) que la suite

4.7)

f(lo‘!‘ a’n)—f__(_}'_o_)_

O,

| t(an) =

satisfait & la condition de Cauchy. L’espace L (%) est semi-complet, done
il existe un opérateur f’'(4,) < L(E) tel que
T {40)

= lim Fllo+ @) — () )

n—>00
an

(4.8)

Soit b, une autre suite telle que b, — 0, b, s* 0 pour tout n. Alors
les nombres a, et b, satisfont aux conditions (4.6) pour » suffisamment
grand. Done de I'inégalité

(b)) —F" (Ao) g, < [U(B0) —8(a) L4, V—i_lt(a’n) — (Al 7

il résulte, en vertu de (4.7) et (4.8), que la limite (4.8) ne dépend pas du

choix de la suite a@,. Par conséquent, la dérivée de la fonetion f(4) au
point A, existe. Cela signifie que cette fonction est holomorphe sur I'en-
semble D, ce qui achéve la démonstration.

4.9. COROLLAIRE. Toute fonciion faiblement holomorphe sur um en-
semble y est continue.

En vertu du théoréme 4.3 nous identifierons les notions de fonction
holomorphe et de fonction faiblement holomorphe. '

4.30. LeMME. Si teB(B)y et Aeo(t), les semi-normes ||y et [(AI—
—1)(*)|y sont équivalentes.

Studia Mathematica XXXVII, z. 2 4
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Démongtration. I suffit de se restreindre au cas ou Pespace B
nlest pas normé. Supposons que |}y — 0. Alors il résulte de 1'inégalité

|(AL— 1) (@)|y < W loly+ [t @) < (A y,v) lolo

que [(AI—1)(@)|ly = 0. ‘

Réciproquement, si |(AI—1)(#)ly —~0 en vertu de 1.1 on a #(Al—
—1)(#) 0. Done (AI—1)i(z) —~0, car les opérateurs i et (AI—t) sont
permutables. On en conclut que t(m) -0, car Aeg(f). Done Pinégalité
Jaw)y < |(AL—¥)(®)|g+ [H(&)ly entraine ol >0, car A #0 en vertu
de 3.3.

4.11. COROLLATRE. Si teB(H)y et Aco(t),

|B(2,0)ly = sup |B (4, 8)(@)ly < oo,
] gr<1

ot R(A, t) désigne lo résolvante (AL—1)~2 de Dopérateur t.

4.12. TEAORIME. La résolvante R(1, 1) dun opérateur borné est une
fonction holomorphe sur Vensemble o(f).

Démonstration. On peut évidlemment admettre que E n’est pas
un espace de Banach. Soient 1 un point arbitraire fixé de o(t) et ||y
la semi-norme avec laquelle Popérateur ¢ est borné. En vertu de (3.13)
on &

@13) I R

Ry 1) =5 +——

Soit x un nombre complexe arbitraire. Le développement formel
de la fonction E(A+ u, t) en série est de la forme

B(a+p 1) = D (—p)"R( ™,
n=0
Done

(4.14) RO+ p 1) = D (—p™BQ, 1

Quels que soient ze B, 4’ « B’ nous avons I'inégalité
IR (2,84 (@), 2] < || [tR (4, )" (@)1

< 'y lilo,p 1B U, 17 (@)y

< ||y tlo,p | B(4, O[5 oo,

oll |*|p est la semi-norme avec laquelle la fonctionnelle #” est continue.
1l en résulte en vertu de 4.3 et (4.14) que la fonetion tR (A p, t) est holo-
morphe sur.le cercle |u| < |B(1, t)|5*. Par conséquent, tR(4,t) est holo-
morphe sur g(#), d’ol on déduit d’aprés (4.13) que la fonction RB(4,?)
Test également, car A 5 0.
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4.15. COROLLATRE. Le spectre d'un opérateur borné est fermé.
4.16. TrakoriEME. Le spectre d*un opérateur borné t est borné:
sup 4] = limy/&*].
Jea(t)

Démonstration. Le développement formel de la fonction RE(4,1)
en série de Laurent est de la forme

oo t"
R, 1) = Z s

n=0

(4.17)

Nous allons démontrer que si |4 > [t], cette série est convergente.
Soit A un nombre complexe tel que 4| > |t|. Il existe alors un nombre.
tel que 4] > 7 > [t]. Done en vertu de (1.3) il existe nn voisinage U, dont
I’image est bornée et tel que, pour tout ze¥, [{(#)|y < r|zly. Par conseé-
guent, pour chaque semi-norme |-|p; dans L(H) nous avons l'inéga-
lité:

A 1 it
| = sup @)y < e supl T (@)
x sy 2B 1] 2B :
[tlg, pr™ !
< Tap sup l2ly.

I’ensemble B est borné et r < |4], donc la série (4.17) est conver-
gente et sa somme R(2,t) appartient 3 L(¥), car L(E) est semi-complet.
Done si Aec(t), on a

(4.18)

De la décomposition (I"I—) = (AI—1)P, (1) = P,()(AI—1) ou P,
est un polyndmse, on conclut que la condition leo(t) entraine e (™).
Bn effet, si (A" —)"teL(E), AI—1)F = P, (1) ("I — )" eL(H). L'opé-
rateur  est évidemment borné, done, d’aprés (4.18), |A"< [f*| pour
tout » et par conséquent

i< el

(4.19) sup (4] < LmY/[7].

Aeo(t)

Soit 1, un nombre arbitraire tel que |i,| > sup |4|. Compte tenu
Jea(t)

de 4.12, la fonction R(4,?) est holomorphe au point 1, done en vertu de
(4.17) la série

]

Z U™ (@),

41
n=0 lﬂ
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est convergente quels que soient #¢ K, ' <Z'. Il en résulte que pour chaque
zeF Pensemble U (™ (2)/A"*) est faiblement borné, donc borné dans B.

Par conséquent, en vertu du théoréme de Banach-Steinhaus, ’ensemble
U /A1y est équicontinu, done borné dans L(H). Cela signifie que

n
pour chaque semi-norme |-|p 3

tn

(4.20) sup s

< o0,
B,V

Soit U un voisinage dans B dont I’image {(U) = A est bornée. Alors
t"eB(B) pour tout #n > 0. I en résulte en vertu de (4.20) et (1.3) quil
existe une constante M tel que

N 7 7 n—1 n—1
- oY R L X O Lt R+

yrs 120l wU | A | oz & W |av

Done [ < M A" quel que soit # > 0. Par conséquent, 11m]/|t"['

< |Ag|. Cette inégalité est vraie . pour tous les nombres 4, tels que
|40} > sup |4, done
Zeo(t)

fim V"] < sup 1.
Aea(t)

I en résulte d’aprés (4.19) que la suite 1/[t”] est convergente et

supl] = lim V7.

Aeo(t)

Le nombre sup|i| s’appelle norme épect’mle de l'opérateur .
Zea(t)

Dans la suite nous admettons que ¥ n’est pas un espace de Banach.

4.21. TERoREME. Le specire d'un opérateur
pact.

Démonstration. C’est une conséquence de 3.16 (a), 4.15 et 4.16.

4.22, TEEOREME. La résolvante dun opérateur quasi-bormé w est une
Sonction holomorphe sur Pensemble o(u).

Démonstration. Soit u = al-teI(H). Alors il résulte de 4.12
et de Pégalité R(4, u) = R(1—a, ) que la fonction R (4, ») est holomorphe
sur p(u).

On désigne par I(H)y le sous-espace de I(E) composé de tous les
opérateurs de la forme u = al--¢, ol teB(H)y.

4.23. Totorivm. Soient w = al-+tel(B)y et f(A) une fonction sca-
laire holomorphe sur um voisinage D du spectre o(w).

8i B est un ensemble ouvert borné contenant o(w) dont Padhérence est

quasi-borné est com-
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contenue dans D et dont la frontiére O se compose @*un nombre fini de courbes
de Jordan,

1 | ;
) =5 Cf FARQ, u)dreI(B)y.

En outre, f(u)
avee t.

Démonstra.tion. En vertu de (3.15) pour tout <0

=fla)I+tv, ob Vopérateur veL(E) est permutable

I RO
B =35+
Done
(A) 1 f(2)
(4.24) fu) _2—Gf s Idl—[-z);r—?:—JEtR(l, w)da.
Soit

F4)
= = B(u)da.

Llexistence de cette intégrale vésulte de 4.22, 4.9, 4.1(a) et de la
condition A 5 a sur O. Done veL(E). Par conséquent, les deux intégrales
dans (4.24) existent en vertu de 4.2(b) et d’aprés la formule de Cauchy
pour les fonetions sealaires f(u) = f(a)I-+tv. En vertu de 4.2(b) 1'égalité
tR(3, ) = R(A,u)t entraine tv = vt. Comme teB(H)y, vteB(H)y et par
conséquent f(u) eI (#)y. En appliquant le théoréme de Cauchy & la fonction
AR, u)(z), ">, o zel, o' <B’, on constate, en vertu de 4.2(a),
que Popérateur f(u) ne dépend que de la fonction f(1), ce qui achéve
la, démonstration.

4.25. COROLLATRE. 8% u = al-ttel(H), pour que UVopérateur f(u)
soit borné, il faut et il suffit que f(a) = 0.

Soit A (D) T’espace de toutes les fonctions scalaires holomorphes
sur un ensemble compact D. C'est la limite inductive des espaces de Banach
B(H) de toutes les fonctions holomorphes sur H, continues sur H avec
la norme

[fI = sup [F(A)1,
ieH

ot H parcourt la famille de tous les ensembles ouverts contenant D [6].
11 est facile de prouver que A (D) est une algébre topologique commutative
avec la multiplication définie habituellement.
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4.96. TEhoriME. i wel(B)y, Papplication f(A) = f(u) de Valgébre
A(o(u)) dans la sous-algébre I (B3, de Palgébre I(H) est un homomorphisme
continu dans le quel les fonctions f(4) = A f(A) =1et le; opérateurs f(u)
= u, f(u) = I se correspondent respectivement.

Démonstration. T est 6vident que cetbe application est linéaire.
Si f, ged(o(w), fg(u) = Ffluw)g(w) = g(uw)f(u). La démonstration de ce
fait est 1a méme que dans le cas d'un espace de Banach [2]. L’application
f(A) > f(u) est donc un homomorphisme algébrique. :

Nous allons démontrer qu’il est continu. On constate facilement
que Dinclusion H < @ entraine B(@) = B(H) et que 'application cano-
nique B(G) — B(H) est continue dans les topologies normées de ces
espaces. D’autre part, Iensemble o(u) est compact, done, en vertu du
théoréme de Borel, chague ensemble ouvert contenant ¢(u) contient un
ensemble satisfaisant aux hypothéses du théoréme 4.23 sur Vengemble B.
T1 en résulte [10] que lespace A(o(u)) esb la limite inductive de tous les
espaces B(H), ot H parcourt la tamille de tous les ensembles de'la pro-
priété mentionnée plus haut. Soit H, un unsemble fixé ayant cette pro-
priété. Supposons que f,<B(H,) pour chaque n et f, = 0 pour la topolo-
gie normée. Cela signifie que
4.27) sup |f ()] ~0,

e
.ot O est 1a frontiére de H,.
Pour chaque semi-norme |*|p » en vertu de 4.1(b) nous avons

oy < 5 af ARG, w)lo,rld).

(4.28)

De la continuité de B (A, u) sur O et de I'inégalité
B (4, w)lp,p— B, w)lp,r| < 1B w)— R (A, w)lp,y

il résulte que la fometion |R(4, %)|p, est continue sur €. Donc les condi-
tions (4.27) et (4.28) entrainent f,(u)—>0. Par conséquent, lhomo-
morphisme f(») — f(u) est continu sur chacun des sous-espaces B(H) de
A(a(U)), d’olt on conclut quil est continu [9].
Soit f(4) = A. Alors
1

(4.29) flu) = —— f AR(A, 1) @A
. 27t g .

8i % = al+t, BR(A, %) = R(A—a,t). Donc en vertu de (4.17)
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o t‘fb
B0 = D e

pour tout A tel que |A—af > [t

La fonetion f(1) = 4 est holomorphe dans le plan tout entier, done
dans (4.29) on peut prendre pour € un rond |A—a| =7 > [{|. Alors en
développant en série la fonetion intégrée dans (4.29) nous avons -

1 o A
=5 [ (e
" AdA
~ 2] T

i f da o da
Pl el el f-wrlll Ry
& 2mi (A—~a) medf (A—a)™*?

=1+ al= u.

D'une fagon analogue on prouve que la fonction f(1) = 1 et Iopéra-
teur f(u) = I se correspondent.

4.30. THEOREME. Si uel(B), fed(o(w), on a off(w)) = flo(u).

La démonstration est la méme que dans le cas d'un espace de Ba-
nach [2].

PROBLEMES IRRESOLUS

1. Tout opérateur teB(H) a-t-il un sous-espace invariant ?

2. A quelles conditions doivent satisfaire les espaces B et ¥ pour
que 'espace B(E, I') soit dense dans L(E, F)?

3. Lrespace B(H,F) est-il complet pour la topologie 7 ?

4. Existe-t-il dans l'algébre L(F) un idéal plus grand que B(Z#)?

5. S8i chaque opérateur appartenant & . L(E) a un spectre borné,
E est-il nécessairement un espace de Banach ?
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Extreme points in tensor products
and a theorem of de Leeuw

by
! J. A. JOHNSON (Stilliwater)

In this paper we show how an idea due to de Leeuw (see [2], lemma
3.3) can be adapted to vector-valued measures to yield a result concerning
extreme points of the dual ball of a tensor product of Banach spaces
(Theorem 1.1). In Section 2 we give an elementary non-measure-theoretic
proof of de Leeuw’s lemma which yields a stronger result than the original
statement. This idea is then applied to obtain results on exposed points
of the dual ball o% a tensor product of Banach spaces.

1. We will denote the dual of a normed space I by E’, the unit ball
of B by Ug, and the seb of extreme points of & convex set K by ext (K).

It E and F are normed spaces, then B ® I denotes their (algebraic)
tensor product, E ®, F denotes B @ F endowed with a crossnorm «
(see [7]) and ¥ &JKF the completion of B®,F.

We will restrict our attention to the erossnorm 1 (see [7]) for the
following reason: every extreme point of Upger 18 of the form #'®y’,
o' B,y <F', it and only if a = 2. This follows from the definition of
1 and the K2— M3— R theorem (see [1], p. 80).

T § is a compact Hausdorff space and F a Banach space, we let
C(8) denote the H-valued continuous functions on § with sup-norm
and C(8) denofe the scalar-valued continuous funetions. If feO(S) and
weB, f-u: s -~ f(s)o defines a function in Cg(S). If F is considered as
a subspace of C(8), then H®,F is isometrically embedded in Cz(8) by
the canonical linear mapping which sends 2®f to f-.

X will denote a subspace of Cx(8), and for se8, let &;: X > X be
defined by @,(f) =f(s). For each 2'<H’, the composition #'o @, of z”
and @, is in X', ’

LEmva 1.1 {@/o®, : @ eUg, seS} is weak” compact n Ug.

Proof. If B and X’ are given their weak* topologies then the mapping
(@', §) — @' 0 D, is continuous from Uy x § into X', g. e. d.

LEnra 1.2. Every ewtreme point of Ux: 4s of the form 2’0 D,, where
o' eUg and sel.
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