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Approximation von Fixpunkten
von

JOCHEN REINERMANN (Aachen)

Wir formulieren zunichst einige Prinzipien, welche in der Fixpunkt-

theorie immer wieder verwendet werden, ganz allgemein fiir uniforme
Réume.

DEFINITION 1. Sei (X, %) ein uniformer Raum, X = @ und f: ¥ - X.
Ein gerichtetes System {&;};. ;e X7, (1) I 9, heillt asympiotisch-f-regulir
(a.fr.), genau dann, wenn
(%) AV AGzi=(fl),)0).

, . Uedt iel fel

Bemerkung 1. (1) In einem topologischen linearen Raum (ausge-

stattet mit seiner kanonischen uniformen Strultur) ist {,};.; a.f.r., genau
dann, wenn lim {f(z,) —2,} = 0 zZutriffs.
I

(2) Um (*) sicherzustellen, geniigt es, (*) fiir eine Basis B anstelle
von % zu garantieren.

LevMa 1 (Existenz von Fixpunkten).

Voraussetzung. (H, %) separierter uniformer Raum, X < E, z¢ X,
J: X~ X stetig (Teilraumtopologie), {z;};.reX* a.fr., @ Beriihrpunkt von
@iier.

Behauptung. f(z) = «.

Beweis. Sei Ue#. Man wihle ein symmetrisches Ve#% mit V3 c U
und — gemiB (x) — ¢el mit (f(;), #;) eV fir j > 4. Die Stetigkeit von f
in o impliziert die Existenz eines We%, W<V, so daB (2, #) W die Relation
f(2), f(#)) eV nach sich zieht. Sei j,= i und (®,, 2)«W. Dann ist also

f(ay), F(@)) <V |

Zusammen ergibt sich (f(»), )<V < U, dh. (fl@),2)e T =4
(Hausdorff), d.h. f(z) = =, q.e.d.’ .U

Sarz 1 (Fixpunkte und konvergente a.f.r. Systeme).

(}) Fiir I: =N sagen wir ,,a.f.r. Folge”.
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Voraussetzung. (E, %) separierter uniformer Roum, X « B, X + @,
X abgeschlossen, f: X —+ X, {#};.;e X" a.fr. System mit (i) f stetig, (ii)
f hat hichstens einen Fizpunkt, (iii) f(X) relativ |I|-kompalt (%).
Behauptung (a) f hat genau einen Fizpunk! x;

(b) ¢ = liIm {@;}.

Beweis. Wegen f(a;) ¢f(X) hat das gerichtete System {f(#;)};.; einen
Beriihrpunkt xeX, welcher wegen (*) auch Beriihrpunkt von {m},., ist.
Nach Lemma 1 ist nun bereits f(x) = @, also (a) bewiesen. Wire nicht
z = lim {z;}, so ghbe es Ve# und eine konfinale Teilmenge I’ = I mit

(; dV fiir ¢eI'. Das iiber I’ (induzierte Ordnung) gerichtete System
{%}m; besitzt nun wegen (iii) selbst einen Berithrpunkt yeX, fiv den
nach Lemma 1, f(y) = y zutrifft; (ii) erfordert y = », weshalb ein 4,el’
mit (wio,w) = (ae,-o,y)sV existiert. Das aber steht im Widerspruch zu
,,/}(wi,w)‘ﬁV”, g.e.d.

iel?

Bemerkung 2. (1) Fiir I: =N, %,eX, 2,: = f"(x,), neN (Picard-
Folge) und einen linearen normierten Raum mit dessen kanonischer
uniformer Struktur (als metrischer Raum, siche Bemerkung 3) lautet
Satz 1 s0:

Sarz 1’ (Fixpunkte und Konvergenz von Picard-Folgen).

Voraussetzung. (B, | ||) linearer normierter Raum,X < B, xoeX
X abgeschlossen, f: X—>X stetig, f(X) relativ kompalkt Wbd llm {f"“(
—f™(@g)} = 0, f hat hichstens einen Fizpunkt.

Beha;uptung I hat genaw einen Fiwpunki x, und es gilt lim {f*(w,)}
= P, N—>00

(2) Bs gibt eine Anwendung von Satz 1’ in der Theorie der gewdhn-
lichen Differentialgleichungen (siehe [67]).

(3) Es seien alle Voraussetzungen von Satz 1 erfillt, f: X - X
gleichmiBig stetig und ke N. Dann gilt
(*%) AV Ali=i= (i), a)eU).

Ue# iel jeI

Beweis. Unmittelbar durch Induktion iiber k.

Fir ein gleichmifig stetiges f kann Satz 1 leicht verschirit werden,
indem nur angenommen wird ,,Sei f¥(X) relativ []-kompakt fir ein %e N,
Ist jedoch {;},; die Picard-Folge eines stetigen f, also I: =N, a,
= f"(a,), mye X, s0 kann Satz 1 bereits unter dieser a.bgeschwaehten Bed]n»
gung, also ohne die Annahme der gleichm#Bigen Stetiglkeit bewiesen werden.

(%) d.h. jedes gerichtete System {m;};.x mit |K|< M| hat einen Berithrpunkt
in H.

icm°
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, DeriNiTION 2. Es sei (X, %) ein uniformer Raum, B eine Basis fiir %,
weX. Ein gerichtetes System {®},.;¢X?, I % @, heiBt (8B, x)-monoion,
genau dann, wenn
(x+%) A A(lwy2)eV aj=i)=

(mj, T)e )
VeB i,jel

Bemerkung 3. Im Falle eines metrischen Raumes (X , o) und dessen
kanonischer uniformer Struktur %,, erzeugt dureh B: = {V, Yesoy Ver
={@,y) z,yeX A g(w, y) < e}y ka.nn man leicht verifizieren, da8 ,,(B, »)-
-monoton” mlt »e (%, 2) < o(®;, #) fiir ¢ < j” Aquivalent ist; {#;};.; heiBt
kurz x-monoton.

DrriNirIoN 3. Es sei (X, %) ein uniformer Raum, 8B eine Basis fiir %,
X #0, f: X — X. f heiBt B-kontrahierend, genan dann, wenn

é (VeB=(fxfH(V) < V) (3.

(****)

.Bemerkung 4. (1) fiir einen metrischen Raum (X, g) mit dessen
kanonischer Basis B (siehe Bemerkung 3) und ein f: X — X ist ,,8-kon-
trahierend” dquivalent mit .o (f(#), f(¥)) < o(x, y) fir o,y X",

(2) Bs sel (X, %) ein uniformer Raum, B eine Basis fiir #; a,, v X,
f: X+ X ®B-kontrahierend, f(x) = ». Dann ist {®,}: = {f"(x)} (B, z)-
-monoton.

(3) Fir weitere Illustrierungen zu ,,(B, #)-monoton” siehe [7], [8]
und [11].

Eine einfache Folgerung aus Lemma 1 ist

SArz 2 (Fixpunkte und Konvergenz von (B, s)-monotonen a.f.r.
Systemen).

Voraussetzung. (X, %) separierter uniformer Roum, xv<X, B Basis
fir #, f: X - X, {#;};.7¢ X afr. und (B, z)-monoton, {2} konfinales
Teilsystem von {@;};.r und x Berihrpunkt von. {2;};.p .

Behauptung. f(x) = z und o = ]jIm {o;}.

Beweis Nach Lemma 1 ist f(2) = o. Sei VeB. Wir wiihlen .ijel”
mit (‘”io’ x)eV. Fir iel und > 14, ist dann (x;, z)e V wegen (***), d.h.
@ =lim {z;}, q.e.d.

I

SArz 3 (Approximation von Fixpunkten durch schwach konvergente
r-monotone Folgen).

Voraussetzung. (B, || ||) reeller reflexiver (B)-Rawm mait

(T) Zu M < B, M #@, M beschrinkt, und n >0 gibt es n, > 0, so
dap gilt: Zu y,, yseM mit |ly,—yol = n gibt es ueB* und c<R mit

®) (Fxf) (@, 9): = (f(=), F ).
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(a) (uy>—o) (uyy—e) <0 (%),
(b) fiir xeM mit (uled—e) (uly—c)< 0 findet

llz—yul = lle—yall 4+,
stati;
XcEB X +0, f: X—X, Fix(f):
schrinkt, und es gilt

(@) Fix (f) #0.

(ii) Alle schwachen Beriihrpunkte von {x,} liegen in Fix (f).

(ifi) Fiir yeFix (f) fallt {|lz,—y||} monoton.

Behauptung. {m,} konvergiert schwach gegen einen Fizpunkt von f.

Bemerkung 5. Fiir einen reellen Hilbert-Raum (E, (,)) gilt (T).
Mit M < B, M # &, M beschrinkt und 5 > 0 erfilllt nimlich

= {w|weX A f(x) = 2}, {,} e X be-

7
Nyt = L:

= sup |@||+1
L sup o] +1,

simtliche Forderungen. Zu ¥, yeM mit [y, —y,|
bzw. ceR durch w{z): = (z,y,—¥;) bzw. c:
(siehe [7]).

Beweis von Satz 3. Wir definieren

@: Fix (f)=R - durch ¢(y):

> 7 kann man weR*
= u<{}y:+ 3y,> definieren

= In o, —yll,

gyeR  durch g,: = 1n;E oY),

<Tix ()
wihlen {y,}e Fix™(f) mit lim {p W)} = @0, formulleren Aussagen
k0
(B4) \ (Zs“ ]im {m} = ?/*/\ lim e =9 0);
 preFix ()
(By) V V(g ist T,-Beriihrpunkt von {z,}Ally,— v >
yreRx() >0 fiir unendlich v1ele keN)

und zeigen zundchst: ~7(B,) = (B,). Sei hierzu y e Fix (f) I,-Berithrpunkt

von {#,} (ein solcher existiort wegen der Beschrinktheit von {#,} und der .

Reflexivitdt von (E, || |))).- Nach Voraussetzung gilt nun entweder

@): 1 (Tlim{z,} =9) oder (2): (Tim {y} = 9).
00 =00
Gilt (2), so findet |y, — y|| > # fiir geeignetes (geniigend kleines) n > 0
und unendhch viele keN statt, so daB mit y**: =y und einem solchen 7

(%) 4.h. y;, y, ,liegen auf verschiedenen Seiten’ der durch w und ¢ gegebenen
Hyperebene,

(8) s bezeichnet hier und fortan die schwache Topologie von B,

icm
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(B,) wahr ist. Gilt aber (1), so existiert ein ¥,-Beriihrpunks §Fix(f) von
{w,} mit § # y (Beschranktheit von {z,}, Reflexivitit von (&, || |)) und (ii)).
Mit § anstelle von y gilt dann (2), so daB mit y**: =§ und 5 — wie
oben dargelegt — (B,) ebenfalls erfillt ist. Wir fiihren nun (B,) zum
Widerspruch (womit nach dem oben Gezeigten (B,) und um so mehr die
Behauptung des Satzes bewiesen ist). Sei hierzu y**eFix(f), 1 > 0 gemiB
(By) gewidhlt. Wir definieren M: = U {z,} v U {y,} v {y**} und be- -
neN keN

haupten: M ist beschrinkt. Fir | ) {x,} trifft nach Voraussetzung dies zu;
neN

sel |lo,| < Ly (L eR, neN), Fir {y**} ist das trivial. Fir {y,} haben wir

zunichst die Existenz eines L,eR mit 0 < ¢(y,) < L, fiir keN. Zu ke N

bestimmen wir nun 7, eN mit |j,, —y.ll < L.+ 1. Dann folgt [yl < ||y, —
Insgesamt erhélt man also wegen

Diam(M): = sup
L5k mn,r,t

(o — 2y 1y — Yl 10— yalls lop—y**1, llye— y**1}
Diam (M) < oo, wie behauptet. Zu M,» wird nun 7, gemiB (T) und
dann eeR mit 0 < &< 77, gewdhlt. Wir bestimmen %,eN mit g, —y**ll =7
und @ (¥x) < @yt sowie npe N mib [lo, —ypll < pote. Zu yi: = yg,,
Ys: = y** withlen wir w<E*, ceR gemiB (T). O.B.d.A. sei u{y**>—e > 0.
Wegen u e B* ist die durch H“ = {#| 3B A u{x) > ¢} definierte Teilmen-

ge von FE eine T -offene Umgebung von y**, Also gibt es #n,eN mit

7y 2 Ny und eH® (Berithrpunkteigenschaft). Mit (T) und (iii) folgt

1225, — Y **] + 1 < W0, — Yyl < Nl — 92 [l < o+ 2,
was mit
g =m—e>0, |, —y**| < go— e,
d.h. @, = inf [lz,— y**|| < @, und damit einen Widerspruch ergibt, q.e.d.
neN .

Spezialfalle von Satz 1 finden sich in [7] und [11].

Voraussetzung (ii) von Satz 3 ist Gegenstand der folgenden Aussage:

SATz 4 (Schwache Berithrpunkte von a.f.r. Folgen im Hilbert-Raum
sind Fixpunkte von f).

Voraussetzung. (B,()) Hilbert-Roum, X < B, zeX, f: X > X
kontrahierend, {x,}eX™ beschrinkte a.f.r. Folge, x I -Bersihrpunkt von {z,}.

Behauptung. f(a) = a.

Beweis. Wir wihlen Teilfolge {%,} von N mit T 11n1 {m,, } =z (vgl. [4],
S. 315, (5)). Dann ist wegen

N, —F (@) = ||(r,, — @)+ (@ —F ()
= oy, —alP -+ lo—f (@) +2 Re [, — @, 2—f(x))
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und .
lim {(z, —@,s—f(2))] =0 (schwache Konvergenz),
(*) le—f(@)|2 = lim {|o,, —f(@)]*— Hwk,;—wHZ}
einerseits und wegen
e, —F@) < 1f (@) — o 14 1 f (@) — F (@) <11 (@) ‘wknll%Lllwkn—WIl
sowie
Lm {f () — a4, } = 0 (a.f.r. Folge)
erhélt man nm -
() lim {Jlwy,, — ()l Il — 2ll} < O

N—+00
andererseits. Wegen der Existenz eines LeR mit ||z,| < L fir neV folgh
weiter mit
e, —F (@)l — I

und

= (&g, = F @)+ llg,, — all) - (v, —F (@) — l| 25, ~ ]

< ||y, — f (@) 4 I, — @] <2L+Hf(w M-l i
aus (*) und (**): |lz—F(@)|2< 0, d.h. f(x) = 2, q.e.d. Eine erste Reali-
sierung von Satz 3 ist (vgl. [5]):
Sarz 5 (Schwache Konvergenz von Picard-Folgen gegen einen Fix-
punkt).
Voraussetzung. (E,(,) reeller Hilbert-Raum, X c H; x, zyeX,
X schwach abgeschlossen, f: X — X kontrahierend, f(x) = x,

Lim {f"+* () — f" (e00)} = 0.
N—>00
Behauptung. Bs gibt zeX mit f(2) =2 und Tlim {f"(x)} = 2
N—r00

Beweis. Wir realisieren sdmtliche Voraussetzungen von Satz 3.
Nach Bemerkung b ist (T) erfillt. Wegen xeFix(f) gilt dasselbe fiir (i).
Wegen f(z) = ¢ ist

N (@)l < 1™ ()

dh. {f"(2,)} beschrinkt.
Die Festsetzung ,:

= @I+ @) < fleo— a]+ o]

= f"(@,), neN, zeigt, dah lim {f(®,)—m,} =0,
-

also {z,} a.fr. Folge ist. Ist yeX T -Berithrpunkt von {x,}, so ist nach
Satz 4 f(y) =y, d.h. (ii) ist erfillt. Schlieflich ist mit y<Fix(f)

Nl —yll < F™ (@) — ™ @I < 157 (0) — "W < N — vl

also {||z,—yl]} monoton fallend, d.h. (iii) erfilllt. Die Aussage von Satz 3
ergibt die-Behauptung des in Rede stehenden Satzes.

icm
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Im folgenden betrachten wir ein spezielles Iterationsverfahren (vgl.
[12]). Wir beginnen mit

LeMMA 2 (Gestorte Picard-Iteration).

Voraussetzung. (¥, | ) linearer normierm Raum, X c B, 0,2k,
X Tonvexr, f: XX kontmlwm end; {c,}e(0, 1)%%, {¢,} mo'n,oton fallende
Nullfolge, X ¢, divergent; {@,}eX™ definiert durch x,.,: = ¢, f(,
neZt, {m,} beschrinkt.

Behauptung. {z,} ist a.fr.

Beweis. Wir setzen L: = sup [|o]|+1 und fiir neZt b,: = |0, — @y/l-
Dann gilt weX
n n K3
(*) b<b [Ja—=a)+L- Y [] 1—0a)(ea—0),
Tov=1 v=1 p=v+l

wie man durch Induktion leicht sieht.
Wir zeigen nun: ]jm {bn} =0. Sei ¢> 0. Wir wihlen myeZ™ mib

< ¢[3L sowie nge N mlt Ny > My und

1710 ‘
r & n e .

Mﬂl(l—cu)<—3001; (»=1,2, ..., m) und bo-ﬂ(l——av)<~3~ fiir n >

(moglich, weil

b "

6, =co mit lm{>(1—ec) =0 firkeZ*

n—00 " 5=

3

aquivalent ist). Fir n > n, ist dann wegen (*)

n My
by < [[a=a)bo+L- Y [ A—cle, —e)+
»=1 =] p=v1
+L- Z _ H (1—¢,) (61— 0,)
r=nrp+1 H=y4-1
My n
<—" Y (cv»l_cxv)
= 3 3001; 2 1 M%ZH
£ & L& 8 G
= "g'l’ gco( Cv;lo + L((mo 0y) < '3"‘“'5 ¢ +L- Cng

& 5+ €
L=t —=—t— ==
s3t3zT3

Wegen der fiir nelV giiltigen Abschitzung

Hf(',rn) LH = ”f(wn)—( Op—1 f(mnAl)H = “f(m ——f(m'n—l)"‘“cn—lf(wn—l)”

< Hwn— mn—l”+ cn—l”f(wn—l)H < bn-l"l_ Cn«lL
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folgt nun wegen lim {b,} = 0 und lim {¢,} = 0, daB} auch
N—>00 N=~>00

(**) lim {f(wn) — Ty,
stattfindet, q.e.d. o

Bine einfache Folgerung aus Satz 4 und Lemma 2 ist (vgl. [2]).

Sirz 6 (Existenz von Fixpunkten bei kontrahierenden Abbildungen
im Hilbert-Raum).

Voraussetzung. B Hilberi-Raum, X < B, X #@; X abgeschlossen,
beschrankt, konvex; f: X — X kontrahierend.

Behauptung. f besitzt einen Fimpunlkt.

Beweis. O.B.d.A. 0eX (durch Translation stets erreichbar). Mit
zyeX und ¢, = 1/(n+1) definieren wir {z,}eX™ durch

Typp1r = (1__ ﬁ—}"“) ) f(wn)ﬁ neZ*,

Nach Lemma 2 ist {z,} a.fr. Wegen der Beschrinktheit von {m,)
und der schwachen Kompaktheit von X gibt es y X, welches I,-Beriihr-
punkt von {z,} ist. Nach Satz 4 ist f(y) = v, q.e.d.

Konstruktiver als Satz 6 ist i

Sarz 7 (Eindeutig bestimmter Fixpunkt und schwache Konvergenz
einer a.f.r. Folge gegen einen solchen).

Voraussetzung. B Hilbert-Raum, X < B, X # 0, X schwach abge-
schlossen, f: X — X kontrahierend, f hat hochstens einen Fimpunkt, {x,}e X"
beschriimkte a.f.r. Folge.

Behauptung. Hs gibt genau ein xeX mit f(v) = «, und iberdies ist

¢ = T-lim {z,}.
n->00

Beweis. SBel <X T-Berithrpunkt von {#,} (ein solcher existiert
wegen der Beschrinktheit von {x,} und der Reflexivitit von H). Wegen
Satz 4 ist f(#) = x. Wire nicht ‘I-]jm {#,} = ®), so gibe es yeX mit
y # o und y ist T -Berithrpunkt von {w } Nach Satz 4 ist wieder f(y) = v,
also nach Voraussetzung y = @, Widerspruch, g.e.d.

Satz 7 gestattet eine erste Variante eines in [12] angegebenen Resultats:

Sarz 8 (Eindeutig bestimmter Fixpunkt und schwache Konvergenz
der gestorten Picard- Itera.tlon gegen einen golchen).

Voraussetzung. (B, (,)} Hilbert-Raum, X = B, 0, woeX Xabgesohlos
sen, beschrimkt, konvex; f .X ~> X kontrahierend, {cn} (0, 1%, {e,} mono-
ton fallende Nullfolge, Ze,, divergent, {w,}eX™ definiert durch

=(l-cn)f(wn ’ %Ez+!
I besitat hochstens einen Fimpunlkt.

}=0

icm
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Behauptung. f besitet genau einen Fizpunki z, und es gilt
7 = T-lim {w,}.

N—+00

Beweis. {z,} ist nach Voraussetzung beschrénkt und wegen Lemma 2
a.fr. X ist als kompakte Teilmenge in dem Hausdorfi-Raum (¥, T,) umn
go mehr schwach abgeschlossen, g.e.d.

Bemerkung 6. (1) Um Satz 7 anwenden zu kénnen, geniigh es er-
gichtlich, vorauszusetzen: {z,} beschrinkt, X schwach abgeschlossen,
X 0-sternig (8).

(2) Aus Batz 8 entnimmt man: Bei eindeutig bestimmtem Fixpunkt
ist ,,Konvergenz der gestérten Picard-Iteration” eine vom Anfa.ngswexh't
#,eX unabhingige Aussage. Das gilt allgemein: Fiir 2o, @,"e X und die
zugeordneten (mit derselben Folge {c,} gebildeten) gestorten Picard-Itera-
tionen {z,}, {&,} gilt nimlich

llay— )l < [ [ (1—6)llgo— gl

also, {#,} konvergent <> {#,} konvergent, und im Falle der Konvergenz
gilt lim {z,} = lim {z,}.

N—+00 n—>00

Hbchstens ein Fixpunkt gestattet also die iterative Berechnung durch
ein vorgelegtes Verfahren @, ,: = (1—¢,)f(®,)-

Im Falle B: = R kann man Satz 8 eine aussagenkriftigere Variante
an die Seite stellen. Bs gilt ndmlich

SATz 9 (Abschiitzung der Fixpunktanzahl nach unten).

Voraussetzung. X = R,0,x,eX, X konver und abgeschlossen, f: X =X
konirahierend, {c,}€(0, 1)%%, {e,} monoton fallende Nullfolge, Yc, divergent,
{#,} e XN defimiert durch

= (.1_ n)f(mn)? 77’Ez+! {w'n}

Tpgrt
beschrdnkt.

Behauptung. Fir oellim{n,}, lim{z,}] ist f(@) =
Beweis. Mit {,} ist wegen
|F@)] < 1f @)+ [ F(@o)— F(a)] < [f (o) + oo —a,| <
auch {f(»,)} beschrénkt, so daf aus
[ 12— Bl < 1F(@0) —

in Verbindung mit Lemma 2

o] + | f (o) |+ @}

|+ 0 | f (@)

@y} =0

(%) d.h, mit peX und ﬂ.e‘[(), 1] ist AweX,

lim {wn+1 -
00 .
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folgt (das kann man auch direkt dem Beweis von Lemma 2 entnehmen).

Also ist jedes wellim{z,}, iﬂﬁ{mﬂ‘}] Berithrpunkt von {x,} (und also auch
schwacher Berithrpunkt von {z,}). Satz 4 liefert die Behauptung.

Bemerkung 7. In einem strikt-konvexen linearen normierten Raum
ist Pix(f) konves, falls X konvex und f: X — X kontrahierend ist (vgl.
[11]). Daraus folgt:

(a) In einem strikt-konvexen Raum W, X < B, f: X'— X kontra-
hievend, gilt (i) Fix(f) =@ oder (ii) Fix(f) einpunktig oder (iii) Fix(f)
iiberabzihlbar.

(b) B: =R;a,beR;f: [@,b]—[a, b] kontrahierend, f(a) = a, f(b) = b
impliziert f = Id.

Die Moglichkeit, daB die Beschranktheit eines Iterationsverfahrens
allein die Bxistenz eines Fixpunkts sicherstellt (vgl. Satz 6), besteht sehr
allgemein. Es gilt nimlich

SaTz 10 (Beschrinktheit von Toeplitz- Ite1a.t10nen und Bxistenz von
Fixpunkten).

Voraussetzung. (#, | |) gleichmdpig konvever Banach-Raum, X < B,

zoeX, X abgeschlossen, X konwex, f: X — X kontrahterend, T: = (t,,), cz+
spaltenfinite Toeplite- Matri mit .
@ A >0, () A o>n=t,=0
neZt nyedt
ifi t, =
(i) A 2 -

{@,} e XV defimiert durch @, .,: = Ztn,,f(w,,), neZ™.
) v=0
Beha.uptung. {&,} beschrinkt <> f besitzt Fixpunkt.
Beweis. ,,<=”: Sei ypeX und f(y,) = y,. BsseineNund max |o,—

v=1,...,M
Yol bereits bewiesen (fir n: =1 trifft das Wegcn |28, — woll
yoll wirklich zu), so folgt fir n-1

— ] < 3 kst 1101

Ztm||w~you < )dtmuzo Yol

=0 V=0

— Yol < w0 —
< (o) = F (ol < llwo—

a1 —0ll < |l S’tmf(w

< X tlfe)=f ol

also auch max o, — ¥l < @ —¥oll;
V=1l

Yoll, Woraus nun mit

< {[#o—¥olly
m.a.W. sup |, — vyl < 5,—
neN

ll2ll < 1ot — Yoll + 15oll < llwo—Yoll 4- 1yl

icm
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die Beschrinktheit von {z,} folgt. Man bemerkt, daf dieser Teil des Be-
weises von der Spaltenfinitheit von T' keinen Gebrauch macht.
»=": Wir setzen

d: = sup d}, jeN,

(n,m)e NxN

2~ 2l K2 = {2l2e B A Jlz— ] <

=N X nK;, N,
=l
und stellen fest:
(1) A X; =X, Klar;
1eN
(2) A @,¢X;, klar, nach Definition von d;
1,neN

(8) A X, konvex, als Durchschnitt von konvexen Mengen;

1N
(4) A X; = X;, als Durchschnitt von abgeschlossenen Mengen;
leN
(8) A X; < X;4, Klar nach Definition von Xj;
1eN
6) AV flX) < Xy; sel wef(Xy), dh 2 = f(2) mit zeX; Dann
1eN kyeN .

gilt fiir j =141
() le—mll <lIf) —

Z 4 uf (@) ;<1]Zt, w(F@—F() |

»=0
i-1 i-1
2 ule— wn—Z nle—al+ Y toslk—al
P v=]
Z—1 —1
< D tple— wn+d2tj "
-1 -1
< D oyl w||+d2tj W< D Gople—a+d.
=0 v=0

Wegen der Spaltentinitheit von T' gibt es keN, k; = I+ 1, mit 4, =0
fiir » =0,1,2,..., I—1 und j > k. Fir alle j > k; ist dann wegen (*)

lo— ;]| < d, d..h. weXkl, wie behauptet.

Wir definieren nun weiter X: = le X, und stellen fest:

(1) X #0, wegen X, c X und Xj;ﬁ @ fiir 1eN;

(2) X =« X, wegen X;c X und X = X

(3" x konvex, wegen (3) und (5);

(4" X beschrankt; zu u, ve QX, gibt es nimlich wegen (B), loeV

wit %, veX;, dh. es ist sowohl lle— ;) < @ als auch lo—a )l < d, also


GUEST


12 J. Reinermann
insgesamt fu—o|| < 2d. Bs ist Diam ({J X;) < 2d, also auch Diam (i‘)
< 24d; =t

(8") f()f) c X ; wegen (6) gilt nimlich zunfichst

0

f(U ) Ule UAIrCU‘X

= I=1
und dann wegen (2) und der Stetigkeit von f

1) =0 x) < A0x) = O 3 = 2.

Nach Browder (vgl. [1], [6]) gibt es #eX =« X mit f(z) = 2, q.e.d.

Bemerkung 8. (1) Satz 10 besagt insbesondere: Die Picard-Folge
{f*(2)} ist fiir beliebige zeX oder kein z<X beschrinkt, und im Falle
der Beschranktheit besitzt f einen Fixpunkt. Das Konvergenzverhalten
der Picard-Iteration kann von dem der gestﬁrten Picard-Tteration {z,}
verschieden sein (E: =R, X: =[—1,1], f(#): = —a), jedoch gilt nach
Satz 10: /\ { ()} beschmnkt < {w,} (Ania,ngswelt 2) beschriankt.

2) Besmzt f keinen Fixpunkt, so besagt Satz 10, daB {f*(z,)} fiir kein

ZyeX beschriinkt ist. Im Falle dim () < oo kann man sogar sagen: Iir
jedes z,eX ist lim {f"(2,)} = oo (vgl. [10]).
n—o0

Fir starke Konvergenz erhilt man als weitere Variante eines in [12]
ausgesprochenen Resultats

Sarz 11 (Approximation von Fixpunkten schlieBlich kompakter
Kontraktionen durch a.f.r. Folgen).

Voraussetzung. (¥, ||l) linearer normierter Roum, X < B; x,,0eX;
X beschrinkt, abgeschlossen, 0-sternig; %N, f X - X kontmh'wrend f hat
hischstens einen Biopunkt, f* kompakt, {c,} (0, hm {e,} =0, {c,} mono-

ton, Yo, divergent, {#,}<X™ definiert durch
Tpy1i = (1— cn)f(.‘”’n)! neZt.
Behauptung. Hs gibt genou ¢in veX mit f(3) = @, und dberdies ist
z =lim {o,}.
Beweis. Nach Lemma 2 ist {,} a.f.r. Ferner ist f als kontrahierende

Abbildung um so mehr gleichmifig stetig, womit nach Satz 1, Bemer-
kung 2, (3) alles bewiesen ist.

Bemerkung 9. (1) Fiir k: =1 und f: = ag+(l—a) Id, 0< o< 1,
g kontrahierend, ergibt sich ein bekanntes Resultat (vel. [12]).
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(2) Wegen

k~1 k-1
I @ —all < DI (f (o) =5 @)l < D) lIf @) —all < klif (2)— 2]

=0 y=0

.

ist mit einer a.f.r. Folge {z,} infolge
lim {f*(2,) —@,} = 0
n—>0

jeder Berithrpunkt von {f*(z,)} Fixpunkt von f. Insbesondere ist bei
kompaktem f* Fix(f) # @. Das liefert einen unmittelbaren Beweis von
Satz 11.

Fiir starke Konvergenz von a.f.r. Folgen formulieren wir noch

SAaTz 12 (Approximation von Fixpunkten durch stark konvergente
z-monotone a.f.r. Folgen).

Voraussetzung. (B, || {) linearer normierter Raum, X < E, X # @,
X=X, XX, {£,} XN a.fr. mit

(i) Fix(f) #@.

(i) Fiir wePix(f) fallt {lao,— ul|} monoton.

(lif) Féir A c X, & = A, A beschrinkt, gilt: Aus f(x) # @ fiir med
folgt inj (If (2)— 2| > 0.

e

Behauptung. Bs gibt zeX mit f(2) = 2z und lim {z,} ==

Beweis. Sei ueFix(f). Dann ist wegen ||z |] < ﬂa: — )|+ v < |ley—
—ul+ |ul, {®,} beschrankt. Wir setzen A: = {©,}. Wegen hm {Xa—

—fa,} —11111 {m,— f(®,)} =0 ist inf if(#)—al] =0, d.h. es glbt wegen

(iii) ze.4 mit f(z = 2. Wir wollen eme Teﬂ.folge {@,} von {z,} mit 11m o, }
= z konstruieren. Man hat folgende Alternative:

1. Bs gibt neeN mit , =z Dann ist fir » > n, wegen (i) ||w, — 2l
< g, —#ll = 0, dLh. @, = 2 fiir n > n,. Wir kénnen k, = n setzen.

2. Fiir neN ist @, # 2 Dann gibt es n,eN mit nm”l——zugl. ‘Wir
setzen %: =y Ist n =L und &, ..., k, gewdhlt mit b, < &y < ... <k,
und. [lo,— 2] < 1)i(s =1,...,n), so gibt es eine abgeschlossene Kugel
E,(2) um 2 mit Radius 7 <1/(n+1) und #;,¢K,.(2) fir ¢ =1,2,..., k,
(Haugdorff). Andererseits gibt es nyeN mit wanr(z)- Dann ist ny > k,.
Wir setzen ky,,.,: == ny. Bs ist k., > &, und |, —-=l <1/(n+1). Na-
ttirlich ist lim {m, } = 2. Wegen. (ii) und hm {lizy,—2ll} =0 folgt hm {||lz,—

N-+00

—2|} =0, d.b. 11111{% } =2 q.e.d.

Um die Aussa.ge (i) von Satz 12 mit anderen, in der Literatur be-
kannten Aussagen in Verbindung zu bringen, formulieren wir fiir nichs-
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leeres abgeschlossenes X = B und kontrahierendes f: X — X Rigen-
schaften (E,)— (B,) wie folgt:
(B, Fir 4 c X, 4 = 4, A beschrinkt, gilt: Ist f(#) # o fir zed,
so inf [|f(z)— | > 0.
xe?Eg) Fir B « X, B = B, B beschriinkt, ist (Id—f) (B) abgeschlossen.
(E,) Es gibt keN mit f* kompalkt.
(Ey) f kompakt.
Wir behaupten:
(i) (By) = (B); (i) (By) = (Bu);
(ii) (By) = (By);  (iv) (Bs) = (By).
Beweis. Zu (i). Trivial.

Zu (ii). Sei ze(Id—f) (B), also ¢ = lim {(Id—f) (2,)}, #,¢B. Bs gibt

uweX und Teilfolge {z, } von {z,} mit lim {f(&,)} = u. Es folgt die Kon-
vergenz von {g } selbst. Wir setzen v: = lim {g, } und haben veB. Schlie-

Blich ist auch (Id—j) (v) = (Id—J) (limn{z,ﬂn}) = lim {(Id—f) (%)} =2,

d.h. ze(Id—7) (B).
Zu (ili). Ist f(z) s @ fiir wed, aber inf|f(z)—a| =0, so gibt es
Tesl

{#,} e AY mit lim {(Td—f) (,)} = 0, A.h. 0(Id—F)(4), also 0<(Id—f) (4),

d.h. es gibt zed mit (Id—f) (#) = 0, Widerspruch.
Zu (iv). Sei f(x) # 2 fir ¢4 und inf|f(»)—af = 0. Man wihle
ed

X
{®,} AN mit lim {f(2,)—,} = 0; {#,} ist a.fr. Gem4B Bemerkung 9,(2)
n—00 .

ist Fix(f) n A # @, Widerspruch.

Bemerkung 10. Satz 12 mit (E,) und spezieller Folge {x,} findet
s.ich in [117]. Satz 12 mit (K,) und spezieller Folge {x,} (Toeplitz-Iteration)
findet sich in [8]. Satz 12 mit (B,) und spezieller Folge {z,} (Picard-Itera-
tion) findet sich in [1].
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