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1. L’algébre M (G) des mesures boréliennes finies &4 valeurs complexes
sur un groupe abélien localement compact G a été profondément étudiée
sans que sa structure soit élucidée d’une maniére satifaisante, méme
pour le cas G =T (groupe du cercle). Rappelons que le produit de deux
mesures dans M (G) est défini comme leur convolution wu, * u,. Par consé-
quent, la classe M. (@) de toutes les mesures continues (dites aussi dif-
fuses), c.-a-d. s’annulant sur tout emsemble & un point, est un idéal fermé
dans M (@). Cet idéal intervient souvent dans 1’étude de M (@), mais il
peut étre aussi considéré séparément comme une algébre de Banach.
C’est alors une algebre encore moins maniable que M (@) en tant qu’elle
manque d’unité son spectre étant ainsi un espace non compact.

Si I'on adjoint & M,(T) la mesure unité 8,, on obtient une algébre
M (T) dont le spectre M(M,) (c.-4-d. ’espace de Gelfand, composé de
tous les idéaux maximaux) se compose de Z (le groupe des entiers) et
d’une partie qu’on trouve connexe. Pour le prouver admettons le con-
traire. A savoir, soit M(M)\Z =C, U C, (0, nC, =@, 0, et O, — deux
fermés non vides) et soient U, o C; et U, o C, deux ouverts disjoints.
Quitte & changer U, et U, d’un nombre fini d’éléments ona Z < U, v U,
et un des cas suivants se présente: ou bien Z est contenu dans un de ces
ouverts, par exemple dans U,, ou bien les ensembles Z N U, et Z N U,
sont infinis tous les deux. Comme M (M, = U, v U,, lalgébre M (T)
admet une décomposition en deux idéaux fermés, I, et I,, & cospectre
U, et U, respectivement (voir [10], p. 87). Or, dans le premier cas on
aurait u(n) = 0 pour tout » entier et tout uel,, u désignant la trans-
formée de Fourier de u, donc I, = (0), et U, serait vide. Dans le second
cas d, serait la somme de deux idempotents non triviaux dans M_(T),
4 savoir on aurait 8, = u,;+ u, (done gy (n)+ py(n) = 1 pour tout neZ)

* Les résultats de cette communication ont été annocés au IVeme Congrés des
Mathématiciens d’Expression Latine (17-24 IX 1969 & Bucarest et Brashov).
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et f1,(n) =0 ou 1 selon que ne¢U, ou nel,. Tout élément idempotent
de M,(T) est de la forme v+ ad,, ot ve M, (T) et a = 0 ou 1, done ou bien
pr€ M (T) ou bien u,e M (T). Ceci est cependant impossible vu que ([7],
P. 61 ou [1]), pour tout idempotent u dans M (T), la suite {u(n)} ne différe
d’une suite périodique composée de 0 et 1 que d’'un nombre fini de
termes; selon le théoréme connu de Wiener, on a

1
lim —— lu(n)] = 0 pour tout ue M (T).

Dongc, si, par exemple, u,¢ M,(T), on devrait avoir toujours z,(n) = 0
pour |n| suffisamment grand.

Ainsi, le spectre M(M,) de M (T), c.-a-d. P’espace des idéaux maxi-
maux modulaires, se compose de Z et d’une partie qui n’est pas repré-
sentable comme réunion de deux ensembles disjoints, dont I'un est com-
pact et Pautre fermé (parce que, dans le cas contraire, ’ensemble M (M,)\Z,
qui ne differe de M(M,)\Z que par un seul point compactifiant, se mon-
trerait non connexe). En tenant compte de ce que, pour ue M,, la trans-
formée de Gelfand u de u tend vers 0 & l’infini, on a donc le théoréme
suivant:

THEOREME 1. 8i pe M (T) et si o est la valewr de p dans un point de
M(M,)\Z (en particulier, si a est un point limite de la swite {u(n): neZ}),
alors le spectre de u est connexe entre 0 et a.

Une mesure ue M(T) s’appelle normale [3], si son spectre est con-
tenu dans {u(n): neZ} U (0). Le théoréme 1 donne une réponse affir-
mative au probléme 13 (P 406) dans [3], & savoir: pour une mesure nor-
male et continue on a toujours x(n) — 0. En effet, si x(n;) = a # 0 pour
une suite {n,}, le spectre de x contient tout un arc dans C.

- Par contre, I’ensemble Z\Z (Z = ’adhérence de Z dans IM(M,))
se montre décomposable en deux parties fermées dont ’une est compacte
parce qu’il existe des mesures continues pour lesquelles z(n) prend toutes
les valeurs 1/2* (k > 0 entier), chacune sur un ensemble infini, e s’annulle
ailleurs. Une telle mesure peut étre obtenue & partir de toute suite suf-
fisamment lacunaire {n,}, si ’on pose t(n;) = } (j =1,2,...), u(n) = 1/2*

k
pour n = Zi'”i, (la condition de lacunarité entraine I’univocité de cette

©or=1
représentation) et u(n) = 0 ailleurs. En particulier, c’est le cas pour les

suites ,surtriadiques”, c.-4-d. assujetties & la condition =, ,/n; >3 (j =
1,2,...) (voir [9], p. 208, et [5]). Les mémes conditions de lacunarité
assurent aussi que la suite {n;} a la propriété suivante: pour toute suite
bornée de nombre complexes {3;} il existe une mesure continue dont la
transformée u prend aux points n; les valeurs p; respectivement. Si {n;}
est suffisamment lacunaire, surtriadique par exemple, une telle mesure



ALGEBRE DES MESURES 273

peut étre déﬁnie par la série de Fourier-Stieltjes représentant le produit
de Riesz ” (14 B; cos n;x) ([9], p. 208). En général, les suites ayant

1a dite proprlété (nous les appellerons fortement sidoniennes) jouent pour

M,(T) le méme rdle que les suites de Sidon par rapport & M(T) (toute
suite bornée sur un ensemble de Sidon peut étre prolongée a la transformée
u d’une mesure non nécessairement continue) (1).

Nous donnerons a ce propos une caractérisation simple des ensembles
de Sidon,

Les ensembles de Sidon sont caractérisés par la condition E = f(E),
ou E signifie Vadhérence de E dans M(M) — Vespace de Gelfand pour
Palgébre M (T), et B — le compactifié de Cech-Stone.

La condition est évidemment nécessaire. Pour prouver la suffisance
commengons par la proposition que voici:

Les fonctions bornées sur wun ensemble E — Z qui se laissent
prolonger contintment swr E sont précisément celles qui appartiennent
& Uadhérence uniforme B(E)~ de Dalgébre B(E) des restrictions a E des
transformées u pour ue M(T).

Cela résulte du théoreme de Weierstrass-Stone vu que les trans-
formées u séparent les points de M (M) et de ce que peB(Z), si peB(Z).

Or, on sait (voir [7], p. 123) que les ensembles de Sidon peuvent étre
définis par la condition B(E)™ = #(F) — l’espace des fonctions bornées
sur E. Ainsi, en admettant £ = (E), on trouve & cause de la proposition
ce-dessus B(E)~ égal &4 #(F), donc E est de Sidon.

I’adhérence d’une suite fortement sidonienne ¥ dans IN(M,) est
compacte, car, si elle ne I’était pas, on aurait u(n;) — 0 pour tout ueM, (T)
et une sous-suite convenable de E. Plus exactement, cette adhérence
est le compactifié g(¥#). On a donc le résultat suivant:

L’algébre M (T) contient 2° (¢ = 2%) idéaux maximaux modulaires
et, de- plus, on a card(Z) = 2°.

2. On dira qu'une partie E de M (T) engendre un idéal fermé I, si
I est le plus petit idéal fermé qui contient E. Grace au fait que les suites
lacunaires sont fortement sidoniennes il est aisé de prouver le théoréme
suivant:

THEOREME 2. 8¢ un idéal fermé I dans M (T) admet un systéme dénom-
brable de générateurs, il existe un idéal maximal modulaire qui le contient
(en d’autres mots, le cospectre de I n’est pas vide).

(*) Ajouté en correction: tout Sidon est fortement sidonien, ce qui résulte
de [2].

8 — Colloquium Mathematicum XXII. 2
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Démonstration. Si ue M (T), il existe une suite d’entiers {n,}
telle que lim u(m,) = 0. On peut en extraire une suite fortement sido-
k

nienne {'n,kj}. Comme son adhérence dans M (M,) est compacte, il y a des
points dans M(M,), oi u = 0. Evidemment, les transformées de Gelfand
des éléments de 1’idéal engendré par u s’annullent également dans tous
ces points. Pour passer aux idéaux a plusieurs ou & une infinité dénombrable
de générateurs, u,, us, ..., on considérera la mesure u = Da;u;*u;, ou

U; (B) = p;(— B) et les nombres a; >0 sont choisis de maniére & avoir
2%’”#{”2 < 0. On a alors p = Zailﬂdz, done u(ng)—>0 (¢ =1,2,...),
[ (2

si ,&(nk?,) — 0 et Pon n’a qu’a répéter le raisonnement qui précede.

I1 y a aussi des idéaux fermés qui n’admettent aucun systéme dé-
nombrable de générateurs, mais dont le cospectre n’est pas vide. Tel est
I’ideal J engendré par toutes les mesures continues portées par un parfait
indépendant @ (I’ensemble @ étant appelé indépendant, si l,t,4 ...+ Ut
=0, L;eZ,1;¢Q, t; différents, entraine I, = ... =1, = 0).

Pour le prouver on aura besoin de la proposition suivante:

(*) La convolution de deuxr mesures continues 8’annulle sur tout ensemble
indépendant (cf. [8] pour des énoncés semblables).

Démonstration. @ étant indépendant, on a, en supposant u, et
4o Don négatives et continues

p*ua(Q) = [ p(Q@—1)dpa(t) = D' (@ —1) a(t)

7

pour une suite convenable {f;}. A savoir, ce sont précisément les points
i; pour lesquels u,(Q—1%;) > 0. Leur ensemble est dénombrable puisque
les ensembles Q@ —1t' et Q—1t'’ (¢’ # t'’) ont un point commun au plus,
4, s’annulle sur tout point et |ju,]| < co. Comme u,(%) = 0 pour tout
Jy on a u;*uy(Q) = 0. Pour deux mesures continues arbitraires on se
servira de ce résultat et de la décomposition de Jordan.

Soit M,(Q) ’espace de toutes les mesures continues 4 support dans Q.
En vertu de (*) toute mesure de la forme u, -+ uy*v,+...4+ u*v,
(tag; e M (@), v; e M (T)) est orthogonale a toute mesure u e M,(T) & support
indépendant disjoint de @, donc u¢J. Ainsi, J est un idéal propre. Si
J admettait un systéme dénombrable de générateurs, u;, u;, ..., toub
élémentk de M(Q) serait approchable en norme par des mesures de la

forme 2 ¥; Ui, compte tenu de ce que, vu (*), les mesures pi*v (ve M (T))

1=1
ne peuvent qu’empirer I’approximation. Par conséquent, l’espace M, (Q)
serait engendré par les mesures y; | (c.-a-d. les u; restreintes 4 I’ensemble @),
ce qui est impossible vu la non-séparabilité de M,(Q). Enfin, pour se
convaincre que le cospectre de J est non vide, on ajoutera 4 Q un parfait
Q' de maniére que @ U Q' soit indépendant, on choisira une fonctionnelle
linéaire f # 0 sur l'espace M. (Q U Q’), de norme <1, s’annulant sur
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M,(Q), et on fera 1'usage du théoréme de Hewitt et Kakutani [4] disant
qu’une telle fonctionnelle peut étre prolongée 4 une fonctionnelle linéaire

multiplicative sur M,(T) tout entier. Or, J est évidemment contenu dans
I’idéal maximal modulaire {pe M (T): f(p) = 0}.

3. La proposition (*) montre que ’idéal (M?)~, engendré par toutes
les convolutions x*» possibles (u, ve M, (T)), est un idéal propre, en tant
qu’aucune mesure continue non nulle, concentrée sur un ensemble indé-
pendant @ ne peut étre approchée par une somme de telles convolutions.
Ce résultat est connu, & savoir il a été prouvé par Varopoulos dans [8]
comme un corollaire des théorémes moins élémentaires. On y constate
de plus que M .(Q)/MZ:(@)~ est un espace non séparable quel que soit
le groupe abélien @, localement compact et non discret. Ajoutons que
M (T)|M:(T)~, méme considéré comme algébre, n’a aucun systéme dénom-
brable de générateurs puisque, si elle en avait un, il y aurait un ensemble
dénombrable {u,} dans M. (T) qui, enrichi de toutes les convolutions
u*v (u,ve M (T)), engendrerait M (T). Or, en vertu de (*), tout ueM,(Q)
serait approchable par les combinaisons linéaires des u;. Il reste & répéter
Pargument de non-§éparabilité de M,(Q) pour aboutir & une contradiction.

On voit tout de suite que le cospectre de (M?2)~ est vide. Done, on
a le résultat que voici:

THEOREME 3. Le théoréme tauberien de Wiener (disamt que tout idéal
fermé dans Valgébre groupale commutative a un cospectre mon vide) est en
défaut pour Valgébre M. (T). En d’autres mots: Pensemble vide n’est pas
de synthése (spectrale).

Cela étant, aucun ensemble a un point dans IN(M,) n’est de syn-
these: si I est 1’idéal maximal qui correspond & un point pe M(M,), on
voit que le cospectre de l’idéal I n (M?)~ est (p), mais I N (M3~ # 1,
c.-4-d. I4¢ (M?)~, parce que dans le cas contraire I ne serait pas maximal,
vu que (M2)~ # M,.

Si J est un idéal fermé i cospectre F, alors J N (M2~ a aussi F
comme cospectre parce que, si I’on a u%(p) = 0 pour tout ueJ, on a de
méme u(p) = 0 pour tout ued, donc peF. La conjecture suivante est
3 établir ou & réfuter: f

L’algébre M,(T) est totalement asynthétique, c.-a-d. aucun ensemble
dans M (M,) n’est de synthése. (P 710). ‘

4. En étudiant ’algébre M (T) un nombre de questions se pose encore.
En voici quelques unes qui nous paraissent surtout intéressantes:

Quels sont les ensembles F = Z dont ’adhérence dans IN(M,) est
compacte? En particulier, est-ce que ce ne sont pas seulement les
ensembles fortement sidoniens? (2) (P 711).

() Non (voir le travail suivant [6]).
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Remarquons que avoir 'adhérence compacte signifie qu’il y a une
mesure continue avec |g(n)| > 6 >0 sur E. En effet, la suffisance de
cette condition est évidente et pour voir la nécessité demandons que F
soit disjoint & lensemble {pe M(M,): |u;(p)| < &; pse M (T);1 < i< 7}

r
(un voisinage de linfini). Alors ( Y p;*p;)” > e sur E.
=1

S’il existe des ensembles non sidoniens & adhérence compacte dans
M(M,), on peut se demander, §’il y a une mesure ue M. (T) telle qu’on
ait |u(n) = 6 >0 pour neE c Z, F infini et u(n) = 0 partout ailleurs.
(Ce probleme a été inséré dans le fascicule précédant comme P 695).

Certes, F devrait étre de densité 0 parce que la valeur moyenne de
|#| est 0 d’aprés le théoréme de Wiener. D’autre part, E ne peut pas
étre de Sidon parce qu’il y aurait alors une mesure » pour laquelle »(n)
= 1/pu(n)(neE), donc u*v serait un élément idempotent de M (T), ce
qui est incompatible au théoréme, déjs utilisé (cf. 1), sur la forme des
idempotents. L’ensemble des valeurs de g devrait étre infini puisque
si 0,ay,...,a, étaient toutes ses valeurs, on trouverait un polyndéme
w égal & 0 au point 0 et & 1 pour tout a;, et w(u) serait alors un idempotent
yinterdit”’. D’autre part, la fonction indicatrice ¢y de F devrait appar-
tenir & B(E)™; on le voit, si I’on prend une fonction ¢eC (0, max |u(n)|2)
avec ¢(0) =0 et ¢(f) =1 pour ¢> 4§, et une suite de polynémes {w,,}
dont la limite uniforme est ¢. Alors, la suite w,, (u * u*)” tend uniformément
vers cg. Bien sfir, la condition czeB(E)™ ne suffit pas pour que E ait
la propriété en question, tout ensemble lacunaire en étant un contre-
-exemple.

De méme, il semble attrayant d’étudier les mesures continues sur
T dont la transformée de Gelfand est & support compact infini. Il est
facile d’obtenir une telle mesure, car il suffit de poser u(m,) = 1/k pour
une suite {n,} fortement sidonienne et u(n) = 0 ailleurs. La mesure
w est absolument continue, donc @ = 0 en dehors de Z. Y a-t-il des mesures
continues non absolument continues dont la transformée de Gelfand
serait & support compact ? (P 712).
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