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Définition. Une algébre de Banach A semi-simple commutative,
considérée comme algebre de fonctions continues sur son spectre, a la
propriété de Stone-Weierstrass si toute sous-algebre B de A, auto-adjointe,
séparant les points du spectre, dont les éléments ne s’annulent pas tous
en un point du spectre est dense dans 4.

Notons K; (¢ =1, 2) des espaces topologiques localement compacts,
€.(K;) Palgébre des fonctions continues sur K; tendant vers 0 & l'infini,
V(K,x K,) Dlalgébre tensorielle %,(K,)&%,(K,). Nous étudierons la
propriété de Stone-Weierstrass dans V (K, X K,) lorsque K, est totalement
discontinu ou contient un are, c’est-a-dire une image homéomorphe d’un
intervalle compact de R. '

ProPOSITION 1. Soient K,, K, des espaces localement compacts totale-
ment discontinus. V (K, x K,) a la propriété de Stone-Weierstrass.

V(K,x K,) est engendrée par ses idempotents. D’apres [2], chap. 9,
§ 3, elle a donc la propriété de Stone-Weierstrass.

THEOREME 2. Soient K un espace compact, D un espace dénombrable
localement compact. V(K X D) a la propriété de Stone-W eierstrass.

Les hypothéses entrainent que D est totalement discontinu. J étant
un sous-ensemble ouvert et compact de D, notons j; ’idempotent de
€o(D) dont le support est J.

Soit B une sous-algébre de V(K x D) vérifiant les conditions de la
définition. €, (D) étant engendrée par ses idempotents, il suffit de montrer
que les atomes f ® j; ol fe%(K) appartiennent 4 B. D’aprés [2], B con-
tient les idempotents de V(K X D), donc les atomes 1 @ j,.

D’apreés le théoréme de Stone-Weierstrass, B est dense dans €,(K x D).
Pour tout £ > 0 et tout entier 5 > 0 il existe donc b, ¢B telle que

. €
1f®j;— bn”«o(KxD) <=

A
Notons D = (a,)i2,.
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Pour tout ¢ > 0 et tout entier » > 0 il existe un voisinage ouvert
et fermé v(a,) de a, tel que

. ) e
ba(ky @) x1 ®]’U(an)—bn(k? a,)® Jv(an)HV(KxD) < on”

Les v(a,) forment un recouvrement ouvert du compact J, on peut
donc en extraire un recouvrement fini v(a; ), me{1, ..., N}. En modifiant
éventuellement les v(a;;) on peut supposer que

Jr = Zj”(%'m)’

Alors

lrw®g,— Yo, ks 0,) ® i,

) )
IV(KXD)<§+?+ cee = &,

| 200, (ks @) ® ey y— 2 b1, (B @) X 18 i |y

€ )
<—2-+—§-2*+=8,

d’otr
[ 755 34, X 1@ i |y < 2

Les résultats qui suivent sont des conséquences du

" THEOREME 3 (Rudin, voir [2]). Soit G un groupe localement compact
abélien. L'algébre de groupe A (G) = FL'(Q) a la propriété de Stone-Weser-
strass si et seulement si G est totalement discontinu.

PROPOSITION 4. Soit G un groupe compact abélien non totalement discon-.
tinu, V(G X Q) wa pas la propriété de Stone-Weierstrass.

Considérons les applications de Hopf {3], chap. 8, § 1:
M: A(G)—>V(EXGQ)
f(@) ~fl@+y),
P: V(@XG) > A(G)
f@,y) ~>fo(w—y, y)dy.

Soit B une sous-algébre de A (@) vérifiant les conditions de la défini-
tion, non dense dans A(@). La sous-algébre B’ de V(G x @) engendrée
par M (B) et par les caractéres y de G vérifie encore les conditions de la
définition. La norme de P étant < 1,-si B’ était dense dans V(G X @),
P(B’) serait dense dans A (@). Or il est facile de vérifier que P(B’')-= B.



PROPRIETE DE STONE-WEIERSTRASS 275

THEOREME 5. Soit G un groupe localement compact abélien. Pour que
V(@ X Q) ait la propriété de Stone-Weierstrass, il faut et il suffit que G soit
totalement discontinu.

Remarquons que si V(K,X K,) a la propriété de Stone-Weierstrass
toute algébre de restriction aussi.

Vu la proposition 1, on n’a qu’a prouver la nécessité. Admettons
donc que G n’est pas totalement discontinu. D’aprés [2], chap. 2, § 4 et
§ 5, G contient un sous-groupe .compact ou un sous-groupe fermé iso-
morphe &4 R. Dans le premier cas la conclusion est immédiate. Dans le
second cas, soit F, X F, un pavé compact de R2 homéomorphe & un pavé
E;x E, de T* (T désignant le tore). Montrons que V(E;x E;) qui est
isométriquement isomorphe a V(E, X E,) n’a pas la propriété de Stone-
-Weierstrass.

Sment FL, Fi(i, 35{1 2} ) des arcs de T tels que:

()FUF =T, FUF =T;

(i) K, = {(@, 9)e Tlo+y<Fy, y By, je{l, 21}, Kyy = B, x B,

Supposons qu’il existe une partition de l'unité (¢;) dans V(T?) telle
que le support de ¢; soit inclus dans Iofi,- et que ¢;; appartienne a une
sous-algébre B vérifiant les conditions de la définition, non dense dans
V(T?). Les algebres V(K) = V( T?)[I(K ) (i,je{1,2}), out I(K,) désigne
'idéal des fonctions ulles sur K;;, sont isomorphes. Si elles ont la pro-
priété de Stone-Weierstrass,

V(K,) = BII{K,)nB  (i,j{1,2}).

Alors pour toute feV (T?), f(pweB done f = Z fei;e B ce qui est con-.

traire & 1’hypothése.
Construisons B et (p;;). D’aprés [2] il existe dans tout arc de T un

fermé P totalement discontinu, de mesure > 0, tel que ’algébre B[P]
des fonctions de A (T) deux fois dérivables & dérivée nulle sur P soit non
dense dans A (T). Associons & B[P] comme dans la proposition 4 une
sous- algébre B de V (T?). Soit P < F; et soit (p;) (¢ = 1, 2) une partition
de I'unité sur T telle que ¢, soit deux fois dérivable et & support dans F,.
Alors %eB[P] Soit (¥;) (j =1,2) une partition de I'unité de fonctions
de A (T) a support dans F.. Alors
{‘Pij|%‘j = (M) x ¥, 4, j€{1, 2}}

répond a la question.

COROLLAIRE 6. Sotent K,, K, des espaces localement compacts con-
tenant un arc. V(K. X K,) n’a pas la propriété de Stone-Weierstrass.

En effet V(K,Xx K,) a une algebre de restriction isomorphe a
V(E, X E;) ou E; X E, est un pavé compact de T=.

Notons oo le cardinal dénombrable, Z/2Z le groupe a deux éléments;
D, le groupe (Z/2Z)*, muni de la topologie produit.
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THEOREME 7. Soient K et D des espaces localement compacts tels que K
contienne un arc et que D contienne un ensemble homéomorphe a D.
V(K X D) n’a pas la propriété de Stone-Weierstrass.

D’aprés [1], chap. II, § 18, un compact D a base dénombrable est
réunion d’un ensemble dénombrable et d’un parfait. Un parfait métrique

totalement discontinu est homéomorphe a D, .

Montrons que V(T x D,) n’a pas la propriété de Stone-Weierstrass.
Nous utiliserons les notations et les résultats de [3], chap. 1, §2, et chap.
111, § 4 et § 5.

Soient d: D, — T

[o o]

@ = (ay, ag, ...) ~> Xp (227:2%) et d: €(T)—€(D,,).
j=1
d admet un inverse approximé (h,) ou M = (m,, m,,...), m; étant
entier > 0.
Par définition h,;: € (D)., > €(T) est telle que
(i) lhpll < 1,
(ii) h, od converge faiblement vers Id, lorsque M — oc.

Rappelons la construction de h,,.
Soit {p/2°,peZ,seZ} ensemble des rationnels dyadiques de R,

-~ fonf)

son image dans T. Les points de P seront notés (t,,t,,...). Alors d='(t)
est réduit & un point si tel™, d- = {t;f,t;} si t eI’ Soit (I,,,)% .-,
une famille d’intervalles fermés de T de longueur < n/2 telle que:
(i) le centre de I, , est ¢, et ses extrémités n’appartiennent pas a I,
(ii) pour tout » fixé, I,,21,,... ﬂImn {t.},

(iii) deux intervalles distincts de la famllle sont disjoints ou bien
I’un est strictement contenu dans 1’autre.
Associons-lui  la famille d’applications (7, ,): €(Dy) > € (D)
données par
f(a) si d(a)¢I, ,,

T, (f) (@) = }.(d(a)) 8i d(a)el m,n)

ou 1 est ,linéaire” sur I, ,.
hat = hpym,... €8t limite faible sur € (D) des applications h, ., . .m,

= U oo s 10
ne 1»
Remarquons que si f,, f,e €(D,,) et si f, est constante sur I,,, nous

avons

im,n(flez) =f1x'im,n(f2) = 1:'m.n(fl)X":m,'n(fz)'
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‘Cherchons I'image par h,, de certaines fonctions de ¥ (D,). Le point
a = (a,, @y, ...)e D, a pour base de voisinages ouverts et fermés:

Vy(a) = {a'eDyla; = ay, ..., ay = ay}, N=.1,2...

Deux voisinages Vy(a) et V. (a’) sont ou disjoints ou inclus 1'un
dans Pautre. Tout ensemble ouvert et fermé de D, est done réunion d’un
nombre fini d’ensembles V ,(a) disjoints.

Pour tout N et tout a, Vy(a) contient deux points ¢} > =
(@ryeeeyany 0,0,.00), By = (al, oy ayy 1,1, ..)ed™H(T) tels que 2, (N)
et t;:'z(N)g‘ Vy(a). Supposons n, < n,. Soit jVN(a) l'idempotent de support
Va(a).

Pour n>mn, et m; (¢ =1,...,n) assez grand, bh, m (Jry)
= hmp-u-m-nz( Jvy)- C'est une fonction de #(T'), linéaire par morceaux; elle
appartient done & A (T). Soit ¢ € (T), constante dans un voisinage de by,
et t,,. Pour tout n et m; (¢ =1,...n) assez grand, nous avons

h m,,(d(‘P) XJVN(a)) = hm1 ..... my, (d(q’ )X hm1 ..... mn(jVN(a))'
Soit B la sous-algébre non dense dans V(T xT) définie dans le
théoréme 5; B contient ’ensemble {1 ® gp|peA(T)}.
Soit B la sous- algébre de V(T X D,) engendrée par les idempotents

Jr@(V(a)e{Vy(a)}¥_,) et par (IdT® d) (B). Elle est auto-adjointe, sépare
les points de T' x D, et contient les constantes. Supposons la dense dans
V(T x D). Alors pour toute fe V(T XT) et tout ¢ > 0 il existe

2 r ® d) (b,) X (1 ® jp(ay) € B

telle que:
(Zdx ® d) (f) —bllyaxpy) < &/3-

(IdT ® hy) est un inverse approx1mé de IdT® d.
Done
(i) pour tout M, ((Idy ® hy) [(Tdr® d) (f)—blllpaxm < &/3;
(ii) pour tout ¢ > 0 et pour M assez grand (dans le sens m; assez
grand pour tout )

If — (Zdg ® hag) © (Idy @ Dy < &/3;
(iii) pour tout pe{l, ..., P} et pour tout ¢ > 0 il existe une fonction
9p
Dp® W eV(TXT)
=1

18 — Colloquium Mathematicum XXIII. 2
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telle que ¥; soit constante dans un voisinage de ?, et t, (¢, et{, associés

aj V(ap)) et telle que
Ip
b3

Pour tout ¢ > 0 et pour tout M assez grand,

£
| r(r=xT) < 9p

4 . a, .
(Idy @ hyy) (2% ® d(¥;) X jV(ap)) = Z‘Pi ® hyy (d(g’«;)) X (1 ® h.M(jV(ap)))
1 1

ot
lj(IdTmM)(Z%@d () X ray) —
_ (an.@yf.) X (1 ® Ry gy <=
< 1 i ] (ap) V(T xT) 9p
D’ou
v/
v ~ . €
H(IdT® hadb— Db, x1® h;,,(],.(ap,)}lmm< 3
1
Pour tout ¢ > 0 il existe done M’ tel que M > M’ (au sens V, m; > m;)
entraine

”f_ ;p:bp X1® hM(jV(ap))HV(TxT) <e

done fe B, ce qui est contraire 4 I’hypothése.

Le cas V(E,x D,) ou E, est un arc de T se traite comme dans le
théoréme 5. A un pavé E,x E, de T? associons la partition de I’unité
(i) (2,5€{1,2}). IdT® d) (tpu,)eB est une partltlon de l’unité dans
V(T x D,,).

Les V[(Idpxd) '(K;)], je{1,2}, sont isomorphes et n’ont pas la
propriété de Stone-Weierstrass. Or (Idpyx d) '(Ky) c E, x d"Y(E,) et
d~!(E,) est réunion d’un ensemble homéomorphe & D, et d’un nombre
fini de points isolés.
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