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INTRODUCTION

On appelle nombre de Pisot—Vijayaraghavan (ou plus simplement
nombre P. V.} un entier algébrique réel supérieur & 1 dont lous les conju-
gués par rapport & Q sont de valeur absolue strictement inférieure & 1. Nous
noterons par § Pensernble des nombres P. V. I’ensemble S posséde des
propriétés remarduables, nous en rappellerong quelgues unes avant de
les généraliser & d’amntres ensembles de mombres algébrigues.

Une condition néecessaire ef swffisante pouwr gqu'un nombre véel 0> 1,
appartienne & 8 est qu'il ewiste LeR tel que si Von pose:

A" =au,-te, ot u,eZ, —L<Ce, <1

La série D) |s,|? converge, de plus A<Q[9].

a=0
Ce résultat o é66 prouvé en asgociant & la suite {w,} la fonction

oo
% variable complexe: f(2) Zunz on montre alors que f est une fraction

. ‘rationnelle, d’olt Pon dédmt que fe8 ([1A]D.

En associant & une suife convergente d’éléments 6, ¢S une famille
compacte de fractions rationnelles Salem ([127) a montré que Fensemble
S est fermé. A partiv de ce résultat on peut obtenir une caractérisation
des ensembles dérivés suecessifs de S ([6], [8]).

On pent étendre certaines de ces propriétés, en particulier ce gui
concerne la répartition medulo 1, & des ensembles d’éléments algébri-
ques dans Pannean des adéles de Q@ ([2]).

Par ailleurs H. G. Senge ([13]) a construit des ensembles fermés de
nombres algébriques sur uwn corps K dont la définition rappelle celle
des P. V. éléments. Nous étudierons d’autres ensembles fermés et en
donmnerons une caractérisation.

 Pour un corps quadratique imaginaire Détude est analogue i ce
qu'elle est pour le corps des rationnels ([8]). Nous supposerons donc
que le corps de base K n'est pas un tel corps.

. T — Acta Arthwmetica XX.2 -



204 Marthe Grandet-Hugot

NOTATIONS

K est un corps de nombres algébriques de degré s dans lequel I’annean
A des entiers algdbriques est partout dense.

V. désignera lensemble des valeurs abgolues archimédiennes de I

V est un ensemble fint de valeurs absolues de K contenant V.

Si v est une valenr absolue de K, on désignera par K, la complétion
de K pour cette valeur absolue, par I, le groupe des valeurs-absolues.
Soit 0, 1a eomplétion de la cléture algébrique de K,

Nous poserons de pluos

o =]]2, Q.=]]2.

[y veV o

Chapitre X
FONCTIONS A CARACTERISTIQUE BORNEE DANS 2,

Nous nons proposons de généraliser le théoréme suivant du
4 D. Cantor ([4]).

Soit f(z) = Z’a

que les fonclions conjuguées

o«
fOp) = 3ol
n=0

Y a.e A, 2eC une série de puissances. Supposons

(2 =1,...,2

soient & coractéristique bornde dans le disque j2| << p; (oo 2. d. solent le

quotient de dewx fonetiony régulidres bornées) od

e 8

. %
une fraction rationnelle.

Ce théordme est lui-méme une généralisation dun théoréme de
Pefiersolin ([10]).

DFinmeroN 1.1. Soit £ un corps v&lué coraplet, soif f une fonetion
définie pour [we 2, |@] < p], on dit que f est & caractéristique bornée dans
iml << p sl elle est le quotient de denx fomctions régulitres bornées pour
=] < 2.

Soit V= V,, un ensemble fini de valéurs absolues de K.

DEFINITION 1.2. Soit ¢ = [g,]uy, b 801t B(g) = {mefy; |ol, < 0,
On dit gwune fonetion f définie sur B (o) est & caractéristique bornde
gi elle est le quotient de deux fonctions réguliéres hornées pour zeB(p).

Nous supposerons gue I'origine n’est pas un pole pour f, alors aun
voiginage de 'origine f admet un développement en série de puissances soiti:

flo) = Z_,’um

’ll’JnE‘QV.

g; = 1. Alors f est.
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Soit
Uy e Uy
A =% Wnt1
n
Uy, o Uy,

le déterminant de Kronecker de f. D. Cantor ([4]) 2 montré le lemme
suivant:

Levve 1.1. 8% veV et si f est & caraciéristique bornde pour |z], < 1
alors

|44 = o(1).
Noug allons démontrer un lemme analogue pour Ies valeurs absolues
non-archimédiennes :

Lenvme 1.2, 8% f est & caractéristique bornde powr |z|,< L,ed V.,

alors:

|4, = 0(1).

La preuve est analogue & celle de D. Cantor: f étant & caracterlsthue
bornée pour [#, < 1, on peut poser: :

_gl@)
1@ =43
ot
g(m) = D'sua", s, = 0(1),
h{a) = Zt o, b, =0(1).
e={
B flx) = Za a®
" g @y,
Ap=1| ...
Ty, + By

On peut en faisant des combinaisons linéaires sur les ligmes et les
colonues mettre 4, sous la forme:

4, = Dét (dh’k)
ol

dy = %1 g 117 5 Bt k—ig

d'olr

dh,k = o5+ C‘;a,h—ﬁn,k
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avec
Btk
Cp = Zt (Shttiis - ﬁh,k —Zt (Shk—i
=0

done , B

el < Max (fopxls laguls |Bael)
or ‘

7 log,el < Max |5, Max (s, - |6pzl QMB{X.WM&X |41
done, il existe une constante M telle que .

gl < ot || < M

[es]

OOROLLAIRE St f (m) = D a,a” est & caraciérisiique bornée pour
n=0 - - Co - o
lof < o '
) Qﬂm !2[11,7* O(_l

En effet, faisons le changemenﬁ de variable @ = gy , on obtient
alors une fonctmn g & caractéristique bornée pour |y| <1 .

g(y) = Zane Y.

8i A4, est le-déterminant d_e Kronecker d’ordre # de g on 2
Ay = e,

done: v

|40 = g™+ |2

et d’aprés le lemme: R

¢4 = 0(1). _ o

COet énoneé est analogue & celui de D. Cantor dang le ¥ag cormplexe:

8i g est régulidre & Vorigine et & caractéristique bornde pour |z|, < ¢
veV, alors; ‘

Noug allons maintenant porvoir étendre le théoréme de 1. Cattor
& certaing sous-anneanx de K.

DapINITION 1.3. Soit ¥ un ensemble fmz de valeurs absolues de K,
contenant toutes les valeurs absolues amchémédmmes Pogons

= {gel| |m{v 1 pour ¢V}

‘K" est alors un sous-annean de K contenant Dannean des entiers algdbri-
ques. : ST ‘ :
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Noug powvons alors 'démnntrer'le‘théoréme suivant:

TI{EGHLMD 11 Soit f{z)} = Za ™, a,e K7 une fomtwn & eame-

n=0
téristique bornée pour |w|, << g,,, veV, ol ” Oy 2= 1

Prenve. D’aprég lo lemme de. D. G&ntor pour ve V., & partir d’un
certain rang:

eyl <e.
8 0eV —Vq, ob|d,)3" < M,, veT, |4,), <1 autrement dit

H PRRS sl I i

wl

8 [] o, =1, on peut done choisir ¢ assez petit pour que:

veV

I'dn|v =0

N0 el

done, & partiv d'un certain rang 4, = 0 et f est une fraction ration-
nelle.

Par ailleurs K¥ qui e3t une intersection d’anneaux de valua.tmn est
un annean de Fatou [17], done si flz) = X a,a”, 6,¢K” est une fraction

rationnelle. Ses péles sont les inverses d’entiers aledbriques sur K7.
_ . B : SONTLY .

Chapitre IT )
FAMILLES COMPACTES DE FRACTIONS RATIONNELLES

Nous allons considérer des familles compactes de fractions ration-
nelles, analogues & celles qui étaient associées aux nombres 0S8 dans le
cas ot K était le corps des rationnels ou un corps quadratique Imaginaire.

‘Nous associerons ensuite 2 certaines familles- des ensembles de nombres

algébrigues.

DErFmNrrIoNn 2.1. Seit FH,V,r, h,0) la famille des fractions
rationnelles non constantes ayant les propriétés suivantes,

1) flw) = } @,4™ au voisinage de Dorvigine et a,cK”, mef2,; -
n=0 .
(2) f a au plus R, pbles olt 0« b, dans le disque [ml, << r,, veV eb
les péles sont dans la couronme, 0 < 6 < @], << 73

(3) Pour |ol, =7, |f@), <1 & 0eV., ot pour 7 < |o], < 7,
[flo), <1 sl %V—Voo; :

W [[r,>

vV
NOTIS PoRerons = {h’v}’usl'fr r= {Tﬂ}m]ﬁ': § = {a’v}'usV
Cette définition est légérement différente de celle de Senge ([133).
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TmioriME 2.1. Lo famille F (K, V, v, h, d) est compacte.

Preuve. Soit (fi).x une suite de fonctions de & =# (K, V, 1, &, 4)
nous supposons que toutes les fonctions f, ont exactement k&, poles
(0 < k,=<Ch,) dang la conronne:

0< 8,< |2, <ty veV, de Oy

nous désignerons ces péles par aj ;. s Oy

Examinons maintenant séparément les deux types de valeurs abso-
Tues:

(a) veV .

k
(@;a—2)7r
7"2 —E,-,;_m

@i(@) =

F=1

sl fau = (0 nous poserons simplement ¢,(x) = 1.
Alors g, est holomorphe pour {wef| |u], <7} et

fwlv =1, = |¢l(w)Ev =
Il en résulte que:

(@) fi{m), <L pour {wely| (o], = 75},

Tes fonctions forment done une famille compacte {Fi}.x de laquelle
on peut extraire une suite nniformément convergente dans tout compact
de {zef,| ||, < 7.}, nous désignerons par F la limite de cetfe suite.
Par ailleurs, quitte & extraire de la suite donnée une suite partielle

on a:
lime; ; =a; aves

Ao

0<6,< |gf,<r, pour veV,.

Il en résulte que la suite {p,} converge uniformément vers ¢ définie par:

k
. (5 — )7

?’(.w) ‘—g T'Z—E‘-.’L‘

alors jal, =1, = |p(@)l, =1.
Posons maintenant:
flo) = lim fy(a).
Ao

Alors
F(x)

f@) = pr

el;
Imlv =17, = |f(m)1'u“<— 1

et f admet au plus %, poles dans la couronne 4, < |@|, < 7,.
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Considérons mainbenant les développement de Taylor de f; ot f a,ﬁ
volsinage de lorigine:

Tz} =2“z,n93n,

n=g0

fl@) = 2%:» ;

n="4

(LZ,HGKV’

étant donnée la convergence uniforme de la suite f; vers f dans tout com-
pact de (], < §,, on a:
) &, = Hmaj,n
Ao

soit 7, << d,, alors

| 7 B
Max If,(2)] = Max A
I 2lg=ny | P2{F)} |o
Or F, est holomorphe pour |u], < 7,, done:
|~Fl(w)l'u <1 8L Imf'u = Ny

Par ailleurs la snite {a; .} converge vers o, o,

M) pour {w}w = My -

vT"?v

< r, done:
~mmm;(

On pent done trouver une constante M, telle gue
Max !fz(m)l'u = M,,
12ly=y,
d’ott, d’aprés 'inégalité de Cauchy:
Ia’l,viiv g

3

(b) veV—V_. Pogons

k

x
1_ .
() = H( C‘i,a) . W0

i=1

1 i k=0,

les o, ;] sont bornés, et ¢;(2)<K,{x], K, étant 3 valuation discréte, on
peut supposer quitte 4 extraire une suite partielle qu’h partir d’un certain
rang tous les ¢, ont méme polygéne de Newton, ils forment done une
famille compacte.
Boit nyel,, n, < 8, et soib r, un nombre tel que 7, < r, < 7, alors
pour zelf2,
Max |f,(w)}, = Max |p(#)f,(2)], = Max |F,(«)l,

lely=mn,, [@ly=1, lZly=ty

ot Fy(w) = p,(@)f(@).
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Alors puisque F, est holomorphe pour |@l, << 7,

)
M ), < Mo [ (o), < Mo el < (7)
2

J2ly=2y leplyym=r, lwly=n,,

d’olt d’aprés les indgalités de Cauchy

r\e 1
|a1,n]v g(ﬁ) '

l B

3. v¢V alors puisque w,l,neKV on g

|a;l,ﬂ[1} < 1

Il résulte des considérations précédentes que

H(ay,) = [ Max(1, a0} < M

~

M, ne dépendant pas de 1, donc les a;,, appartenant & un ensemble de
hantenr bornée forment une suite discréte et & partir d’un certain rang:

o = Gy, o6 @, = ljm a, <K,

Posons flx) = Zaﬂwn Nous avons vu que | =) ]?J est umfmmémenf

=0

7, de plus les séries formelles 2% 2" convergent
n=0
7, la swite {f;} converge uni-

bornée pour |f1c;1,
faiblement vers ):anm done pour |z, <
=0

Aormément vers £ ([7], p. 9, lemme 1.3).

De plus la suite des polyndmes {g,} on peut extraire une suite partielle
eonvergeant vers un polynéme ¢. Bt la suite des fonctions {F,} qui est
uniformeément bornée dans |z, < 7, converge faiblement vers ¥, donc
converge uniformément et F est holomorphe et bornée pour ||, <Cr,.

11 résulte de ce qui précdde gue f = Fjp est b caractéristique bhornée
pour ||, < 7, done est une fraction rationnelle, dont les poles dventuels
sont les inverses d’entiers algébriques sux K”. Et feF (K, V,r, I, 8).

Nous allons maintenant étudier des sous-familles compactes de
F =F(K, V,r, h, 6}, e & certaing d’entre elles nous pourrons d’associer
des ensembles fermés de nombres algébriques.

DErINITION 2.2 ([13]). Nous dégignons pour
sous famille de & ainsi déﬁnie

(1) f(@)

@ f admet an jplus k, poles da,n% lwl, << 7, qni gont situds dans la
couronne 0 << §, < [as],,< T3

FUE, V,r b, 8) Ta

Z’c&%m”, aneK”;
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(3) fl=), <
veV =V

(4) |f(0), = 1 pour foubt ve¥;

®) [[r,>1.

rell .

II est eclair que estie famille est compacte puisque si |fH(0)1,
[F(0), = 1.

De plus la condition (4) entraine que pour »¢V, f a an moins un
pole dans |af, < 7,, tandis que pour pouveir affirmer Pexistence d’au
moins un pble dans |z, <7, b ve ¥V —T, il faudrait une condition sup-
plémentaire (cf. {137)-

DEpImioN 2.3, Soit 7' un sous-ensemble quelcongue de V, nous
désignerons par Fp (K, V,+, %, 6) 1a sous famille de & vérifiant

1 pour &, =%, si ve¥, et pour 7, < |z}, < r, pour

= 1 alors

If(0)],=1  mpour a2V

On a également une famille compacte de fractions rationnelles et
on peut affirmer que pour veV’ mTfm, f admet au moigz un pbdle dans

@i, <1y ([B]).

Chapitre III
ENSEMBLES DE NOMBRES ALGEBRIQUES

Nous allons associer des ensembles de nombres algébriques 2
des familles pour lesquelles #, = 1 pour tout v¢¥V et h,e{0,1}; nous
désignerons par V' le sous-ensemble de ¥V tel que kb, =1 si 2V of
by, =10 8l 2eT—-T".

1. Ensembles fermés d’entiers algfbriques. Si V = V,, alors pour
feF ,a,e4 et leg pOles de f sont les inverses d’entiers algsbrigues.

Dermrrion 3.1. Noms désignerons par 84 (H) Pengemble suivant
feSp (IK) si et senlement si:

1. 8c2, el est entier algébrique sur A4;

2. |6, >1 8l 97

3. Tons les conjugnés de 8, dans £, autre que lui-méme pour ve¥V’
sent de valeur absolue strictement inférieure & 1.

A eet ensemble, on peut associer la famille de fractions rationnelles
Fy(K, Ve 1, b, 6). A une suite convergente de 8,<8p.(K), on pent
faire correspondre une famille f,eF, (K, V., 1, k, &) ei de cette famille,
on peut exfraire une suite partiells convergeant vers une fonction
feF (K, V,,1,%,8), nous allons éfmdier ley propriétés de la fonetion
Hmite.
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Soit 8e8p (H) et soit P son polyndme minimal, pogons
P(w) = 8"+ 2" +... + gredlz],

1
Q) = m"‘“P(;;) =1+ q -t q,2".

11 est alors facile de voir que si P n'est pas réeiproque,

_ P(x)
Q)

fiz) F(H, Vg, 1,h,8).

Or, dans une suite convergenfe de nombres #e8,-(K), il n’y a qu'un
nombre fini de tels éléments, que nous pouvons supprimer sang modifier
la limite.

Alors

FO) =g e []If0)=1.

VeV o

On ne peut done pas affivmer que |f(0), > 1 pour tout »e¥V’, on peut
seulement afficmer que

1. [f(0)], << 1 pour eV, —V' car sinon, f ne serait pas holomorphe
dans lo|, < 1.

2. Pour au moins un v,e ¥’ on a |f(0),, > 1.

Toutes ces considérations ne permettent pas de dire si ’ensemble
8y (K) est fermé ou non. Toutefois, nous pouvons en obbenir un sous-
engemble fermé avee la définifion suivante.

DEFINITION 3.2. 8} (K) est le sous-ensemble de Sy (K), tel que
b tout 683 (K) on puisse associer une fraction rationnelle fe#, (K, V,
1,4,48). . :

On obtient alors facilement le théoréme suivant.

. TEhorEME 3.1. L'ensemble Sy.(X) est un ensemble fermé.

Remarques. 8i k = Oard V', on voit que les éléments de Sy (K)
considerds conune entiers algébriques sur ¢ sont des P.V. k—tupleé [5]
et i & =1, alors on obtient des nombres P. V. qui sont aussi entiers
algébriques sur K.

DAEFNITIoN ‘3.3, Boit #, une valeur abgolue réelle de K (si il en
existe). Nous désignerons par S, (K) I'ensemble S§p.(K) ot T’ = {v}.

Alors Tes remarques faites plus haut montrent gque | f(0}y, 2 1 done
JeF o (K, Voo, 1, By 8) d’oit on dédnit que:

THEOREME 3.2. Les ensembles 8, (K) sont des ensembles fermés.
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Un élément 08, (H), si on le considére comme entier algébrique
sur ), appartient & ensemble § des nombres P. V., toutefois, les conditions
imposées pour que feF, , montrent que cette fraction ne peut pas &tre
celle qui lui ébait associée dans le domaine réel, ce gui entraine que le
polyndme irréductible dang Z[x] associé 4 O n'est pas irréductible dans
A[x], les ensembles S, (K} sont donc des sous-ensembles fermés de 8§ distincts
de 8. -

De plus, 8i f() = 3 6,4" est associée i 08, (K), alors pour » 7 v,
la,l, << 1 il en vésulte que |a,f, > 1, donc a,e8 N A. Done les coefficients
du développement de Taylor de feF, (K, Vo, 1, b, 8) appartiennent i Ven-
semble §.

On peut également construire des ensembles fermés analogues aux

engembles SUTS'_Z de Kelly (9], en prenant pour o, une valeur absolue

complexe. On obfient alors un sous-ensemble fermé de Sugg et les coe-
fficients @, sont alors des éléments de cet ensemble.

2. Caractérisation des ensembles S,.(K). Soit V' un sous-ensemble
de V., nous allons dounner des éléments de Sp(H) une carachérisation
analogue 4 celle dommée par C. Pisot [11] pour l'ensemble 8.

TutoREME 8.3. Pour qu’un élément 8¢, tel que 0], > 1 pour veV’
appartienne & Sy (K), 41 fout ef i suffit qu'il exisie Ae Q, et une suite U,
d'éléments de A tels que:

A" = U, -t&,

oo

Z'jsn§§< oo pour

=0

’veV’,

U< 00 pour veVy—V.

Ds

[
=1

L)

Preuve. Posons:

oy = ) U

=0

alors f est & caractéristique bornée pour |z|, < 1,ve¥. ('est done une
fraction rationnelle dont le seul péle dans jo|,<< 1 »eV’ est 1/8, et qui
est holomorphe pour |@), << 1 &1 veV,—V'. Done, d’aprés le lemme de
Fatou, eS8y (K) et LK ().

Il est immédiat que si 68y (K) et si e A[6], alors la suite {A0"},n
posgéde la propriété. précédente, -
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On a theorem of Ramachandra
by
T. N. Smormv* {Colaba, Bombay)

§1. Let S(H) denote the set of all triplets of rational numbers
oy, tg, fy Sabisfying (i) a; > 0, a3 > 0 are multiplicatively independent,
(ii} the heights of a;, a,, 4 respeetwely do not exceed H, H and (log H)100,
The objeet of this paper is to prove '

TuroreEM 1. Tef H = e¢°. Then the m@mmum of fﬂllogal—logagl as
€y, az,ﬁl U thmugh S{H) exceed

(1) 7 exp(— C(log H)*(loglog H)?)
where O is an_absolute constant.

This is an 1mprovement of a similar theorem proved recently by
K. Ramachandra [5] where one has C/(e) exp| w(logH)‘”) where ¢ > 0 and
C(e) depends only on &

§ 2. Since it iy convement to use the 110131011 of size in the proof, we
give the definition of size of an algebraic number. Thé size of an algebraic

number « is |of +d(a) where [o| denotes the maximum of the absolute
values of the conjugates of « and d{q) is the least natural number for
which ad{a) is an algebraic integer. _

The height H{z) and the size S(a) of an algebraic number « of degree
not exceeding % are related by the inequalities: :

8(a) < Zh(H(a)} Ha) < 2"(8 ()

(see [6], page 76}; it is immaterial whether we state the theorem in terms
of size or height.

Our notation is the same as that of Ramaehandm & paper [5] except
when specified explicitly. In § 5 however we follow a different notation
and in partienlar %k should not be confused with Lhe I whieh oceury in
[5]. 8, will stand for a number >ef.

* I am thankful to Professor K. Ramachandra for suggesting me the problem
and for the supervision of my work. My thanks are due to Professor K. (. Ramanathan
for encouragement and for helping me in preparing the” manuscript.



