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Uber Permutationsfunktionen in mehreren Unbestimmten
Vo
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Sei R ein kommutativer Ring mit Binselement. Man sagt, die Per-
mutation = der Elemente von E wird dargestellt dureh die rationale
Funktion i (w) = f(x)/g{x) (unter rationaler Funltion verstehen wir immer
ein Element des Quotientenringes von R[z]), wenn g(a) fiir jedes aeR
eine Einheit von R ist und wenn gilt: =(a) = h{a) fir jedes aeR. h(w)
heilt Permutationsfunktion von R, wenn es eine Permutation der Elemente
von K darstellt. Permutationsfunktionen von kommutativen Ringen
bzw. endlichen Korpern wurden in der Literatur schon &fter studiert
(vgl. ebwa L. Oarlitz [1], W. Nobauer (4], L. Redei [7]). Die Grund-
probleme des ganzen Fragenkreises sind: Welche Permutationen von R
lassen sich durch rationale Funktionen darstellen und welche rationalen
Furktionen A (w) iiber B sind Permutationsfunktionen? Zur Beantwortung
der ersten Frage kann man folgendes sagen: Fiir endliche Ringe stimmt
bekanntlich die Menge der durch rationale Funktionen darstellbaren
Permutationen tiberein mit der Menge der durch Polynome darstellbaren
Permutationen. Nach L. Redei und T. Szele [8] gilt: Genan dann lagsen
gich alle Permutationen von R durch Polynome dargtellen, wenn E ein
Galoisteld ist. Das zweite Grundproblem wurde teilweise von W. Nohamer
in [4] behandelt und zwar gilt: Die rationale Funktion h(z) tiber den
ganzen Zahlen ist dann und nur dann Permutationsfunktion des Restkla-
ssenringes mod ab, (@, b) = 1, wenu sie Permmtationsfunktion der Restkla-
ssenringe mod @ und mod b ist. Sie ist genau dann Permutationsfunktion.
des Restklassenringes mod p% p Primzahl und ¢ > 1, wenn sie Permu-
tationsfunktion des Restklassenringes mod p ist und wenn gilt: &’{a) == 0
mod p fiir alle .
~ Eine unmittelbare Ubertragung der Definition der Permutations-
funktion auf den Fall von mehreren Unbestimmten ist nicht miglich,
denn die durch die rationale Funktion A(zy, ..., m,) = f(@y, ..., 2,)/
{9(#1, ..., ®,) dargestellte Abbildung ist eine Abbildung des wn-fachen
Cartesischen Produlttes B* in R, ist also fiir # > 1 keine Abbildung einer

Menge in sich selbst und daher keine Permutation. Wir miissen also
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n-Tupel von rationalen Funktionen ‘Thetrachten, die Abbildungen wvon
R" in sich selbst darstellen., Wir geben nun die allgemeine Definition der
Permutationsfunktion. Unter einer Funktion wollen wir im folgenden
immer eine rationale Funktion, alze ein Element des vollen Quotien-
tenringes von B {2y, ..., #,] verstehen. Sei £ ein Ideal von E. Bine Funktion
h(a, ..., ¥,) bezeichnen wir als volldefintert mod I, wenn es eine Quotien-
tendarstellung  Bl(wy, ..., 2,) = fl#g, ooy 2,1y, ooy @) gibt, fir die
g{@yy «ovy G,) mod I £iiv beliebige (ay, ..., a,) s B™ eine Einheil von B/ iz
Ist hiwy, ..., a,) volldefiniert mod I, dann wird durch

Slay, ooy @) mod I
g, ..., a,) mod I

{emod I, ..., 6, mod I} —
eine eindeutige Abbildung von (R/I)* in R/I definiert, die von. der Wahl
der Quotientendargtellung von h(xy, ..., x,) unabhingis ist. Bin geor-
dunetes #-Tupel b = (Agy ..., h,) von Fupktionen bezeichnen wir als
Funkitonsvekior.

DEFINTEION. Die Funktion %(zy, ..., x,) heidt Permuiationsfunkiion
mod I, wenn sie volldefiniert mod I ist und es einen Funktiongvektor
h aus volldefinierten Funktionen mod I mit A(a,, ..., #,) als Komponente
gibt, so dall die durch § induzierte Alybildung von (E/I)" in sich eine
Permutation igt. .

DapiwiTioN. Einen Funltionsvektor §j, der aus volldefinierten Funk-
tionen mod I besteht und eine Permutation von (R/I)" induziert, nennen
wir Permutationsfunkltionsvelior mod I. _

Offensichtlich ist ein TFunktionsveltor »ur damn Permutations-
funktionsvektor mod I, wenn jeds seiner Komponenten eine Permutba-
tionsfuntion mod I ist. Man sieht unmittelbar ein, daf die in [2] und [5]
untersuchten Permutationspolynome mod I nur ein Spezialfall der Per-
mutationsfunktionen mod I sind, denn es gilt: Ist f(@y, ..., x,) oin Per-
mutationspolynom” mod I, dann ist die durch den Quotienten f(my, ...
.ovy @) [e dargestellte rationale Funktion eing Permutationsfunktion mod I
(wobei e das Einselement wvon E ist). Die Deiden Grundprobleme der
Theorie der Darstellung von Permutationen durch rationale Funktionen

_in einer Unbestimmben kann man auf Polynomfunktionen in melveren
Unbestimmten folgendermalfen iiberiragen: Welche Permutationen. lassen
sich- durch Funktionsvektoren darstellen und welche Funktionsvektoren
sind Permutationsfunktionsvektoren? Zum ersten Problem zeigte W. Na-
bauer [6]: Bei beliebigem # > 1 Iassen sich alle eindeutigen Abbildungen
von E” in sich genaun dann rational darstellen, wenn R ein Galoisfeld ist.
Die eindeutige Abbildung a von E® in sich 1ift sich rational darstellen
soll heiflen, daBl es Polynome fo (o, ..., @), ..., ful®y,

- itswertige Polynome gy(%5, ...y @,)5 «vvy g (ml, v @p) I Blwy, ..., 0, glbb

ooy ,) und einhe-
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(ein Polynom heilt einheitswertig, wenn g(ay, ..
eine Hinheit von B ist), sodaB

. e, tiralle (e, ..., a,) eB®

filay, .oy ay)
G188y, ) ’

a(a’.’u“‘!an) =( .‘fff__(dl""’a“})

7
gn(a’ls vy a‘n)

fir alle (aq, ..., a,)cR™

Die Menge a]let' jener Permutationen von R", die sich dureh rationale
Funktionen darstellen lassen, bildet eine Unterhalbgruppe der symine-
trischen Permutationsgriuppe Spe des Rings B", falls B ein endlicher
Ring isf also sogar eine Untergruppe von Szn.

Dag zweite Grundproblem 1884 sich — wie wir nun zeigen werden fiir
die fir uns interegsanten Ringe mittels der beiden folgenden S#tze
zruriickftihren auf Untersuchungen in endlichen Korpern. An Stelle des
beliebigen Rings E in der allgemeinen Definition nehmen wir nun den
Integrititsbereich Z der ganzen rationalen Zablen, dann ist I = (),
m natiirliche Zahl, und es gilt die

DeFiNreioN. Der Quotient f(2,, ..., #,)fg (2., ..., #,) von ganzzahligen,
teilerfremden Polynomen heilit Permutationsfunkiion mod m, wenn er
volldefiniert mod m ist und wenn es einen Funktionsvektor h(zy, ..., )
aus volldefinierfen Funktionen mod m mit f(zy, ..., 2,)/g(2y, ..., #,) als
Komponente gibt, so daff D eine Permutationsabbildung von (Zj(m)"

aul sich induziert; d.h. wemn ex einen Funktionsvektor §(zy, ..., x,)

= {fild1; -« .s fulgn) gibt, £ix den ¢;{ay,..., a,) eine prime Restklasse mod m
fiir jedes ganzzahlige n-Tupel (4, ..., a,) reprisentiert, fiir welchen die
dureh a(ay, ..., @,) = b{a,, ..., &,) mod m definierte Abbildung eine Per-
mutation von {Zj(m)}" ist. o

Savz 1. Der Funktionsveklor b ist genau dann ein Permutationsfunk-
tionsveltor mod m, wm = wb (@, b) =1, wenn e einer mod a wund
mod b ist.

Beweis. Bekanntlich gilt: Sei (@, 5) =1 und f(z,,...,#,) ein ganz-
zahliges Polynom in # Unbestimmten und N hzw. N die Zahl der in-
kongruenten Lisnngen von f(,, ..., 2,) = 0 mod ¢ bzw. mod b, dann ist
die Anzahl der inkongrnenten Lisungen der Kongruenz f(2,, ..., ®,) =0
mod ab gleich ¥-N'. Sei nun § ein Permutationsfunktionsvektor mod m,
dann ist er auch einer mod & und mod b. Denn es st ¢;(e,y, ..., a,) stets
zu @ bzw. zu b prim. Da § ein Permutationsfunktionsvekior mod m ist,
ist flir jedes System k..., %, das Kongruenzsystem f(2,...,a,) =
= ;g,(%y, ..., m,) mod m loghar, daher such mod ¢ und mod 5. Ist umge-
kehrt ) ein Permutationstunktionsvektor mod ¢ und mod b, dann ist
Gi(G1,..., &) stebs z2u o prim und zu b prim, daher auch zn ab = m. Weiters
sind zu gegebenen Iy, ..., k&, die Kongruenzen f; = kg, mod a, f; = kg,
mod b stets loshar. Daher it § ein Permutationsfunktionsvektor mod m.



294 B. Lidl

SATE 2. Der Funltionsveltor b st domn wnd nur danm ein Permu-
tationsfunltionsvektor mod p®, (p Primeall, e > 1 nabirliche Zahl), wenn
er ein Permutationsfunktionsvektor mod p ist und filr alle (v, ..., 7,) eZ" als
Argument gilt:

¢ N g N
dg, | ... |8g; Ofr
ouy 0o, o, oo,
D=1 . .. e = 0 mod p.
go  Ju In Ju
O, Ofn g, f
dm, 0ay oa, O,

-~ Beweis. Sel § ein Permutationsfunktionsvektor modp und stets
D = 0mod p, dann ist zu zeigen, daBl § anch Permutationsfunktiongvektor
meoed p® ist. Wir zeigen das mittels vollstéindiger Induktion nach ¢ Tir

¢ =1 ist § nach Voraussetzung Permutationsfunktiongvektor mod p.

Angenommen es sei gezeigt, dafl  auch einer mod p*~! ist. Nach Definition

heildt das, daf die g;(®, ..., @,) fir jeden ganzzahligen Vektor {(a,, ..., ,)

eine prime Restklasse mod p* ! reprisentieren und daf gilt: die Xon-

graenz D@y, ..., %,) = (&g, ..., b,) mod p°~" hat fir alle ganzzahligen

Vektoren (751, vouy By} genan eine Losung (y, ..., t,). Damit gleichbedeutend

ist: die g;(wy, ..., #,) reprigentieren fiir jeden ganzzahligen Vektor (4, ...
a,) eine prime Restklasge mod »° ' und die Vektorkongruenz

(1) (Fo— Ty ooy fo—Faf) = (0, ..., 0) mod p°~*

hat fiir jedes (ky, ..., %,) genan eine Logung. Diese beiden Bedingungen

gind also nach Induktionsannahme erfiillt. Bs sei (ry, ..., #,) die Lisung
von (1). Alle Lidsungen von

(2) =k e S

gind von der Gestalt

—lingn) == (0, ..., 0) mod p°

(3) (.7'1+81Pc_1? rrey Tﬂm+8npa~l) = I.
Wir haben daher die Losungsvektoren von (2) unter den Vektoren der

Gestalt (3) zu suchen. Wenn man den Veltor (3) in (2) einsetzt, dann
erhilt man den Vektor

(FilD) =T (3), ., Ful D — lyga(B).
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Wir entwickeln diesen Vektor nach der Formel von Taylor. Wegen
2{e—1)=¢,3(e—~1) = e, ... ethalten wir fiir ¢+ =1,2,..., %

Sl ) .

v=1

Li(5) = fi{rey oy

n

O (Pys ooy 7,
ceiy )b y 5,p°! %alras -5 o) mod p°.

0:(B) = (s, o

Daher ist der Vektor (3) dann und nur dann eine Lésung von (2},
wenn folgendes Kongruenzensystem erfiillt ist:

(23 n

g e 0y .
B AT S Z 3';1 — g1 (Frye 1) —p 1151231,5;1—501110&1: ’

..........................................

ki

) — p*;l 7%2'5’ I omod PE.

=1

c»lg_ﬁ

Falrey oo mn) +2° E —kpGulryy sy

Wegen (1) ist diex gemau dann erfiills, wenn

wn

af: A _ 191 —f1
28”(6_%_k18mv = Ifl mod p,

v=1

(4} e e e e e e e e

| afn 69'-,1, _ Hnln fn )
Sl )20y

Nun ist aber doch (r, ...,

7,) Lissung von (1). Daraus folgt:

(5} T == fi(rlﬁ "‘!Tn)

mod p'.
GilFryeons Tn) ‘

Daraus folgt:

af dg; 9
B LA e LI
o, K o, 2 ( ¥ b, ~Je O )

wobei alg Argument (r, ...

dp

, 7)) zu setzen ist. Daher ist (4) gehau dann

erfiillt, wenn das folgende System in den Unbekannten s, ..., s, erfillt
igt: :
F af a f
g ‘Lg'b k]
(6) Dleafo—fig) = 28R gmoa

=1

fir das Argument (ry,....r,)und ¢ =1,2,...,n
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Dis Determinante dieses Gleichungssystems in s, ..., s, ist D. Nach
Voraussetzung ist D # 0 mod p, also hat dag System (6) eine eindeutige
Losung (s, ..., 8,) mod p. Daraus Lolgt, daB das System (2) eine eindeutige
Lésung k hat. Also ist der Satz in der einen Richtung gexeigt.

Sei nun umgekehrt § ein Permutationsfunktionavektor mod p°. Dann
ist T aueh einer mod p. Angenommen es sei D = 0 mod p fiir das Argument
(Pyy ooy ). Man setzt &y == fi(r, ..., %) /g (ry, .., 1) mod 2° ein in die
Kongruenz ‘

(7) (fl('rn e P B (T ey T

. Wf’n(rl’ ey Tﬂ)"“k:Lgn(Tl! tery Tn))

= (0,..., 0) mod »°.

Nach Voraussetzung ist § ein Permutationsfunktionsvelktor mod p°
also auch einer mod p*~
genan eine Lisung (ry, ..., #,). Alle Lisungen von (7) mod p¢ bekommt
man durch das Verfahren im Hinreichend-Beweis, Dort kommt man auf
das System (6). Die Determinante dieses Systems ist aber jetzt == 0 mod p.
Daraus folgh: Es gibt mod p mehr als eine oder iiberhaupt keine Liésung
{81y +.v5 8,). Daher ist (7) nicht eindentig losbar, im Widerspruch zur
Voraussetzung. Also gilt D = 0 mod p und Satz 2 igt vollstiindig bewiesen.
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Y, &h. (7) hat sowohl mod p® als auch mod p*~'
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An application of Zassenhaus’ unit theorem
by

Hiroinp Browx (Ohio)

In this note we present o divect application of Zaszenhaus® generalized
Dirichlet unit theorern [2] to the proof of an interesting result on orders
with finite unit groups. This result iz useful, e.g., in the de‘remuuatlon of
normatizers of finite unimodelar groups [l]

TosorEM. Let D be a finite dimensional dwz-sirm algebra over ), and
let @ be a maximal Z-order in D. Then U(8), the unil group of 0, is finite
if and only of D 45 Q-isomorphic to @, an imaginary quodratic extension of

@, or a positive definite quaternion algebra over Q.

Proof. Tet R¢ denote the tensor produet of R and @. Since ¢
containg a free @-basis for D, RO ~ BR® g D. We will show that if (&)
is finite, then B@ i3 a division algebra over R.

Let 9: RO —Hom (RO, RE) be the left regular representation of
R0, and for any w<R@ and any R-Dasis B for R0, let ¢z{w) be the matrix
of () with respect to B. For z<R?, let || denote the regular norm. of
@, i.e. Jo| = detp(z).

Consider L(0) = {z<RO| |z} = J-1}. L(cf)) iz clearly closed under
multiplication, and for any s<L(0), 2] = det ¢pg(r) = 0 implies » is not
a left zero divisor in Rd@. Since RO iz finite dimensional over R, there
exists y e R such that @y = 1. Therefore, gp{y) = pg{z)~" and @B(y)r}vﬂ ()
= I,. Since the regular representation ig faithful, we have yx = 1, i.e.
y =o', Thus L(0¢) is a subgroup of the unit group of RB¢. Also, L(®)
containg U7 (@). For if we choose B as an integral basis for @, then e U (0)
implies pg(z) and gp(x ") = @p(z) * are integral matrices. Thus |] = 1.

Let t = dimpR0 = rank @, and let (@) have the topology induced
by the ususl Eunclidean topology on M, [R). L(0) iz a Lie group with
regpect to this topology('). By Zassenhans’ theorem U(0) iz a digerete
subgpace of L{0) with compact factor space. Thus,if U(0) is finite,
L{@) must be compact, 1.e. closed and bounded.

(1 Note that we could eguivalently use the topoiogy of RO as a f-dimensional
real manifold as pg is a topological isomorphism. :



