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Note that £ is given in this gimple form to simplify the description,
bub it makes it very delieate to check that the condition [a®— ub?| <1
is actually satisfied. Thus for u =5—8p, a = .2674, b = (2+0)/3,
la®— pb?| = .9994. It is possible to get somewhat more comfortable upper
bounds for |a2— ub¥, but only by using more complicated fundamental
regions Z. '
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Indépendance statistique d’ensembles liés a la fomnction
“somme des chifires”

par

JEAN BESINEAU (Paun, France)

0. INTRODUCTION ET PLAN DE L’ARTICLE

0.1. Infroductien.

a) Des problémes de R. Salem, E. G, Strans et A. 0. Gel'fond. A la
fin de [11] R. Salem pose (p. 62-63) une question sur le comportement
& linfini de la transformée de Fourier d'une mesure portée par la gomme
de deux ensembles de Cantor. B. G. Straus, plug tard, conjecture le résultat
arithmétique suivant qui résound, en partie, le probléme d’analyse harmo-
nique de Salem. Soit g,, g, deux entiers > 2 premiers entre eux, s 72 Sy
les “sommes des chiffres” en bases ¢, et g, (respectivement): Trensemble
des entiers n tels que s, (n) < 4, 85, (n) < B (A, B donnés} est fini. Toujours
dans Je méme egprit, A. O. Gel’fond qui dans [5] avait obtenu des résultats
sur la somme des chiffres, pose le probléme suivant ([5], p. 265) quw’il
gqualifie d’intéressant (1): Démontrer que:

card {n < a; 8,,(n) = ¢, {mod 'ml); 85, (n) = ¢y (mod my)} = + O{a27)

MMy,
‘ (0 < ae< 1)
si{mg, g1 —1) = (My, g5 —1) = 1. '
h) Ce zont des problémes du genve de celui de  Gelfond qui seront
ici résolus. Nous les énoncerons sous forme “d’indépendance” d’ensembles
relativement & Ia densité d des suites d’entiers. '
On a par exemple le résultat A’indépendance suivant:

dfs,, (n) = ¢, (mod m,), 5,,(n) = 6, (mod m,))
‘ . 1

By Dy

= dfs;, (n) = ¢ (mod ml))-d(s%(a-b) = ¢, (mod m,)) =

(1) Dans Ie m&me- article Gel’fond pose denx autres probldmes, dont l'un est
réaoln par M. Olivier dans [10].
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si, e senlement si, les quatre nombres M., Py, j1— 1, g —1 sont premiers
entre oux dans lear ensemble.

0.2. Notations fondamentales. Sauf indication contraire, nombre
entier signifiera élément de N (entiers > 0}. Si &< b sont deux entiers,
[a,b], Ta,bf,... désignent les IIltBlVB:lIGS dentiers, a<n<h o<n

< b, ... 8 g<Cp toute somme ;g'p devra étre interprétée comme nulle,
On désigne par {(ay, gy, ..., &4,) le p. g €. d. de @, Gy ooey Oy

8i g = 2 est un entier donné (appeld base), on saib que tiout entier »
gYéerit, et d'une seule facon, # :éo e, (n)g" oit les fonetions e, prennent
leurs valeurs dans [0, g——l].' Pour # donné, leg valeurs e,(n) = ¢, sont

Logn
les chiffres de » en base g: IIs sont nuls dé{ﬁ que & >[ = ] ([#]: plus

Logyg

grand enbier < x). o
Nous éorirons, classiquement, % = 6,6; ;.

tuellement des “preraiers™ chiffres e, ¢;_y; -
La fonetion s, “somme des chiffres en base ¢,

o0 [
= 3 ex(n) ='2 Epe
k=0 - k=0

Nous noterons plus simplement s pour §, &b 8, S5y -- -4 ];)O'UI Sgpp Spg 10+
(respectivement) g’il n'en résulte aucun 11sque de confusmn :

. e,e, en autorisant éven-
nuls (7eLo = 0074b).
est 1’application

N> N qui & n = 3 e, (n)g® associe s,(n)

0.3. Densité d’wn ensemble &’entiers (rappel). Ensembles indépendants.
"Rappelons que la densﬂ;é d'une partie 4 de N est 1a limite, guand elle
existe, .

a(4) = tim 2

)
N oo N

oit v, (V) est le nombre des éléments-de 4 inférieurs & N.

On sait que d n'est pas une mesure de probabilité sur V'ensemble
des suites ayant une densité; cependant nous emploierons, pour énoncer
cerbaing résultats, le vocabulaive probabiliste: Par exemple, si deux
parties- A, B de N vérifient 4(A N B) = d{4)-d(B), nous dirons que
Tes engembles 4 et B gont “indépendants”.

0.4. Un rot des techniques employées et plan de larticle. Dans

[6] Gel’fond démontre ses résultats par des caleuls de “sommes d’exponen-

. tielles”. Michel Mendos-France qui avait déjd dans sa theése [7] étudié
des fonetions pseudo-aléstoires lides & la fonction somume des chitfres,

retrouve ([8]) par ses techniques (de fonctions pseundo-aléatoires) certains

résultats de Gel’fond pour des fonetions plus générales que la fonction
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somme des chiffres (fonetions qui sont d’aillenrs g-additives aun sens donné
par Gel’'fond dans [5]).

Ce gont anssi des techniques de fonetions pseundo-aléatoires que nous
utiliserons.

Dans la partie I, nous définirons (1. 1) les en.s.embleb el suites h caracte-
Te presque- permdlque dont noms donnerons quelques exemples, puis dans
1.2, nous rappellerons et préeciserons des définitions et des propridtés
des fonctions pseudo-aléatoires.

La partie IT est consacrde & des fonetions lébes aux s,, dont on dé-
montre qu’efles sont pseudo-aléatoives ou périodiques (théorémes 1
et 2).

Dans la partie 111, on démontre d’abord le théoréme 3: Ce théoréme
contient {(en gros} les résultats d’indépendance qui sont ensuite analysés.
On fermine par un rvésnltat A’équirépartition.

PREMIERE PARTIE
L.1. Suites et ensembles & caracteres B-presque-périodiques (c.p.p.)

I.L.1. 8 'on plonge Despace .4 des fonctions p: N— N (d’entiers
N-1

1
& valeurs enfiéres} bornées en moyenne (lim. sup 5 § @ (k)
N—oo !

dans Despace #, = .# de Besicovitch-Marcinkiewicz (des fonctions
complexes d’entiers de valeur absolue bornée em moyenne), on peub dé-
montrer en adaptant le procédé constructif [6] de Marcinkiewicz que A4”
est complet. (La B-norme dans .# est définie par:

< + o)

N—-1
) 1
1) =i sup fZ 5.

De fait, il $’agit seulement d’une gerni-norme qui devient une norme dans
Pespace 4/(0) ol (0) ext Pensemble des fonctions dont la valeur absolue
ext nulle en moyenne.)

1.1.2. Boit & = A4 Ia partie de 4" congtituée des fonctions B-presque-
périodigues (B-p. p.) (c est-a-dirée qui appavtiennent & Ia B-adhérence
de Vensemble des polyndmes trigonométriques (sormmes finies d'éléments
aeg™" a complexe, w reel)) On peut voir que & est B-complet.

Llespace € des fonctions caractéristiques y: N— {0, 1} B-pregque-
périodigques (qui est une partie de %) est aussi B-complet.

1.1.3. Par analogie avec 'espace {0, 1} dont les 8léments sont des

- fonctions caractéristiques, nous appellerons tout élément ¢ < MY une

fonction caractéristique généralisée:
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Notons qu's toute ge N¥ on peut associer la suite d’entiers, finie

ou infinie, croissante au sens large, ansi décrite:
(0,003 0, Ly eveydy ey Gyoves @y «re)
w(0) T W

Fn particulier cette correspondance associe, bijectivement, 'en-
cemble des fonebions caractéristiques (strictes) et les suites strictement
croissantes ou si Ion veut les ensembles d’entiers.

DERNITION 1. Nous dirong qu'nne suite (eroissante) d’entiers (finie
ou infinie) est & caractére B-presque-périodique (en abrégé c.p.p.) si sa
fonction caractéristique généralisée est B-presque-périodique.

Si un ensemble d’entiers a une fonction caractéristique B-p.p. nous
dirons aussi que cet ensemble ast ¢. p. p.

PrOPOSITION 1. L'espace & (resp. €) des fonctions earactéristiques
généraliséos (resp. des fomolions caraciéristiques) B-presque-périodiques
est B-complet. _

1.1.4. Sur Pensemble des fonctions pe A ayant une woyenne:

1 N-1
My =lim — @k,
Ne—on N
. k=t
Dinégalité (immédiate) _
(Mo —My| < |lp—vll

montre gue M est {(uniformément) continue. Comme il est connu que
les fonctions B-presque-périodiques ont une moyenne, M est continue
sur & ou %. :

Pour une fonction caractéristique, la moyenne est la densité de la
suite ou de I’ensemble associé. Finalement, en identifiant dans le langage,
suites (resp. ensembles) e.p.p., avec leurs fonctions c‘nmc‘rénsmques, nouns
pouvons énoncer:

PROPOSITION 2. L0p érateur moyenne M. est continu sur B ou €. I opé-
rateur moyenne est continy sur Pensemble des swites c.p.p. La densité d est
continue sur lo famille des ensembles o.p.p.

Nous utiliserons 'énoncé amoindri puivant:

COROLLATRE. Soit (E,) une suite @'ensembles c.p.p. de fonclions caracté-
-rigtigues x,. 8i (y,) B-comverge vers y, fomction caractéristiqgue de B, alors
K est cp.p. ef d{B,)—d(H). ‘

1.1.5. Exemples d’ensembles et de suites c.p.p. _

@) Citons d’abord les suites de densité nulle, les progressions arithmé-

tiques et leurs réunions finies car leur fonetion caractéristiqne est périodi-
que. ' :
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8i ¢y, ¢ sont des fonetions ecaractéristiques généralisées B-p.p.,
G @apy (A, aye N)y Iof (g, @), Sup (g1, p5) le sont aussi.

b) La suite # +— [an+ f] ot @ > 0 est un nombre réel est e.p.p. {cest
un ensemble ¢.p.p. 81 @ >1).

1
¢) Soit {a,) une suite (finie ou infinie) d’entiers telle gue 2@—< + oot

n

L’ensemnble B des multiples (vesp. # des non multiples) des o, est c.p.p.

Démonstration. Soit F, 'ensemble des multiples des a,, 6y, ..., 4,3
7.5 ¢ leg fonetions ecaractéristiques de H,, ¥ (respectivement). On a x = 7,
et l = (&) > x (k) =0 seulement 8ik est multiple d’un des a,.;; Gy +--
ce qui permet d’écrire:

I(
Z [y (k) — 2, ()] < [ ] L ] 4+ ..
Gy 1 42

1

done [lz—xli < S‘

L
n=v+1

périodique, y est c.p.p.

Tensemble I, des non multiples de a,, ¢y, ..., o, et Pengemble & des
non multiples de fous les a,,, ont pour fonctions caractéristigues ¢, = L— x5,
g =1—yg donc [lp—e,l = lix— %l —0 et daprés le corvellaire (§ I.1.4)
I est c.p.p. et d(F,) - d(F).

8 les @, sont premiers entre eux deux & deux, cecl monfre que d{#)

“[[B-2):
=1 B,

En parficulier, si a, = p; oll p, est le »° nombre premier, et # un
enfier = 2, 7 est Pensemble @, des enfiers “4 -free™ gui est done c.p.p.
et dont on retrouve la densité

[T =7

d) Signalons enfin que lensemble & suivant, que Gel’fond utilise
dang gon théoréme IIT de [B] est e.p.p.: Boit k=1, r = 2 deux entiers;
G est ’ensemble des entiers % tels que n, n+1,...,n+k solent r-free.

0 si v— oo, donc puisque x, est

1 «

= H (1— ——) (car il est connu gue 4(F,)
a’n

(£: fonction de Riemann).

1.2. Fonctions f: N— € pseudo-aléatoires. Remargques sur Pequi-

" repartitiom.

1.2.1. Soit f: N— C. 8a ecorrélation y; (notée plus simplement y &i
cela ne présente pas d’ambiguité) est la fonetion N— C, ui elle existe,
définie par: '

¥(p) = lim —Zf K f-p).

Nﬁm)lv
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fe est dite pseudo-aléatoire (en abrégé p.a.) si y existe efi est nulle
en moyenns quadratiquer M [y[* = 0 ().

On a alors essentiellement les résultats suivants:

a} Une fonction p.a. est nulle en moyenne.

b) Le produit d'une fonetien p.n. par une fonction B-presque-pé-
riodigque est nul en moyenne.

¢) Ajoutons la proposition suivante:

“PROPOSITION 3. Le produit dune fonction p.a. bornde par une fonction
B-presque-périodigue est de moyenne nulle.

Démonstration. Soit f p.a. bornée, |[fll, = Sup {|f(F}; k¥ <« N} =m
goit ¢ une fonction B-p.p. et P un polyndme tugonométrlque tel que
o —P|l < & (z > 0 donné).

Linégalité
=2 |
J“ﬁg (e =B} () t < [l llg—Pi
implique
‘ L N
imsup (= 3 () (k)| < me,
o x=0

qui démontre la proposition 3 puisque cette derniére indgalité est vraie
pour toub e > 0.

L.2.2. Soit %+ wu{k) une suite réelle, ni— ¢, unne suite d’entiers
¢.p.p. dont la fonetion caractéristique est non nulle en moyenne. .

ProrosrrroN 4. 8% pour towt 1= 1, la fonction ks ¢ g5t p.a.
(J.P. Bertrandias dit elors que la suite (u(k)) st p.a.), alors La suile n > w{g,)
est équirdpartie modulo 1.

En effet, si @ est la fonetion caractéristique (généralisée) de (g,),
la fonetion k1> p(k) ¢™* a5t de moyenne nulle d'aprés la proposition,
3. On en déduit aisément (critére de Weyl) le résultat.

Cette proposition 4 améliore, par exemple, les résultats d’équirépar-
tition lids au critére de Van der Corput.

(%) Cetbe définition est eelle de J. P, Bertrandiag. J. Bags guile prem:er a introduit
les fonetions p. a. prenait la condition plus restrictive (mais finalement trds “volsine"):
p{p} >0 8 p—> . Il se trouve, comme I'a démontré M. Mendds-France dans sa

ﬂini(nl
thése [7], que la fonction 7 (s:somme des chiffres en hase g), que nous utili-
serons dans la guite, est p.a. an seng de Bertrandias, pas au sens de Ba.ss
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DEUXIEME PARTIE

DES FONCTIONS LIEES A LA “SOMME DES CHIFFRES®
QUI SONT PSEUDQ-ALEATOIRES OU PERIODIQUES

Notations: e, ay,..., ¢ sont des nombres réels. Les fonetions
I fis o, f, sont définies par fln) = ™M, f(n) = ™#® ohr g, 5,,..., 8,
sont les sommes dey chiffres en bases g, g5 ..., 8, reqpeetlvement

Nous démountrerons essentiellement dans cetfe partie les deux thé-
orémes suivants:

TukoreMs 1. La fonction Ff(n) = e“““‘*(“) est  pseudo-aléatoire si
a{g—1) est non entier, périodigue dans le sas contraire (et alors de moyenne
1 ou 0, suivant que « est entier ou non).

TerorEME 2. Si Tes entiers ¢y, s, .-
entre eux, la fonction

.y @ 80%E deus & deux premiers

v

(fifor oo i)y = H g% (m

=1

est pseudo-aléatoive si Pun ow moins des nembres a;(g;—1) est non endier,
péw,odzgue dans l¢ cas contraire (et alors de moyenne 1 ou 0 guivant que
a4 ... - g, st entier ou non).

Evidemment le théoréme 1 est un cas particnlier du théoréme 2
(pour » = 1): Nous fraitons le théoréme 1 & part, parcequ’il nous apparait
fondamental et sa démonstration autonome. Le théoréme 2 est une congé-
quence du théoréme 1 an regard d4'autres considérations: Dizsons tout
de suite que les propriétés relatives au produit f, fz et (02 2) seront
établies pour » = 2 eb immédiatement généralisées & » > 2,

Wous utiliserong pour établir les théorémes 1 et 2 une relation fonda-
mentale relative & s et les lemmes gui suivront.

II.1. Relation fondamentale relative 4 la “seomme des chiffres” (s en
base g). 8i n = kg™ +r, m entier, 0 <+ <L ¢™—1 on a: :

s(n) = s(kg™+r) = s(k)+s(r},
Jn) = fllg™--r) = f(&)-f(r) {f (n) =

. :l.mcas(n))

II.2. Levmye 1. Soit g= 2, ¢ la “somme des ohiffres” em base g:
Pour p entier donmé, il emiste ume pariition de N en progressions
arithmétiques P, m>=1, lelles que s(ntp)—s(n) =1, reste conslant
81w dberit Py, ‘
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Démonstration, Berivons:
Pl (0> 0,

q=g""—-p,

W == 6y€yq -+ O » e By
ol aussl

141
wo= g m,  avee 0K A =e... < g

a) Si 0 < ;<< g on voit aisément que s(nt+p)—en) = s{n,+-p)—
—g(my). Done si » déerit I'une des ¢ progressions arithmétiques

wm+gTN (< <),
s(ntp)—s(n) = s(n,+p)—s(ny) esh constant.
. b) Supposons maintenant g < = ¢ ... 616 < g

by) Si 0 gy, < g—2, clest-a-dire si. » déerit Pune des p(g-1)

pr()ﬂ'reqsmn% arlthmémque%

ny +agtt + gmN O<a<gg-2),

on peut voir que s(n-4p)—s(n) = s(ny+p)—s(n,) esb constant.
by) Si g =g—1 et 0L ey, < g—2, est-d-dire si n déerit Tune des

p(g—1) progressions arithmétiques
oﬁl—i— (g—L)g" " +ag+4 TN (0<a<g—2)

' s('n+p);s(n) = g{m,;+p)—s(n)—(g—1) est constant.

b,) Bt de facon générale, si » déerit Lune des p(g—1) progressions
arithmétiques : .
(=) e b (L) b ag L RN (D a < g2,
s{n+p)—s(n) = s(ny,+p)—s(m)—h(g—1) est constant.

Comme les progressions mises en évidence congtifuent wune partition
de N (évident) le lerame est démontré.

I3, LeMuE 2. Soit {Py; m 2> 1} la partition pr écédente, A, lo valouy
fize de s(n+p)—s{n) si n déorit P, d(P,,) lo densité do Pt La fonotion

a7 g wne corrélation donnde par

¥(p) = D) (P, em,
=l

ol le deumiéme membre est sommable.
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Démonsiration. a) Notong d’abord que les progressions P, sont
de 1a forme a,+¢™N, avec 0 < a,, < g™ On en déduit que:
' ' -1

=ty AVEE ey K1

card (P n [0, N —17)

T

b) Le nombre des P, telles que P, n[0, N —1] # & est O(Log N).
En effet ces progressions doivent vérifier a,, << N —1, ce qui a liew powr
: Log ¥
au plus K = g-p(g—D{el¥)—e(r) suites, ot o(F) = [ T ] 41
est le “nombre de chﬁﬁes” de ¥, (O suffit d’examiner les a,, sous les rubri-
ques a) b) du lemme 1.) Cecl montre que K = O (Log N) et par suite le
résultat annoncé.

¢) Posons
1 _
yulp) = o > FEEED (5 (p) — Tim py(p))
Jo=0 00
on &a:
rulp) = — (i%}:_ P em ezimﬂ.m) .
P[0, N1 %0 g
(notations précédentes). Done d’aprés b) on a:
o N—-1 &hn O(Log N)
(@) = N o 7 .

Popnl0,N-11#3 _
d) Le nombre des P,,, telles que 7, = r {(constant), est borné (il

1
vaut ¢ ou p(g—1)). 11 s’ensuit que }1_7,._ &t est sommahle.

.
M=l

e) De ¢) et d) on déduit que si N — oo

__n?_ E 2maﬂm
g T

mz=1
ce qui démontre le lemme 2.
Remargue. Pour p = 1 la formule trouvée s'écrit

| inkall—g)

g—1 ., .
1 =M61ﬁa I
y(1) p E 7

k=10
qui donne l'expregsion simplifiée:
g—1
‘}}(1) = ge—-zi:rm_._ e—21’.ﬁu0 *

6 — Acta Arlthmetica XX.4,
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Par des caleuls analogues on peut anssi obtenir pour y(p) une expression
simplifide, mais malheureusement encore bien compliquée. De toutes
fagons, nous ne utiliserons pas.

.4, LevwE 3. Soit g,, ¢. deus entiers 2= 2, T, fa les fonclions défindes
por

f:l.(k) — eziﬂalsl(k), fz(k) — 821’1711252(1{:)’

p un entier donné, {Py;m = 1} (vesp. {Q,; n = 1}) la partition associde & p
pour g, (resp. pour g.) comme dons le lemme 1. On a:

),,f]_.f‘) (p) = Zd (Pm fa Qn) gzinallm gﬂ'imzz,u,n
Mm,n

(A pnt notations dvidentes) ol le deuxidme membre est sommable.
Démonstration. On répéte & peu prés celle du lemme 2,

La nombre des progressions P,,, @, de raisons gim, gle vérifiant »,, == 7,
i, =& (v, & donnés) est borné gl (r,#) déerit N% disons par C. Puisque
P, 0 Q, est contenn dans P, et ,,, on a:

(7
g’ gl

(““( ; g;))(.,,w

~ est sommable, il en est de méme de (@(P,, N Qﬂ))(m,md\,z

(%’ (P, n Qn) < C’;im? (%, %))

IL5. LEMME 4. §i gy, g, sont premiers entre ez, on o:

d(Py, O\ Q) < Tnf

Comme d'autre part
P

yflfg = yfl ) yfg'

En effet gj», gin, raisons de P,, et Q,,, sont alors deux nombres prermiers
entre eux et, par suite d(F, N@,) = d{P,) d(g,). Done

Yria(P) 2 F(P,n)- A(Qy) e rrmsin = g1, (p)-y, (p).

Remarque. Us lemme s'étond immédiatement an suivant.
8% g1, 92, -0, g, SO0t premiers entre eun deuz & deun:

yf]_‘fi'—--‘fv = yfl.‘yfg- L .yfy'
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DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Les techniques de démonstration de IL.6 et IL7 sonb inspirées de la
thége de M. Mendés-France ([7], p. 46-48) gue, par moments, elles déma-
rquent de trés prés.

I.6. Pour f(n) = ™= o vérifie la récurrence suivante: si
0sr<g—1

@) y{gnrr) = [g

y{n) +—e BTy (n 1 1)] ghimar,

9
q
Démonstration. Soit

p=gntr, 0<r<g—1; k=kgta d<agyg-—-1,

gN—l_ g-1 N-1
Sy= > fl) f(k+p) = X D flg+ a) f{(k+n)g+atr.
k=0 a=0 k=0

On a tenant compte de 11.1
g-—r—1

By = D fla) fla+r) D) Flly)f (e +n)+

Fegeea

g1 N—1
+ Y fl@flatr—g) > Fle)f (b tn+1).
a=g-— k=
Done ’
N—1
S = =) S TRyt ) 0= 3 TG Bt 41).
=0 k=0

Divisant des denx cOtés par gN et faizant tendre N vers Pinfini, on obtient
(1)-

7. On sait gu’une fonction y de corrélation est de type positif
el on démontre alors (Wiener) gqu’elle a elle miéme une corrdlation I
Remarquons que I7(0) = M |y|?, donc que f est p.a. si I'(0) = 0. '
On peut évidemment trouver pour I’ nne formule de récurrence par
le procédé précédemment employé: Nous emploierons ce procédé wni-
quement & partir de I'(0) et I'(1), ce gqui sera guffisant pour conclure.

On a
1 gN—-1
I = lim —— k)2
(0) NWQN;M )
On éerit
gN~1 g—1 N—-1

2 by ()2 —ZZ’ Iy (gn+ )2,
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Bt traduisant y(gn-+-7) par la formule (1), on établit que:

(2) I’(O) = ‘;;'(F(_l) g“zim‘ﬂ' _I_ I:(—li 62‘frrag) .

De méme en partant de
gN—1

£ = lim ]iv Dyl k1),

k 0
on établit en tenant compte de (1) et (2) que:
i 1 e

@) grtyese = ST py gosemn S22 T o,

Y.8. Si a{g—1) nlest pas entier, F(n) = ™" st pseudo-aléatoire.
Bn effet, posons I'(1)e™™ = g4-4y.

(3) montre, en posant § = Zma(g—1) pour simplifier Vécriture, que
x et y vérifient:

(L —cos @) +ysin 8 =0,

1
& sin E}er(eos 6—;) = ),

gystéme qui admet exclusivement la solution nulle # =y =0, s son

1 . .
déterminant (1 +-) {eos8—1) est non mnul, clest-d-dire s eond =

cos2ma(g—1) == 1. Ceel 2 liew & a(g—1) est non entier: A ce moment
I’(1) est nul, done aussi I'(0) d’aprés (2) et 1 est bien p.a. '
n

IL.9. Supposons a(g—1) —m entier: o=

que pour tout #n, s(n) =n (mod (g—l)): a’est le principe de la preuve
par 9; dome

. m ,
Zir———g(n} a2

flny=¢ 771 =¢ 01,

: "
(Pest une fonction périodique de moyenne L ou 0 gnivant que pa = a

egt entier on non.
Les paragraphes IL.8 et I1.9 démontrent 16 théoréme 1.

IT. 10. Démonstration du théoréme 2. Soit ¢,, g, deux nombres > 2,
© premiers enfre eux, -

fl('n') - 32’:“'1151(”)7 fg(’ﬂ) = gPimagsan)

. II est connun

icm
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On a puisque ny f,(;p)[ 1 pour tout p et gue ¥rs, ® UDe moyeune
{puisque ¢’est une fonehou de corrélation (Wiener}):

(M |y < (M h’flfgl)z LM |y - M el

La derniére indgalité étant dume au lemame 4 et & Pindgalité de Cauchy-

Schwarz. Donc si 'une des fonetions fi, f, est p.a., c’est-a-dire, si I'un

au moins des nombres a.(g,—1), ay(g; —1) est non entier flf» est p.a.
Bi ay{gy—1) =m,; et ay(go—1) = m, 200t entiers,

my

7,
i ——2

’ 2w ——r pis .
(fuf(m) — 6 G171 g Gl _ gimatagn

qui est périodique, de moyenne 1 ou 0 suivant gue g, a, est entier ou
non.

Le théoréme 2 est donc démontréd pour » = 2. Il est clair, au regard
de la remarque du paragraphe IL5, gqu’il est awssi valable pour v > 2

TROISIEME PARTIE

RESULTATS D’INDEPENDANCE ET D’EQUIREPARTITION

1. Boit g,...,q, v entiers premiers entre eux deux & deux,
1y veny Gy Mgy «ooy My, (eg entiers fels que (my, g;—1) =1, 1 =1,2,...,,
A; les ensembles {n; s;{n) = ¢; (mod m;)}, B un ensemble ¢.p.p.

THEOREME 3. Les ensembles B, Ay, ..., A, sont indépendants:

a{FB)

d{E A, —
MWy Mg v v o Wy

-4 =d(E)-d{4,)- ... -d(4,) =

Démonstration. Sous les hypothéses indiguées ie théordme 2 permet
d’affirmer que leg fonetions

1 Ky
(i f)m) = g |, S
gont psendo-aléatoires si
0L Sy —1,...,0<k, <m,—1,  (k,..., k) #(0,...,0).

Done, si x est la fonetion caractéristique {(B-p.p.) de B, on a (propo-
sition. 3, § 1.2.1) les m, ... m, —1 relations

1 N-1 o I ®
e 8y {7,
FZ x(’]’b)@ mll eee B

=0

Iy
2Te—8, {1,
sali)
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[ . oy
. . —21fr7~nm cy '—“2?.7\:-771— €y
En munltipliant ces Trelations respectivement par e 1 v

on a:
N-1 sl(n) ¢ . O

2@:-:?6 267l
— T x an ! .. e M e ).

Comme d’autre part:

2

x(%)—>d(E),

i

1
N s
il vient, en sommant membre & membre, les mym, ... m, relations obtenues,
8L 2.4, 68t 1a fonction caractéristique de 4;:
(Mg coomm) M(gxa, - 2a,) = A(F),
c'est-h-dire
4 )

(Z(E ﬁAlf-\... ﬁA,,) :"m‘.
L My

Faisant dams cette relation & = N et m; = 1 pour ¥ +#j, on a: d{4;)
= 1/m;. Oette dernidre affirmation combinée avee le résultat préeédent
démontre entiérement le théoréme 3.

ANALYSE DES RESULTATS

11.2. Une seule base imtervient.

1) 8i 'on fait » = 1, posant ¢, = g et A = {n;s,(n) == ¢ (wod m)},
on a si (m, §—1) =1 l'indépendance:

' a(;)
(B N A) = d(F)-d4) (= )

n

Oe théoréme traduit pour # = aN+b (o > 0, b entiers), @,, @ (ef. L.1.5,
¢ et d) les théorémes I, IT, ITT de Gelfonrd dans [5] Enongons le pour
B =@, TPensemble des entiers n “r-free”, tels que s,(n) == ¢ (nod m)
o une dengité qui vant 1/ml(r). I’ensemble des entiers “r-free” et 1’ensem-
ble des entiers n tels que s,(n) =o(mod m) sont indépendants.

2} 8i m et g—1 ne gont pas premiers entre eux, certaines fonctions
intervenant dans la démonstration du théoréme 3 ne sont pas pseudo-
aléatoires, mais dans ce cag on peut évaluer (aisément) leur moyenne
méme si on les multiplie par la fonetion caractéristique de la progression
arithmétique aN4-b.
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On peut obtenir les résultafs suivants:
si(a,m,g—1) = 1:

d{(aN-+b) 0 A} = d(aN+b)-d(4) =1/am,
si (@, my,g—1) = & > 1:
sl b—e==0(mod d}: (aN+b) N4 =4,
sl b—c=0(mod 6):d{{(aN+b) N 4) = Slam = 6-d(aN+b)-d(4).

HOI. 3. Denx ou plusienrs bases intervienment.
1) Enongong d’abord le théoréme: d{@, N4y n4,) =1/m,m{(2).
L’ensemble des entiers n “square-free” tels que

S5, () = ¢ (mod my), 8, (n) = o, (mod my),
Avec
(915 g2) = (Mq, g1 —1) = (Mg, g —1) =1,

a nne densité qui vaut——.

oy Moo T2
2) Pour ¥ = N (en suivant mne remargue aualogue & ITL 2, 2)) on
peut démontrer que si (my, g;—1) = d;, on a Pindépendance: (4, N ...
snA4,) =d(4) ... (4, ) 81 et seulemnent si les J; sont premiers entre eux
deux & denx. (Pour » = 2, ce résulfat est celui qui est eité dans 0.1,D.)

Disons, au vu de la formule d'indépendance précédente, que les
fonctions §,..., 8, sont “indépendantes?,

. L. 4. Toujours dans les mémes conditions: g, ..., g, sont deux &
deux premiers entre eux, on établit aisément le résultat suivant {cf. pro-
position 4 de 1.2.2):

Si (q,) est une suite entiers c.p.p. dont la fonction ecaractéristique
est de- moyeime non wille, lo suife

P b yas (G.)

est équirépartic modulo 1 si, et seulement si, Vun des o; au moins est wrra-
tionnel.

Ce résultat pour » = 1, g, = n, était déja donné par Michel Mendés-
France dans sa theése [7].
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Some numerical results in the Selberg sieve method
by

J. W, PorrmR (Nottingham)

Ankeny and Ounighi [1] have shown the importance of the sclutions
of certain differential-difference equations and parameters defined in
terms of them in the Selberg lower-bound sieve methed. A full account
of their work will appear in Halberstam and Richert [2] and in this note
we ghall follow the notation of the latter.

For each x> 0, let o, (u) denote the (continuoung) solution of the
differential-difference equation

(W e, () = —eu™* o, (u--2) (422),
2T (0<u<?
7, (1) == mu (0= u<?2)

where y is Tuler’s constant. :
Further, let », denote the (unigue and positive) solution of the

equabion
[va]

(1) 5., (@) = wz ™™ f (U (tl_“i') ;1) PlgE =1,

(In the notation of Ankeny and Onishi,

—yH

T(x)

Ankeny and Onishi give tables of ¢, for » =1, 1.5, 3, 2.5, 3, 3.5,
and of J,(u) at intervalg of 0.05 from % = 1 to » = 2.5. They apply these
results to obtain Selberg’s result on the prime-twin problem that there
exist infinitely many integers % such that n(n-+-2) is the product of at
most 5 prime factors.

In this naote we give an extension of the table of values of v, and
correct the values of J,(u) given by Ankeny and Onishi, which appear
to be in error in the range 2 < w < 2.5. If this is so, doubt is thereby
thrown on the validity of their vesult for the prime-twin problem. We
shall show, however, that it can still be obtained. A few other apphcatlons
will also be given.

o, (u) = ———d (3w and w», = 2£,.) .



