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increasing, but f, fails to satisfy the condition (c;). Example: Let
G=RyXxByy go=1(0,0), ¢.=(1,0), g =(0,1). Clearly, Jdao, g3
= filgos go] = % and: the intervals [go, g:], [4s; 9] are f,-homogeneous.
Let L, be a dense subset of [g, ], 9= g,+¢.= (1,1). Let 7e[0,1],
By =(0,7), hy= (1, r). Then there exists g- e L, n[g,, g,] and g, = (a,, 7),
oy €[0,1]. Thus g, # gr, Whenever 7 7, and therefore cardl, =
= fil0; g1+ 9] # £il0, 3]
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Algebre du calcul propositionnel trivalent de Heyting
par

Luiz Monteiro (Bahia Blanca)

1. Introduction. Nous nous proposons dans cette note de déterminer
le nombre d’éléments de ’algébre H; avee un nombre fini de générateurs
libres (*). )

1.1. DEFINITION. Une algébre de Heyting (%) A sera dite une algébre
H, si Pégalité suivante est vérifiée:

(T) (@) D) —>(((b ->a) >b) —>b) =1
quels que soient les éléments a,b et ¢ de A.

" Ces algébres jouent dans 1’étude du calcul propositionnel trivalent de
Heyting (A. Heyting [5], J. Tukasiewicz [6], I. Thomas [16]) un rdle ana-
logue & celui des algébres de Boole dans le caleul propositionnel classique.

Il est évident que toute algébre de Boole, est une algébre Hg, car
dans les algébres de Boole est valable 'égalité (b-—>a)—b= b, qui
implique (T). '

Indiquons P’exemple le plus simple d*une alg&bre H,, qui n’est pas
une algébre de Boole: Soit T = {0, a,1} Pensemble formé par frois
éléments distinets sur lequel on définit les opérations A, V et — au moyen
des tables suivantes (auxquelles nous ajoutons la table de T’opération
de négation ] définie par v =z —0). :

A0 al vi0ael ~>l0a1l__lm
01000 0({0al 0|111/1
a0 aa a6 al {0110
1/0e1 1{111 1{0al]0

Cette algdbre a 6té considérée pour la premiére fois par A. Heyting
(1830). ‘

I’algébre de Boole B = {0,1} est une sous-algébre de T que nous
aurons & utiliser par la suite.

() Un résumé de cette note a &6 publié dans Notas de Légica Matematioa
Ne 19 (1964). -

() Voir: T. Skolém [14], G. Birkhotf [1], . 459, [3], p. 147, M. ‘;Vf ¢ E?If]t
A. Monteiro [8]. Nous avons adopté la terminologie de H. Rasiowa et R. Sikors .
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Lé produit cartésien d’algébres H, et les sous-algébres d'un tel
produit sont des algébres de la méme nature. Nous montrerons plus Ioin
que toute algébre H; peut étre obtenue comme une sous-algébre d'un
produit cartésien d'un certain nombre d’algébres 7.

- Nous avons & utiliser le résultat suivant qui est facile & démontrer:

1.2. THEORBME. Dans une algébre de Heyting A Vaxiome T est équi-
valent @ chacun des aziomes suivanis (quels que soient les éléments a, b
et ¢ de A):

Aziome T1. (Tla-b)-(((b>a) >b) »b) = 1.

Ariome T2. ((b->a)->b) —>((Tla~»b) »b) = 1.

- Aziome T3. b= (Tla—>b)A((b>a) D).

Aziome T4. b= ((a—>e¢)=b)A ((b—>a)->D).

On démontre sans difficulté que dans une algébre H, la condition
suivante est vérifide:

(T5) (z—=>y)vV(y—2)=1.

2. Homomorphismes et théoréme de représentation. La théorie des
homomorphismes dans les algdbres de Heyting a été étudiée par L. Rie-
ger [13] et aussi par A. Monteiro [7], [9], [10]; H. Rasiowa—R. Sikorski [12].

Etant donné un filtre D d'une algébre de Heyting 4, posons
a~b(modD) si ((a—>b)A(b->a))eD. La relation ainsi définie est une
relation d’équivalence compatible avec les opérations A, v, -, .
L’algéhre quotient correspondante sera représentée par la mnotation
A" = AD. 8i h{a) est la classe d’équivalence (mod D) qui contient 1’élé-
ment a ¢ 4 alors h est un homomorphisme de 4 sur 4 ayant pour noyau D.
Toutes les images homomorphes de A peuvent étre obtenues de cebbe
maniére. Tous ces résultats sont encore valables dans les algébres H,.

2.1. DEFINITION. Tn filtre D d'une algébre de Heyting A sera dit:
1° bivalent si AJD = B; 2° trivalent si A/D = T.

11 est facile dé démontrer les denx résultats suivants:

2.2. THEOREME. Pour gu’un filtre D soit bivalent 4l faut et il suffit
que D soit un ulirafilive.

23. ?EHI%(_)REME. Pour quwun filtre D de A soit trivalent 4l Sfaut ef il
suffit qu'il existe un ef un seule filtre propre U contenant D comme partie
propre.

I\Tous allons maintenant caractériser les algébres H, au moyen de
propriétés de la famille des filtres premiers.
o 24 THEoRE:mm Pour quune algebre de Heyting A soit une algébre H,
il faut et il suffit que tout filire premier P de A soit bivalent ou trivalent.
Ce résultat est équivalent sy suivant: ‘ '
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2.5. THEOREME. Pour qu'une algébre de Heyting 4 soit une algéhre H,
il faut et il suffit que tout filire premier de A soit ou bien un ultrafiltre ou bien
un filtre premier minimal et que chague filtre premier soit conlenu dans
un seul ultrafilirve.

Pour démontrer le théoréme 2.5, nous démontrerons une série de
lemmes.

2.6. LemMe. Tout filtre complétement irvéductible ¢ dune algébre H,
est bivalent ou trivalent. _

Démonstration. Si 0 est un ultrafiltre, alors ¢ est bivalent, Sup-
posons que € n’est pas un ultrafiltre, alors il existe un filtre propre F qui
contient ¢ comme partie propre. ,

Par hypothese G. Birkhoff and O. Frink Jr. [4]: (i) € est un filtre
1ié (3) & nn élément b, alors (1) b e F. Nous allons démontrer que F est un
ultrafiltre.

Si F' n'est pas un ultrafiltre alors il existe un ultrafiltre U tel que
FCU. Soit @ un élément tel que (2) ae U, (3) a¢F. D'aprés (2) on
2 Tla¢Uy, dott (4) Ta ¢ O et alors Q’aprés (i) on a (5) (Tla—b) e C.

Comme (6) a < b—a, de (2) et (6) on déduit (7) b—sae T. Voyons
que (8) b—+a ¢ F. En effet si b—a ¢ F alors d’aprés (1) on tire ael, ce
qui est impossible. De (8) et (i) on déduit que (9) ((b+a)—>b) € C. De (9)
et (5) en tenant compte de I'axiome T3 on a: b= ( Ta->b)A((b +a) =b)eC
ce qui est impossible par hiypothése. Nous avons ainsi démontré que F est
un ultrafiltre,

Si nous supposons que U, et U, sont deux filtres propres tels que
CCU, et CCU,, alors Qaprés le resultat précédent U, et U, sont des
ultrafiltres et en outre be U, be U,. Alors be U, ~ Uy =F" et cCr,
d’oll on déduit que F' est un ultrafiltre, et comme F CU, et FCU,
on a =10, et F'= T,, cest-a-dire U; = U,. Nous avons ainsi dé-
montré que si ¢ n’est un ultrafiltre il existe un seul filtre propre (qui est
un ultrafiltre) qui contient & ¢ comme partie propre.

2.7. LEMME. 8i A est une algébre de Heyting qui vérifie la condition
suivante: “Tout filtre complétement irréductible est bivalent ou trivalent”
alors dans A est valable la formule suivante (quels que soient les dléments a
et b de A):

(T3) (Tla =b)A ((D>a)>b)=b .

Démonstration. Supposons quil existent deux éléments a et b
de A tels que b 3 (Tja->b)A ((b >a) —+Db) = f. Comme b < f, nous suppo-
sons done que (1) b < f. Considérons le filtre prineipal F = P(f), alors

(*) Un filtre maximal O parmi ceux que ne contiennent pas un élément Ce 4 sera
dit lié A ¢. D’aprés A. Monteiro [10] pour que C soit lié & ¢ il faut et il suifit que
pour tout % € € Lon ait g—sc ¢ O :

8— Fundamenta Mathematicae, T. LXXIV
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d’aprés (1) on a (2) b ¢ F, et par conséquent il existe unfiltre complétement
irréductible € qui contient & F' et 1ié & Pélément b, en particulier (3) b ¢ (.

Comme f<((b-»a)—b), f<(Tla—>b) et feC nous pouvons af-
firmer que: (4) (b >a)>b) € C et (5) (Tla—>b) e (.

Démontrons que (6) b->a ¢ C. En effet i (7) b>aeC, de (T) ef (4)
on tire b e C ee qui est impossible d’aprés (3). De (6) et (8) a <b—a on
déduit (9) a¢C.

Soient P = F(@), @ = F(H) les filtres engendrés par les ensembles
G=Cwv{a} et H= (v {b}. Montrons que (10) P est propre, Comme
P=F(@)={recd: a>xecC}, alors si 0eP, cest-d-dire si (11) Ta
= a-0¢C, Qaprés (11) et (5) on déduit que b e C, ce qui est en contra-
diction avee (3).

D’aprés (6) on peut affirmer que a ¢ et alors (12) @ est propre.

Comme CC P, acP et (9) on a (13) ¢ CP. Analoguement de b @
et (3) ona (14) CCQ.DeacP et a ¢ ¢ on tire (15) P +# Q. Remarquons
que d’aprés (13) ou (14) on peut affirmer que (16) C n’est pas un ultrafiltre.

Les résultats (16), (10), (12), (15),.(13) et (14) montrent que le filtre
complétement irréductible € n'est pas un ultrafiltre et qu’il existent deux
filtres propres distincts qui contiennent ¢ comme uné partie propre, ce
qui est impossible par hypothése.

2.8. Tmioriye. Dans une algébre H, tout fillre premier est compléte-
ment irréductible.

Démonstration. 8i P est un filtre premier alors P =) ¢; ol

el

les O¢ (ieI) sont des filtres eompldtement irréductibles. Comme dans
une algéhre H; on a (z->y)v(y—>z) =1 alors d’aprés A. Monteiro [7}
la famille 3 = {(}ier est une chaine. X ne peut ‘avoir plus de deux élé-
ments, parce que si ), C,, C; sont trois filtres distants de J tels que
C,CC,C L, alors le filtre complétement irréductible O, est contenu
proprement dans deux filtres propres distants, ce qui est impossible.
Alors ¥ contient au plus deux filtres ¢y, 0, et comme P = C,n 0y, et
C,CCou ,ClionaP=(,0uP= C, ce qui montre que P est com-
plétement irréductible.

2.9. ‘COROLAIRE. Dans une algibre Hy les notions de filtre srréductible
et complétement irvéductible soni équivalentes.

De 2.6 et 2.8 on déduit que: Tout filtre premier d’une algébre H, est
bivalent ou irivalent.

) Si A est une algébre de Heyting telle que tout filtre premier est
bwalfmt ou trivalent, en particulier tout filtre complétement irréductible
est bivalent ou trivalent, et alors @’apreés 2.7 on a: “4 est H,”. Nous avons
ainsi démontré le théoréme 2.4.

Comme dans toute algébre de Heyting A 1’ensemble {1}, est D’inter-
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section de tous les filtres premiers minimaux de 4, on montre facilement,
en tenant compte de 2.1 et 2.4 que:

2.10. TrforBME. Toute algébre H,, ayant ou moins deuz Eléments
(c'est-a-dire nom triviale), est isomorphe & une sous-algehre dum produit
cartésien d'algebres T.

Indiquons la démonstration dans ses lignes générales. Soit A mne
algébre H, non triviale et B la famille de tous les filtres premiers minimaux
de A et considérons la famille ¥ = 7% de toutes les fonctions définies
sur E et prenant ses valeurs dans T, algébrisées point par point. Il est
clair que J est une algébre H;, car si nous posons T; = T pour tout 7 ¢ B

alors: & =[] Ts.
i€l

Btant donné un filtre premier minimal M e B soit m I’homomorphisme
naturel de 4 sur A/M. Dans ces conditions 4 chaque élément f e A faisons
correspondre la fonction F définie par 1’égalité F(M) = m(f).

Comme m(f) e T alors F e . On démontre facilement que la trans-
formation ¢(f) =F est un isomorphisme de A sur une sous-algebre de
F et le théoréme est démontré,

Dans le cas particulier des algébres de Boole la démonstration que
nous venons d’indiquer coincide avec la démonstration du théoréme de
représentation de M. Stone (1936) pour ces algébres.

3. Le radical trivalent d’une algébre de Heyting. Nous allons indiquer
une construction qui permet d’obtenir une algébre H, & partir d’une
algébre de Heyting donnée.

3.1. DEFINITION. Le radical trivalent d'une algébre de Heyting A est
Pintersection- R,(4) de tous les filtres bivalents et trivalents de A.

Cette notion est & rapprocher de celle de radical de 4, qui est, d’aprés
A. Monteiro ([7], p. 157), P'intersection R.(4) de tous les ultrafiltres de 4.
On peut démontrer les résultats suivants, que nous indiguons sans
démonstration car ils ne seront pas utilisés par la suite.

3.2. THEORRME. Ry(A) est le filire engondré par les éléments de la
forme '

((a —¢) —>b) —>(((b —~a)->b) ——>b) .

3.3. THEOREBME. Si A est une algébre de Heyting alors t(4) = A/Ry(A4)
est une algebre H,.

3.4. THEORRME. Pouwr qu'une algébre de Heyting A soit Hy il faut
et il suffit que Ro(A) = {1}.

3.5. THEOREME. Si h est un homomorphisme d’une algébre de Heyling

A dans A’ (ou A’ est une algébre Hy) et si D est le noyau de cet homomorphisme
alors Ry(4) C D.

8%
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3.6. TuBorEME. Si A’ (algébre Hj) est une image homomorphe de
Palgébre de Heyting A alors A' est ume image homomorphe de 1(A)=
= AJRy(4).

4. Les algébres H; avec un nombre fini de générateurs libres. La notion
d’algébre H, libre se définit a la manilre habituelle. :

4.1. DErFINITION. Si ¢ est un nombrs cardinal (¢> 0) nous dirons
que L est une algébre Hy avec ¢ générateurs libres siles conditions suivantes
sont vérifides:

(L) L; contient un ensemble G de puissance ¢, telle que L, soit la
sous-algebre de L, engendrée par G.

(L") Sif est une application de ¢ dans une algébre (H,) 4 alors il
existe un homomorphisme f de I, dans 4 que prolonge f, c’est-i-dire
tel que f(g) = f(g) pour tout g G-

Lorsque nous voudrons mettre en évidence le nombre cardinal ¢
nous écrirons L, = Ly(c). Si n est un nombre entier (# > 0) nous écrirons
Ly(n) pour indiquer 1algébre H; avec n générateurs libres.

Dlaprés G. Birkhoff [3] on peut affirmer: Iexistence de ILs(c), quel-
que soit le nmombre cardinal ¢> 0; que I’homomorphisme f indiquée
dans (L") est unique et que Ly(n) est unique a moins d’un isomorphisme.

XNous nous proposons de déterminer 1'algébre IL,(n) avee un nombre
fini 7> 0 de générateurs libres.

Soit ¢ = {g;, g, .., gn} un ensemble de générateurs libres de Lq(n).
D’aprés la définition de Ly(n) toute application f de @ dans T peut étre
prolongée a un et un seul homomorphisme } de Ly(n) dans T.

8i X est une partie d’une algébre de Heyting 4, nous représenterons
par X la sous-algébre de 4 _engendrée par I'ensemble X. Alors on peut
affirmer que: (I) f(Ly(n)) = f(@). .

Comme B et T sont les seules sous-algébres de T, alors on voit de
suite que:

{IT) H{Lg(n)} = B si et seulement si “f(g) # @ pour tout g « G”.

(IL1) i(Ls(%)) = T si et seulement si “il existe g € G tel que f(g) = a”.

Soit Py le noyau de f alors comme {1} est un filtre premier de f(Lg(n))
(dans chacun des deux cas possibles), on voit de suite que Py est un filtre
premier de Ly(n). i

4.2, Lemume. Si f, heT® sont telles que Pr= Py aloys f = k.

) Démonstration. Comme Py = Py alors Ly(n)[Py = Ly(n)/Pp= L.
Mais par 2.4, I’ est isomorphe & B ou T, alors nous avons deux cas & con-
sidérer.

1) L'=B. Alors siz e Py= P, on a flay="n
—Pr=Lyln)—Py on a f(e)=k(x)
tout x eZLyfn), et en particulier Flg)

(@) =1 et si x e Ly(n)—
=0, cest-a-dire f(z)= K(») pour
= h(g) pour tout g4 €@, et comme
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Fg) =flg) et h(g) = h(g) pour tout ge@ nous avons démontré que
flg) = h{g) pour tout ge@, cest-i-dire f= h.

2) L' = T. Boit U le seul ultrafiltre de Ly(n) qui contient Pr= Py,
alors nous avons:

1 si iZ’E_Pf: —Ph,
;(m):z(m)z a si L e U—_Pf: L7<—_Ph,
0 sl wels(n)—T

et on démontre, comme dans le premier cas, que f= k.

Représentons par T la famille de tous les filtres premiers de Ly(n),
alors:

4.3. THEOREME. La transformation y(f) = Py qu'é chaque élément f
de T fait correspondre Vélément Py de 3, est une transformation biunivoque
de TG sur 7.

Démonstration. Soit P e, alors l'algébre quotient € = Ly(n)/P
est isomorphe a B ou T. Soit m ’homomorphisme naturel de Ly(n) sur C,
alors m est un homomorphisme de Ly(n) dans T, et soit f la restriction
de m a 'ensemble @, alors f est une application de @ dans 7. II est clair
que le prolongement f de f vérifie f = m et que Py= P, alors y(f) = P.

Sif,ge 7% sont tels que p(f) = p(h), c'est-4-dire Pr= P; alors
par 4.2 nous avons f = h.

Comme ’ensemble 7% a 3™ éléments alors Pensemble 7 a 3" éléments
et alors T est fini. Soit F la famille de tous les filtres premiers minimaux
de Ly(n), alors nous savons (voir 2.10) que L,(n) est isomorphe 4 une sous-
algdbre de 'algébre P= 17E T, ot Ti= T pour tout i ¢ . Comme Palgébre

i€

T est finie et 'ensemble B est aussi fini (¥ est un sous-ensemble de l'en-
semble fini T), donc Palgébre P est finie et par conséquence Ly(n) est finie.

Comme Ly(n) est un réticulé distributif fini, tous les filtres F de Ly(n)
sont des filtres principaux, ¢’est-4-dire que pour chaque filtre ' il existe
un élément feLy(n) tel que F est le filtre engendré par f, nous dirorfs
aussi que f est le générateur de F. Il est bien connu que pour que P soit
un filtre premier il faut et il suffit que le générateur p de P soit un élé-
ment premier.

D'aprés un résultat de G. Birkhoff [2] un réticulé distributif est
déterminé a moins d’un isomorphisme par l'ensemble ordomné de ses
éléments premiers. Dans ces conditions pour déterminer ILy(n) il gous
suffit de connadtre I’ensemble ordonné IIy(n) de ses éléments premiers.

8i f e T% nous écrirons ¢(f) = ps ol pr est le générateur du filtre
Ppremier Py, alors comme il existe une correspondance biunivogue' enj:re
les ensembles & et IT,(n), il est évident que ¢ est une applicatiop binnivoque
de T% sur ITy(n), done ITy(n) a 3" éléments. o ‘
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11 ne nous reste qu’a indiquer la relation d’ordre entre les éléments
de II(n).

Pour connaitre f e T il suffit de connaitre les valeurs f(g:) = fieT
pour i=1,2,..,% Nous pouvons done représ:e_nter f par la, suite
= (fis foy es fa) et d’aprés 4.3 nous pouvons utiliser aussi cette suite
pour représenter I'élément py.

Remarquons que si P est un ultrafiltve de Ly(n) alors le générateur
p de P est un élément minimal de I7;(n) et que si P est un filtre premier
minimal de Lgn) alors p est un élément maximal de IIn). D’aprés le
théoréme 2.4 tout élément de I7(n) est minimal ou maximal.

Caractérisons maintenant les suites qui représentent les éléments
minimaux de 7y (n).

4.4, TofoREME. Pour que py soit un éément minimal de II(n) il
faut et il suffit que fi soit égal & O ou 1.

Démonstration. Si py est un élément minimal de IIy(n), Py est un
ultrafiltre et alors Ly(n)/P;r= B, c’est-a-dire f; =0 ou fi= 1.

Reciproquement si f;= 0 ou fi=1, alors I’homomorphisme F (ex-
tension de f) peut prendre seulement les valeurs 0 ef 1, c’est-i-dire
f{Ls(n)) = B, ce qui montre que Py est un ultrafiltre et par conséquent
5 est un élément minimal de IIy(n).

D’aprés 4.4 si py n'est pas un élément minimal de I73(n) alors il existe
un indiee i =1, 2,...,n tel que fi = a.

4.5. TBEOREME. Pour que pr << pp il faut ef il suffit que les conditions
‘suivantes sotent vérifiées:

() fe=10 ou fi=1,

(IT) il existe au moins un indice © tel que fi 5 hy,

(IIT) he= 0 si et seulement si f; =0,

(IV) si fi=1 alors hi=a ouw hy=1.

Démonstration. La condition est nécessaire: Si ps<<pn alors
Py C Py done Py est un ultrafiltre et alors (I) fi= 0 ou fi = 1.

Si fi=h pour i=1,2,..,m, alors f="7 et par conséquent ¢(f)
= g(h), @est-a-dire py= px, ce qui est impossible par hypothége. Alors
(II) est verifiée.

St fi=7(g)=0, alors f(gi)=f(g:)) =0, cest-a-dire g; ¢ Py, et
comme _l_’hCPf on & h{gy) = k(g;) = 0.

S]_._ h{g:) = h{g:) = hi = 0, alors g;¢ Py. Si gi € Pr— Py on devrait
a,vcili(r })z{gi)o——- a, ce qui est impossible, alors g; ¢ Py cest-4- dire fi=flg1)
= J{g:) = V.

(IV) est une conséquence de (IIT).

La condition est suffisante: Soient f et h applications de G dans T

vérifiant les conditions (I) & (IV). Nous allons démontrer que PpC Py
ou ce qui est équivalent: ps < pj.

icm
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Draprés (I) et théoréme 4.4 Py est un ultrafiltre et d’aprés AL f#h
@0t par 4.2 on peut affirmer que (a) Py # P,. ’
Soit Uy Vultrafiltre qui contient P, et considérons les ensembles
suivants: B=Pn " Pr; C=Un Py~ CPy; D= C(Tsu Pj)= CU,
~ CPf, alors:
‘zeB si et seulement si (1) h(z) =1 et (2)
zeC si et seulement si (3) A(2)=a et (4)

zeD si et seulement si (5) &(2) =0 et (6) j(z) = 0,

(7) B est un filtre, (8) B € = Py~ U, est un filtre, (9) D est un
idéal, (10) les ensembles B et D me sont pas vides.

(11) ¢ n’est pas vide. En effet par (II) il existe ¢’ @ tel que f(g')
# h(g"), @olt par (I), (III) et (IV) on 'f(g') = flg') = 1 et h(g") = h(g')
= a, cest-a-dive ¢’ e Pr et g’ e Up ~n CPy.

(12) Les ensembles B, C et D sont disjointes deux % deux.

Considérons Iensemble X' = Buv 0w D, alors on peut démontrer
que X est une sous-algdbre de ILs(n) qui contient Pensemble G (nous
n’indiquons pas la démonstration parce qu'elle est assez large, mais
assez facile).

Alors on peut affirmer que X = Iy(n), d’oit

Po=Prnlyn)=Pyn (BwCuwD)=(PrnB)v (Prn0) v (PrnD)
=Bu@uo® =B=th\Pf
c’est-4-dire (b) P C Ps.
De (a) et (b) on tire P, C Py.
Nous savons que le nombre d’éléments minimaux de IZ;(n) est égal
au nombre d’ultrafiltres de L,(n) et par 4.4, ce nombre est égal & 2»
(nombre d’applications de G dans B).

Représentons les éléments minimaux de II(n) par p.,Ps, ..., Per,
et considérons les ensembles:

O(ps) = {p e(n): p1<p} pouri=1,2,..,2"
I1 est facile de voir que I73(n) = 2 O(ps), o D indique la somme
t=1

cardinal d’ensembles ordonnés. )

Observons encore que comme tout élément de Ily(n) est maximal
ou minimal, alors les ensembles C(ps) ont les propriétés suivantes:

(1) 8i p e O(ps) alors py<p.

(2) Sip,geC(pi) et p # ¢ alors p eb ¢ sont incomparables.

Cela montre que les diagrammes de Hasse de les ensembles O(p:)

sont de la forme suivante:
[

VARV

o


Artur


108 L. Monteiro

D’aprés Birkhoff [2], p. 450, si By = E(C(ps)) est le réticulé distributit
dont l'ensemble des éléments premiers est isomorphe a C(p;), pour
i=1,2,..,2" alors :

Lyn) = H Ri.

Ti=1

3)

8i nous représentons par N(X) le nombre d’éléments d’un ensemble
fini X, alors d’apreés (3) on a:
on
N(n) = N(Lyn)) = N(R)N(Ry) ... N(Ban) = | [ N(Ry) .
i=1
Nous savons que chaque élément minimal de IZ;(n) peut étre re-
présenté par une suite {fi, fi, ..., fa) d’éléments f; ¢ {0, 1}. Alors le nombre
nz des éléments minimaux dont la suite (f1, fy, ..., f2) @ exactement & uns,
est donné par

ng = (Z) (k=0,1,..
Par le théoréme 4.5 on peut affirmer que le nombre px des éléments
de C(pi), olt p; est une suite avec exactement % wns, est égal au nombre

d’applications d’un ensemble avec %k éléments dans un ensemble avec
deux éléments, c’est-i-dire:

s M) .

pr=2" (k=0,1,..,n).

Alors le nombre my des éléments maximaux de C(p¢), ol p; est une
suite avec exactement % unms, est
me=pr—1=2"—1  (k=0,1,..,n).

Dans ces conditions le nombre 7; des éléments de R;= R(O’ (pz))
olt p; est une suite avec exactement % uns, est donné par

re=2™ 41 = 9%l 11

(k=0,1,..,n)
et alors

T

Ny = [[ oo = [T @2y,
k=0

k=0

En particulier ¥(1) = 6; N (2) = 162; N¥(3) = 5078214.
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