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Uber die Struktur der rationalen Operatoren
in der zweidimensionalen diskreten Operatorenrechnung

von

WERNER JENTSCH (Halle)

Zusammenfassung. In der Mikusifiskischen Operatorenrechnung sind die in
p (Differentiationsoperator) echt gebrochenen rationalen Operatoren stetige Funk-
tionen aus dem Grundring. Im Zweidimensionalen gilt ein entsprechender Satz nicht.

In der diskreten zweidimensionalen Operatorenrechnung ist der Grundring die
Menge der fiir alle nichtnegativen ganzzahligen m, n definierten Funktionen. Man
betrachtet hier Operatoren, die in p, g (Verschiebungsoperatoren) rational sind.
Es werden Kriterien fiir die Zugehorigkeit solcher Operatoren zum Grundring ange-
geben. Die Ergebnisse lassen sich bei der Losung linearer partieller Differenzenglei-
chungen verwerten.

In der von J. Mikusinski begriindeten Operatorenrechnung gehort
bekanntlich der Integrationsoperator zum Integrititsbereich (der fixr 1> 0
definierten und dort stetigen Funktionen), wihrend das inverse Element,
der Differentiationsoperator p, ein ,eigentlicher” Operator ist. Die in
p echt gebrochenen rationalen Operatoren sind aber stetige Funktionen
aus dem Integritdtsbereich.

Eine analoge Rolle spielen in der diskreten Operatorenrechnung der
Verschiebungsoperator v und sein inverses Element g. Der Operator
» gehort zum Integritdtsbereich (der fitr n = 0,1, .... definierten Zahlen-
folgen), wihrend ¢ ein (im zugehorigen Quotientenkdrper existierender)

- eigentlicher Operator ist. Wie im kontinuierlichen Fall gilt dann analog,

daf jeder in g echt gebrochene rationale Operator eine Zahlenfolge aus
dem Integritétsbereich darstellt (s. ebwa [1]).

Tn der zweidimensionalen Operatorenrechnung gelten die entsprechen-
den Sitze nicht, wie im kontinuierlichen Fall aus [9] und im diskreten
aus [4] zu ersehen ist. Im letzteren Fall ist z. B. 1/(p —¢) kein Element
des Integritéitsbereichs der filr nichtnegative ganze m,n definierten
Doppelfolgen. Die Operatoren p bzw. ¢ sind dabei die inversen Elemente
der Verschiebungsoperatoren » bzw. v (1), die ihrerseits im Integritétsbereich

* 1 fiir m=1,0=0, 1 fiir m =0, n=1,
Vuzd ¢
0 sonst; AN
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16 W. Jentsch

liegen. Zwar lassen sich (durch Ausdehnung des Definitionsbereichs der
Doppelfolgen auf alle Paare ganzer Zahlen) diein p, ¢ rationalen Operatoren
als Doppelfolgen in einem gewissen Korper auffassen (s. [5]), jedoch
bendtigh man, insbesondere im Hinblick auf die Liosung partieller Dif-
ferenzengleichungen fiir Doppelfolgen nichtnegativer Variabler, Kriterien
fiir die Zugehérigkeit eines in p, ¢ rationalen Operators zum Integritiits-
bereich. Der Aufstellung solcher Kriterien dient die vorliegende, Arbeit.

Folgende Definitionen ibernehmen wir aus [4], [5]:

K XKorper der komplexen Zahlen,

G Menge aller Gitterpunkte (m,n) mit ganzzahligen m, n,

@ Teilmenge von G* mit m >0, n> 0,

D Mengealler auf &%, definierten Doppelfolgen & == {a,,,} mit a,,, ¢ It

Q. ist die Menge aller auf ¢* definierten Doppelfolgen @ = {a,,}
mit @, <K, wobei es zu jedem @ <@, a % {0} ganze Zahlen M und f,
{(m>= M) gibt derart, daB gilt

Op, =0  fiirm< M und alle n und fir # < f,,,m> M,

amfm ?é-' 0.

Fiw m > M jedoch ist f,, = oo, d.h. a,, =0 fir alle n zugelassen,

aber f = N ist stets endlich, also :

’ Gy # 0.
Zi.n- Kennzeichnung dieses Verhaltens werden die Elemente von @ auch
mit ¢ = a(M, N, f,) bezeichnet. SchlieBlich ist

Dy={alacQ, M>0,f,>0}v{{0}}.

' Werden in D und @ die Addition in der fiblichen Weise, die Multi-
plikation in D durch

. omyn

ab = {%’ “ijbm-—i,n—i}
0
ab = {2 ai]bm-—i,n—-i}

eiﬁgeﬁihrt, dann ‘bilden D uwnd D, < @ einen Integritétsbereich und
Q einen kommutam'ven Korper. D und D, sind bzgl. beider Verkniipfungen
isomorph, so daB sich D in @ einbetten 1ift. Aus [5] entnehmen wir noch

HirrssaTz 1. Bs sei a = a(0,0,f,,) <Q (also a 0), dann gilt fiir
das inverse Hlement b von a e @ w0 o

b =b(0;07gm) mit

und in @ durch

Im > Min (f1 + g‘m-—-z‘) 3

I<ism

mz=1,

icm
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wobei das Gleichheitszeichen steht, wenn das Minimum fiir genow ein © ange-
nommen wird.

Hieraus ergibt sich leicht

Hrssarz 2. Bs sei ae 8y = {a]a ¢ Dy, ayy # 0}, dann folgt a™" ¢ 3.

DEFINITIONEN. )

1. Der Grad eines Polynoms f(p, ¢) heiBt (%,1), wenn % der Grad
von f bzgl. p und I der Grad bzgl. ¢ ist.

2. Bs heift (k,1) < (K, L), wenn k<< K und 1< L ist.

3. Bs heilt (k,1) < (K, L), wenn k< K und 1< L oder k< K und
1< L ist.

Bl L ) :
Stz 1. Hs seien g(p, q) = 3 950 und f(9,9) = > fyp'¢ Polynome
0,0 0,0
vom Grad (k,1) baw. (K, L), dann liegt der rationale Operator

g 92: 90
flo, 9
wm Grundring D, wenn
(1) (B, 1) < (K, L)
gilt und der Koeffizient von p™¢~ im Nennerpolynom
) Srr # 0

ist.
Beweis. Bs sel g; 7 0 ein beliebiger, nicht verschwindender Koef-

fizient von ¢(p, q), dann ist der Operator

migd
vy = 94509 .
f,0)
Betrachten wir zunichst
K
i T gup™ "
pEoigtay = By,
i Y f(»,q) ’
so folgt fiir den hierzu inversen Operator
E,L
gl = frz + Z _f_xl_zjx-xqz—L_
i wizse Yu
(% D)#(E, L)

Wegen Voraussetzung (2) gilt

(‘/wl = .7/—1(07 0, ym)
also ¥~ ¢ d,. Aus Hilfssatz 2 folgt y e 8, und wegen @, = p*¢/~Ly ergibt
sich @, ¢ D, da nach Voraussetzung (1) i —K <0, i—L <0 gilt. Somit

mit ¥, =0,

k,1
ist wegen @ = > w; der Satz bewigsen.
0,0 Y '&R

2 — Studia Mathematica XLIL1
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Bemerkung. Dieser Satz lafit sich auch als Folgerung des Satzes
aus [8] auffassen. Betrachtet man némlich dort eine homogene partielle
Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten sowie speziell I, =1
(wodurch die Fallunterscheidung gegenstandslos wird), dann lassen sich
offenbar die Anfangsbedingungen (in diesem Falle k-1 Funktionen einer
Variablen) so wihlen, daf die Operatordarstellung der in D eindeutig
existierenden Losung o der partiellen Differenzengleichung (in unserer
Bezeichnung) die Gestalt @ = p*¢*/f(p, q) mib fr; =1 (&, 1) Grad von
f(p,q)) Dbesitzt. Um das zu erreichen sind zB. im Fall k =1 =1 die
Anfangsfunktionen @,,, = (—f1)" und #,, = (—fu)" zu wihlen.

Wie man sieht, ist die Voraussetzung (1) notwendig fiic 2 ¢ D, d.h. es
gilt der :

Sarz 2. Ist & = g(p, ¢)/f(p, q)-« D und ist (k, 1) bew. (K, L) der Qrad
von g(p, q) baw. f(p,q), dann folgt (k,1) < (K, L).

Beweis. Nehmen wir an, es sei & > K, dann 146t sich # in der Form

@ =G(p,q) +a(p,q)

darstellen, wobei @(p, ¢) ganzrational in p vom Grad k=K > 0 ist und
nur Potenzen mindestens 1. Ordnung in p besitzt, wihrend der Zéhler-
grad % von z bzgl. p nicht groBer ist als der Nennergrad K. G besitat
mindestens ein nichtverschwindendes Element in einer Zeile oberhalb
der nullten (2), also ist G¢ D. & = §/f braucht zwar niecht in D zu liegen,
aber es gilt, wenn die Koeffizienten der hochsten Potenzen von p in § bzw.
f mit g,(g) bzw. fi(g) bezeichnet werden,

1, 9) =0"1(0f:(p, 0, 70, 0= (0900, D),
wobei f, und g, vom Typ a(0,0, &,) sind. Nach Hilfssatz 1 sind dann
auch die Funktionen 1/f, und, wie man leicht sieht, @, = g,/f; von diesem
Typ. Deshalb besitst & = p*~%¢ f;'m, wegen % —K <0 oberhalb der
nullten Zeile nur verschwindende Elemente, und es folgt
= (G+z)¢D.
Analog fithrt die Annahme > L auf « ¢.D.
Tm Gegensatz zu (1) ist die Bedingung (2) nicht notwendig fiir
Ein tri.via}es Gegenbeispiel ist etwa (p — ¢) [(p—q) = 1eDmit frep, = fr2=0.
Das Ziel ist, unter moglichst geringen Bingschrénkungen fiir f und ¢ eine

hinreichende wnd notwendige Bedingung fir ¢/f ¢ D anzugeben. Wir
betrachten zunichst einen Spezialfall.

(*) Veranschaulichung der Operatoren als Matrizen s. [5, S. 92.

icm°®
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Sarz 3. Bs sei g(p, q) = gud"q # 0,f(®, @) = far, P4+ fx 9™ q"
mit fer, # 0, fryr # 0, Ky < K, In < L, dann folgt

y =9, Qlfp,0) ¢ D.
Beweis. Wir fiilhren die Bezeichnungen fKL1/9k1 =4, leL/gk, =B,
K—K,=r>0,L—L; =s>0 ein, dann gilt
y——l — ApK‘kgLI‘Z+BpK1”‘qL“l ___pkaqu—lgA—l mlt g—l —_ A_]_Bp—qu.
#~* ist also vom Typ 47(0, 0, ¢,) mit
(3) On =

—8

0 firm=0,
I fir m =r,

oo  sonst.

Nach Hilfssatz 1 folgt dann § = #(0, 0, d,,) und fiir die ,Spaltenindizes”
d,, von § ergibt sich fiir > 1 die Behauptung

00 fir (a—1)r<m< ar
(4) dm:l . . T oa=1,2,..).

—sa  fiur m = a¥
Der Beweis wird mit vollstindiger Induktion bzgl. a gefithrt. Wegen
(3) folgt fir 0<m< ¥

Min (¢;+dp_g) = 0
1<ism

und aus Hilfssatz 1 ergibt sich

(5) d, =co flir O0<m<r.
Wenn m = r ist, liefern (3) und (3) fiir das

Min (¢;+d,_;) = —8,

1Ti<r .
dae;+d,_; = ocoistfiiri =1,...,r—1und ¢,+d, = — s ist; das Minimum

wird also nur fiir 4 = » angenommen und nach Hilfssatz 1 folgt
(6) d, = —s.

Die Gleichungen (5) und (6) ergeben die Behauptung (4) fir ¢ = 1. Set'zen
wir voraus, daB (6) fiir ein beliebiges a > 1 erfiillt ist. Es wird gezeigt,
daB

) fir ar << m < (@4+1)7,

—s(a+1) fir m = (a+1)r

gilt, Fiir m = ar+b(0 < b < ) ist nimlich

(7) d, =

Min (ci+dm—i) = 00,

i<ism
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denn fiir ¢  # ist nach (3) ¢; = oo und fiir 4 = » ist nach .Induktions-
voraussetzung d,,_; = Gu_yppp = 0. Fiir m = (a+1)r dagegen ist
Min (g;+dy,_;) = —s(a+1),

I<i<<m

da wegen (3) wiederum alle Summanden oo sind, aufer fir ¢ =y,
In diesem Fall ergibt sich gem#8 (3) und Induktionsvoraussetzung
Gt Qe = G+ dy = —s(a+1). Aus Hilfissatz 1 folgt damit die
Behauptung (7), womit der Induktionsbeweis gefithrt ivt. Somit ist 7 ¢ D
und, da fiir

a— +o0, d,=—8a—>—

strebt,

folgt schlieBlich, daB sogar y = p*~*¢'~%§ ¢ D ist, auch wenn I—I, < 0
gilt.

Fir r =1 vereinfachen sich Behauptung und Beweis. Die Aussage
(4) lautet dann

dy, = —ms  fir alle m>=0.

Eine wesentlich allgemeinere Aussage liefert
SATZ 4. s sei
K,L

90, 0) = gup*d #0, flp,q) = fur'e
0,0

¢in Polynom vom Grade (K ,L)>(1,1) mit fup = 0, dann gilt

= 920
f@,0

Beweis.. Nach Voraussetzung gibt es nichtnegative ganze Zahlen
K, und I, mit Jriz # 0, fir, = 0 fiir ¢ > K, und

¢D.

fer, # 0, fig =0 fiiv j> L,

wobei wegen frr, =0 noch K~K; =7>0 und L—1I, = > 0 gilt.
In Analogie zum Beweis von Satz 3 werde durch die Gleichung

(8) " @ = pFKgTiy

eiJ.:le Funktion # eingetithrt, die vom Typ 2(0, 0, b,,) ist. Dies folgt aus
Hilfssatz 1, da der inverse Operator von ¢ vom Typ 271(0,0, a,,) ist,
was aus der Darstellung

-1 Ey-1

9) #'=atbprgt B gd—I1 8 i—K SN K f=L
P g Gl i) 2 hipp +2 Z hyp* gt
7=0 =0 =0 j=0

icm
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ersichtlich ist. In (9) wurde

fer, _, #0, Tmz _, £0 wd 9 4, fir die brigen 4,5
Im (%] 23
gesetzt. Aus (9) folgt fiir die zu ' gehorige Folge {a,}
a =0,
G, = —s+1 firo<m<r,
(10) a, = —8,
@, = —$ fir r<m< K,
&,, = o© filr K <<m.

Es wird gezeigt, da man aus der zu z gehorigen Folge {b,,} eine Teilfolge
{bn,,} mit
(11) b”m - —
auswihlen kann, woraus sich in Verbindung mit (8) die Behauptung des
Satzes ergibt.

Genauer weisen wir nach: es existiert eine Teilfolge {n,,} der natiir-
lichen Zahlen mit '
(12) 0< Ny — M < (M =10,1,....), :

so daB fir die zugehorige Folge {b, } (b, <0, ganz) die Ungleichung
(13) S

i (m=0,1,...),
also auch (11) erfillt ist. .
Wir fiihren den Nachweis fiir m = 0. Da z vom Typ 2(0, 0, b,,) ist,
gilt b, = 0. Wir setzen n, = 0 und haben also b, = 0. Es sind nun zwei
Falle moglich. Als 1. Fall betrachten wir

(14) by<b, fHr0<m<r,
dann folgt aus Hilfssatz 1 die Gleichung b, = —s, da das Min (a;+b,_;)

1<y

= —§ wegen a;+b, ;> —s+1 fir 1<i<r (Folgerung aus (10) und
(14)) nur fiir ¢ = r angenommen wird. Wir setzen in diesem Fall r = n,
und haben b, = —s<b,.Im 2. Fall sei (14) nicht erfillt, dann gibt
es bereits einen positiven ,minimalen” Index =, < r mit b, <b, und
by > by fir m < m,. BEs gelten also in beiden Fillen die Ungleichungen
(12), (13) fiir m = 0. )

Wir setzen jetzt voraus, daB die Ungleichungen (12), (13) bis zu einem
gewissen m > 0 gelten und weisen nach, daB es dann auch eine natiirliche
Zahl n,,,, gibt mit der Eigenschaft
(12" 0< Nypps — M1 75
(13") b <b

T +2 41"
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Dazu nehmen wir wieder eine Fallunterscheidung vor. Zur Abkirzung
schreiben. wir n,,, = ¢ und ;b = G-

1. Fall: BEs gelte

(15) by < b, fri<m<itr.

Daraus folgt wieder mit Hilfssatz 1

= Min C; = a’r-lﬁbt == —-S‘—]‘b“
1<i<t4r

bt+r

da auf Grund der Ungleichungen

6= —s+1+b fir 1<<i<r  Dbzw.
ez —8+by, > —s4b, firr<i<K Dbzw.
0= 00 fir K< (falls t-+7 > K ist),

die wegen (10) und (13) bzw. (10) und Induktionsvoraussetzung (13)
bzw. a; = oo fiir ¢ > K erfiillt sind, das Minimum nur fiir ¢ = r angenom-
men wird. Mit der Bezeichnung t--7 = n,,, folgen (12'), (13').

2. Fall: Es gelte (15) nicht, dann gibt es ein minimales w < -7 (u > 1)
mit b, <.b; und by, > b, tiix m < u. Bs existiert algo auch im 2. Fall eine
natirliche Zahl % = n,,,, mit der Eigenschaft (12'), (13").

Damit ist der Induktionsbeweis gefithrt, die Existenz einer Folge
{b,,m} mit dem - Verhalten (11) nachgewiesen und der Beweis des Satzes
4 heendet.

Es entsteht die Frage, wie das Zihlerpolynom ¢(p, q) verallgemeinert
werden kann, so daf die Behauptung des Satzes 4 weiter gilt. Man erkennt
sofort

Satz B. Hs sei

L
9Py = Zgijpiqj mit gy #0

0,0

und
K,L
flp,0) = D fyp'd wom  Grad (K, L)>(1,1)
0,0
mit
fKL = 0;
dann gilt
g(p,q)
¢D
flo,9)

Zum Beweis geniigh die Bemerkung, dall wegen

942’0 _ Gy pigps 90P"L

fp,0)  gm f®,9)
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alle Glieder von g¢(p,q)/f(p,q) durch Verschiebung der Funktion
gup*d f(p, q) ¢ D nach ,unten” oder ,rechts”(®) und Multiplikation mit
einer Kongtanten entstehen.

Die Bedingung g,; # 0 wiederum ist micht notwendig fir g(p, q)/
If(p,q) ¢ D, wie das Beispiel

1 firm=n=0, )
PYL _ )y tirm= —n—=1,2,...,0¢D zeigt.
r—q
0  sonst
Zusammenfassend ergibt sich
SATZ 6. Bs seien f(p, q) baw. g(p, ¢) Polynome vom Grad (K, L) > (1,1)
baw. (k, 1) und es sei g;; # 0, dann ist die Bedingung

(16) (F, ) <(K,L) wund [fgr #0
notwendig und hinreichend dafir, dap %’—% D ist.
'

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung folgt aus den S#tzen
2 und 5; daB sie hinreicht, folgt aus Satz 1.

Bemerkung. zu Satz 4. Uber die Struktur der Folgen {n,} und
{bnm} kann man unter spezielleren Voraussetzungen schirfere Aussagen
als die in Satz 4 angegebenen Ungleichungen (12), (13) herleiten. Bei
den einfachen Spezialfillen » = 1 (s beliebig) bzw. s = 1 (r beliebig) ergeben
sich fiir m = 0,1, ... die Gleichungen

Ny = M, by = —sm  bzw.
Ny = TMy by = — M.
Ist s > 2, ¥ > 1, aber speziell a; = —s-+1, dann ergibt sich mit Hilfssatz

1 unter Beachtung, daB das M.in (a;+b,_;) bei beliebigem m nur fir
4 =1 angenommen wird, =
Ny, =My by = —(s—1)m.
Ist speziell a,, > 0 fiir 0 < m < 7, dann erhilt man
Ny = "My Dy = —sM

und bypp = —sm fir 0<<i<r
Etwas komplizierter ist es, den Fall s =2(r >1) vollstiindig zu
erfagsen. BEs lassen sich folgende drei Moglichkeiten unterscheiden:

(a) a0,=>0 fir O0<m<t (falls > 1),
4 = —1, 1<t<[(r—1)/2] (#=3),

(3) 5. FuBnote (%)
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>0 fir O0<m<?
By > T [r+2)R21<E<r (r>2),
a = —1, falls <7,
(e) 0, =0 fir O0<m<t (falls ¢>1),
a4 = —1, t=r/2 (r gerade, r > 2).

Man erhilt fiir

() Ny, = Ty By = — 0,
(b) Ty, = 1My by = — 2,
(e) M1 < Mo +7 bnm = —m.
Die Beweise seien angedeutet:
(a) Man zeigh by, = —m, bypy = —m(u =1,...,1—1;m = 0,1, .
fir m =0 mit Hilfe der Betrachtung von Min (a;+b,_;) und beim

I<i<uy

Induktionsschlu8 von m auf m -1 folgt etwa
bymer) = Min  (4;+byppees) = —(m-+1),
1<i<t (1)
da @+ Dy = —m ist fiir alle ¢ auler fir ¢ = 1.
Bei Fall (b) 148t sich in analoger Weise wie bei (a) zeigen, daf die
Beziehungen

bym = —2m,
rm4u = —2m (0 <u< t)7
Dy = —2m—1 (< u<r)
gelten.
SchlieBlich kann man im Fall (c) beweisen, dal fiir allem = 0,1, ... gilt
@an). bim+u = —m (0 Su< t)
und
(18) by = —m
oder
(‘18/) bt(m+1) = "(/m"|‘1)-

Fiir m = 0 ist die Behauptung leicht ersichtlich. Es werde vorausgesetzt,
daf sowohl (17) als auch (18) oder (18') bis zu einem gewissen m = 0
gelten. Dann folgt nach Hilfssatz 1 die Ungleichung

(19) bt(m-(—l)> —(m+1)
(das ist (17), wenn man dort m-+1 statt m und « = 0 setzt), weil das

;Min (ai—l-bt(m_m_i)\f(m = 1)
1<t (mA-1)

e ©

icm

Uber die Struktur der rationalen Operaloren 25

ist. Dies schlieBt man aus

—1-m fiir = ¢,
G+ Dymyny—i =1 —2—(m—1) fir ¢ =2 =7,

—m sonst

wegen der Induktionsvoraussetzung (17) und der fiir die 4, vorausgesetzten
Werte. Entsprechend ergibt sich

(20)  bymepea> —(mA1) i 0<u<t
Nun ist noch zn Azeigen, daB

(21) Bimsny = — (m+1)

oder

(21 bt(m;z) = —(m+2)

gilt. Nimmt man an, daB (21) nicht gilt, dann folgt wegen (19) die Un-
gleichung

(22) bymany = — M.

Aus der Induktionsvoraussetzung und der Ungleichung (20) ergibt sich
dann, dafBl das
- Min (a'i+bt(m+2)—i) = —(m+2)
I<ist(m+2)
nur fiir ¢ = » angenommen wird. Man darf jetzt nimlich (18) benutzen,
da ja (21), d.h..(18') nicht erfilllt sein soll. Nach Hilfssatz 1 folgt also:
wenn (21) nicht gilt, dann gilt (21').

w

ANWENDUNG

Wir betrachten einige Beispiele von linearen partiellen Differenzen-
gleichungen und untersuchen die bei Benutzung der zweidimensionalen
diskreten Operatorenrechnung auftretenden Terme mib Hilfe der Sitze
1 bzw. 6 auf ihre Zugehorigkeit zum Grundring D.

1. Bei der in [2] behandelten Gleichung besteht die Operatordar-
stellung der Losung, wie in [6] gezeigt ist, aus Termen der
Gestalt

9(p,9)
PrgE—pg®—p*q+3pg—pP—q°
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(g(p, g) Polynom vom Grad (&, ) < (2, 2)). Wegen (&, 1) << (K, L) = (2, 2)
und fgp = fae = 1 liegt nach Satz 1 die Losung in D.
2. Bei dem in [7] behandelten System von partiellen Differenzen-
gleichungen entstehen Lisungsterme der Gestalt
92,4

Y = __2._-;__ MEN—
Pq+apg+bp ke
{a, b, ¢ nichtverschwindende Konstanten), wobei der Zihlergrad (k,1)
< (2, 1) ist. Wegen fry, = foy =1 folgt y ¢ D.
3. Die bei Diskretisierung der eindimensionalen Wéirmeleitungs-
gleichung entstehende Differenzengleichung

1 1

Ym-(—l,n«l—l'"’"z’ :Ym,n-)-z Y Yop =10 (m,n=0)

(8. etwa [3]) liefert Terme der Gestalt

rq

Y ==
Y Pg+ag®+b

(@ 5 0,b % 0 Konstanten).

Hier ist zwar (k,1) = (1,1) < (1,2) = (K, L), aber fxy = f15 = 0, so daB
nach“Satz 6 (g1 = g1, = 1)y ¢ D folgt. Als Funktion aus dem Funktio-
nenkérper @ 148t sich, wie man leicht sieht, y in der Gestalt

(=1 (—-1)" ( m
(m—+n)(2
0 sonst

y = 3 )a(m—n)IE b(m-l—n)/z fir —m <n<g m, m> 0’

schreiben.
4. Fir den Operator

. »
T p'—ag+bpg—o

(a;b,0 Konstanten) gilt 2¢D, denn es ish fuy =fun =0 und gy
= g20 = 1. Wie man nach einiger Rechnung erkennt, 1Bt sich z als
Element von @ durch

_qymtn [-nf2] .
P, = }i(?l)__, mn)n 2 (—- '/b‘—-z) v
. %

=0

X(—(m—n)/Z—i
—n—i

. )a”b‘"-” fir —m<ng0, m>=0

(und 2 = 0 sonst) darstellen.

icm
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