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where 7/p = (s—1)(s”—1)"%. As s increases from 1 to oo, r decreases
from 1 to 0 (p/r is the slope of a certain chord of a convex funetion). Sinece
the funetion ¢r%*(L—rp~') attains its maximum value of 1 at r — 1,
the lemma is proved.
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Sur les coefficients des séries de Fourier
dont les sommes partielles sont positives sur un ensemble

par

J.— P. EAHANE (Paris) et Y. KATZNELSON (Jérusalem)

Sommaire. 3i B est un intervalle, les ocoefficients ¢, sont bornés. Si F a cer-
taines proprietés arithmetiques, ¢, = O (¢*®) pour tout ¢ > 0. On discute en particulier
le cas ol F est un dénombrable fermé.

Ce traivail a son origine dans le probléme, toujours ouvert, de 'existence
d’une série trigonométrique dont les sommes partielles tendent vers - oo
sur un ensemble de mesure > 0. On sait que la réponse est négative pour
les séries de Haar et les séries de Walsh ([71), et que la. réponse est positive
si on remplace les sommes partielles par les sommes de Poisson ([61, [11)
méme si on impose aux coefficients d’8tre “presque” de carré sommable

(51

Il est facile de voir (Proposition 1) que le probléme mentionné est
équivalent au suivant: existe-t-il une série trigonométrique dont les
sommes partielles sont > 0 sur un ensemble de mesure > 0, et dont les
coefficients ne soient pas bornés? Cela nous améne & étudier Pordre de
grandeur des coefficients r, d'une série trigonométrique

(1) Zrnms(nt—i—cpn)
0

dont les sommes partielles S, (f) sont > ¢ sur un ensemble fermé E. Pour
certaing ensembles ¥, assez minces, les coefficients peuvent étre arbitrai-
rement grands (Proposition 5). Mais dés que ¥ admet un “point de densité
arithmétique” (par exemple si F est de mesure > 0) on a 7, = O (™)
pour tout > 0 (Proposition 4). Si ¥ est dénombrable, on n’a pas néces-
sairement 7, = O(1); mais on peut choisir # dénombrable de facon que
7, = O(w,), ol w, est une suite tendant vers Iinfini arbitrairement
donnée (Proposition 7). Si F = [0,2x], on sait par un théoréme
de Helson .que 7, = o(1) [2]. Il n’en est plus ainsi si B est un inter-
valle contenu dans ]0,2x[ (alors r, =1 et ¢, constant pour n>1,
et r, assez grand convient); dans ce cas cependant, on a r, = O(1)
(Proposition 2).
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ProrostrIoN 1. Soit B wun fermé < [0, 2=]. Il revient au méme de
dire que a) il wexiste pas de série trigonoméirique dont Ze‘?- sommes partielles
tendent uniformément vers + oo sur B, ou que b) st la série (1) a ses sommes
partielles S, >0 sur B, on a 7, = O(1). -

Preuve. Si a) n’a pas lieu, il existe une série Zogmcos(mt+wm) et

(o M=

une suite w, oo telles que 3 g,co8(mi+v,) > o, (fe B, n =1,2,...).
0

En posant r,, = g, en général, et Tm; = Oy 2/ quand m; est la premidre
valeur de m telle que w,, > 27! (j ='1, 2, ...), on voit que b) n’a pas lien.

8i b) n’a pas lieu, il existe une série (1) dont les sommes partielles
8, (f) sont >0 sur H, et une suite m; — co telle que rmj>2”. Posong

Tn(@) = 8p_1(8) + 37008 (mt -+ @,,) — £, 008 (2mi+2¢,)
= 8, (¢) — £, 008 (mit 4 @,,) — 7, co8(2mi+29,,) .
En vertu de I'inégalité
sup(cos® — §cos2x, —cosw— feos2z) > 3,

on a T, (1) > }r, sur E, et les sommes partielles de T,, sont > 0 sur E.

0

En regardant la série trigonométrique 22“1 ij, on voit que a) n’a pas
Yeu. : !

Comme application, on a: .

PrOPOSITION 2. Soit B wun intervalle. St la série (1) a ses sommes par-
tielles > 0 sur B, on a r, = O(1).

lére preuve. Supposons acquis, ce que nous verrons plus tard
(Proposition. 3) que 7, = 0(¢™) pour otut ¢> 0. Si la conclusion était
en défaut, il existerait une autre série (1) dont les sommes partielles tendent

m
uniformément vers +co sur E. Done la fonction harmonique Re Dod”
0

(6, = r,6%n, |2| < 1) tendrait uniformément vers - oo quand arg ze¢ ¥ et
le] #1, ee qui est impossible.
2éme preuve. Supposons seulement acquis, ce qui est plus facile

& voir, que 7, = 0(¢*") pour un certain 4 > 0. Les polynémes > o,#"
[]

(¢, comme ci-dessus) ont leurs parties réelles > 0 dans le domaine D:
argze B, |2] < 1, et ils sont bornés au voisinage de 0. Ilg forment done
une famille normale an sens de Montel, et la convergence d’une sous-suite
dans D entraine ¢, = 0(e*") pour tout &> 0; on se trouve done ramené
au cas précédent (ceci nous a ét6 communiqué par M. Zygmund).

On verra plus loin une troisiéme preuve de la Proposition 2, ne s’ap-
puyant pas sur la Proposition 1.

Btudions Pexemple suivant: B = {0, mp'; j = jo+1,jo+2, ...}, ot
0<y<1, et j, est un entier> 0.
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PROPOSITION 8. 1) 8% 9> 1 el si les sommes pariielles de (1) sont = ¢
sur By on a1, = 0(e™) pour tout e> 0. 2) 8i y = Fouy<iesio,est
une suite qui crott arbitrairement vite, il eriste série (1) dont les sommes
partielles sont >0 sur B, avec 1, 3= 0(w,).

Preuve de la premidre partie. On va utiliser le fait suivant:
§’ll est faux que 7, = 0(¢™) pour tout ¢ > 0, il existe un ¢ > 0, un ¢ > ¢
et un ensemble infini d’entiers 4, tels que pour fout reA on ait

@) Ze“("") 7, < Or,.

n=0

En effet, le contraire de la conclusion est que, pour tout a> 0 et tout
0> 0, on a Vinégalité opposée & (2) pour tout entier » assez grand (soit
» 2 %), done, pour tout entier N > », et tout e<e”

N » N
2 Ze“(’“")r,,@’ >0 ZT,Q’

v=2g n=0 ve=vy

done

N N
(L= rae®>0 Y'rg

n=0 y=1p

ed
.~ ©e qui, pour ¢ > (1—g6")"", entraine la convergence de >'r,o"% done
0

(¢ étant arbitrairement proche de 1), le contraire de Phypothése.

Supposons qu'on n’ait pas 7, = 0(¢™) pour tout > 0, et que les
sommes partielles S, de (1) soient > 0 sur E. Considérons a, C et A eomme
ci-dessus. Posons ¢, = ,6%, et s0it 0 < < 4, < ... < 4, < ... < 1. Pour
tout ved on a

A8+ Ay =2} 8o — ) Sy = Rezzno,_ne"("")‘> 0 (teB)

n=0
soit
(3) Re(q, 6™ P, (1) =0 (i R)
avec
_ - Coen _im
: 5 _2 6 °

y
n=0

D’aprés (2), les fonctions P,(#) sont analytiques et uniformément bornées
dans la bande |Imt] < a du plan complexe; on peut en extraire une sous-
suite qui eonverge vers une fonction analytique S et, quitte & modifier
Pun des 4, on peut supposer f(0) = 0. Soit 7.> 0; de (3) résulte ’existence
d’une infinité de ¥ tels que
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(4) —r;c——n<arg(a,,a”‘”‘f(0))<% +n  (teB).

Utilisons maintenant 'hypothése y > 4. Tlle entraine que, si » est
assez grand, lensemble {»f; te B} admet un pomt sur tout arc de longueur
9z(1—y). En choisissant n = (2y —1)%/2, cela contredit (4) Cette con-
tradiction établit la premitre partie de la proposition.

Preuve de la seconde partie. Observons d’abord que si y =1, on

d
a 8in2’t = 0 sur F, donc toute série D g;5in2’t a ses sommes partielles > 0

0
(en réalité = 0) sur B. Si y < %, soit G; I'ensemble des x> 0 tels que
sinwry’ > 0. L'intervalle [0, y~¥] est contenu dans G, N Gryy N Gyyy 0 L
Par induction sur j, on vérifie que G, N Gy N ... N G_; contient un in-
tervalle de longueur y~* contenu dans Pintervalle [2y~%, %], Pour

. o0
tout %, il existe done un entier me (") G; supérieur & 2y Rt

comme -précédemment. i=0

La preuve de la premitre partie suggére la définition suivante. Con-
venons de dire que z, est un point de densité arithméiique de F si, pour
tout intervalle I centré en x,, il existe un o > 0 et 'un entier v, > 0 tely
que, pour tout » > v,, image de B N I par la fonction ¢* ait une en-
veloppe convexe qui contienne le disque |2} < o. On a prouvé ‘en réalité
eeci:

PROPOSITION 4. 8% B admet un point de densité arithmétique et si les
sommes partielles de (1) sont > O sur B, on a r, = 0(e™) pour tout ¢> 0.

L’hypothése est satisfaite, en particulier, si I est un ensemble de
mesure > 0. )

Dans I'autre sens, rappelons que B est dit ensemble de Dirichlet 'il
existe une suite n; — oo telle que sinn,t tende vers 0 uniformément sur E.
On connait de nombreux exemples d’ensembles de Dirichlet [3].

ProrosirioN 5. 8¢ B est un ensemble de Dirichletl, ¢t si w, est une
suile qui croit arbitrairement vite, il existe une série (1) dont les sommes
partielles sont = 0 sur B, avec r, # O0(w,).

La preuve est évidente.

On va maintenant donner une nouvelle preuve de la Proposition 2,
et en préciser I’énonecé.

Supposons que B soit Pintervalle [—1,1] (I < =). Soit g = u(l) un

entier qu’on déterminera plus tard, et a = supr,,. Soit » un entier >
m<y

». On note toujours ¢, = r, 6"

, et on conclut

tel que r, # 0 et 7, >
Alors

Ty, pour LR

8,(t) = Re (2 one""‘) = 8,(t)+Re(e, 6" P (1),

icm

Sur les coefficients des séries de Fourier 559

—
P =1+ _2 P (~j)e™, ot [P (—fi<1

Soit p un réel, & déterminer plus tard. Posons

9(t) = —Re(P(i)e"¥},
F = {t]c, 6 = |c,|6*}.
Aingi

g(@) <le,]"'S,(t) pour te E N F.

Soit de :n_,v ¢ 6=% 1a measure de masse 1 équidistribude sur F, et soit

@) 5‘ £~ (n)6™ une fonction > = 0, & support dans B, telle que 7o) =1
eb ”f“.a —Elf ()] < co. On a

[fode < o™ [ 18,40

et, comme la measure S8,dp a ses coefficients de Fourier bornés
en module par 2a, le second membre est majoré par 2ale,|™t||fll,.
D’autre part

f fade

=

— Efg( _ %v) 6—inv6

dt
Z | fOg@)— — > |fg(—m)|
Ef 27 ; ’

et, comme g est un polynéme trigonométrique de degré < »—u dont
tous les coefficients de Fourier sont bornés en module par 1,

DI (=m)i<2 3 if (m)] =b.

n#0 fnl>p

On obtient done

di
[Ft196) 5 <206 Ifie+b = 5.

E

Par un choix convenable de g, le premier membre vaut

[10Pmo |,
E k3

d’olt

&)

[ f(t)P(t)-f‘?‘—js 5
# 2
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4 : . .
Choisissons f(f) = 4(t—s), ol [s] < Y et A est la fonetion “triangle®

16 sin““;l
4

11 o _ ~
de base [~§,§] et de hauteur 2=l. Ainsi 4|, = 2nl™%, 4™ (n) = i

b < 3247172 et § = 4mal™|e,|” 4+ 32u7 17" Posons
ki dt y—p—1 .
— _ — = s “l_a —iy's.
h(s) = fA(t P - 1+; 4" (—f)P" (—j)e

11
On a [h{s)] < 6™ sur [———2—,—2—] et [ (s)] < |4l = 2=l partout. Comme

b" () = 0 pour %> 0, on a
| log|h(s)ids > 2rlog|” (0)] = 0
-7

done (2z—T1)log2nl~'+Tlogd = 0, done finalement
dmal o, |71 48247172 > (2l 7Y I,
En choisissant 4 = x(l) assez grand, on obtient

. s 2l
©) O <3a(7) .

Lie second membre majore done sup |e,|.
n

Remarquons que, pour obtenir (6), on a seulement wutilisé le fait
que §,> 0 sur E N F. Quitte & remplacer & par 28 & partic de (5),
et & doubler le second membre de (6), on peut se borner 3 prendre
= p,mod 7(2; alors F est contenu dans Pensemble des multiples de =/2v.

Enongons le résultat.

PROPOSITION 6. On peut choisir p = u(l) asses grand pour que, si les
sommes particlles S, de (1) sont > 0 sur B = [ —1,1], on ait

-1
SUPT, < 6 sup 7, (2nl7R2R T,
n=0 om<p

8i F est Vensemble des multiples de et si les S, sont> 0 sur B N F,

T
2!
la méme conclusion vaul en remplacant SUp”, par Sup 7.

n=0 o=<n<y
Comme corollaire, on a la proposition suivante, annoncée dans
Pintroduction.
PROPOSITION 7. Blani donné une suite o, tendant vers oo aussi len-
tement qu’on veul, il ewiste un ensemble dénombrable B, ayant un seul point
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daccumulation, tel que, pour toute série (1) dont les sosmmes partielles sont > 0
sur B, on ait r, = O(w,).

Un analogue de la Proposition 6, d’oit résulterait également la Pro-
position 7, serait le suivant: pour tout I > 0, il existe un C; assez grand
pour que, si les 8, sont>0 sur [—1,1] et si N> = (¥ entier), on ait
7, < O (7 ... +7y) pour tout % > N. Cela s*établit facilement par ’absurde
& partir de la Proposition 2. Pour obtenir dla Proposition 7 & partir de 13, on
définit une suite 4, convenable et on impose & E 1° de contenir un
dénombrable F tel que, si 8, > 0 sur E pour tout # et r, < 1, il s’ensuive
7, < 3" pour tout n 2° de contenir, pour chaque entier N, un ensemble

fini 'y porté par [ —i,, %;—] et assez dense sur cet intervalle pour que,

compte tenu de 7, < 3", Phypothése §, > 0 sur Fy (N < n < Ay) entraine
ki3 k1
Sn+1>0 sur —N,TN—

Donnons enfin des exemples d’ensembles # tels qu'il existe des séries
(1) tendant vers - co uniformément sur E.
On dit gu'un ensemble est de type A4+ 'l existe un a > 0 tel que,

pour tout entier n > 0, il existe une fonction f,(2) = 3! f, (m)e™ égale
m=u
41 sur B, avee Y |f, (m)| < a. Des exemples de tels ensembles sont donnés

en [4] et [3]. Citons 1° les dénombrables 2° les ensembles tels que le
nombre minimum d’intervalles de longumeur & permettant de les cowvrir
soit O(logl/s) 3° l’ensemble triadique de Cantor, et plus généralement
les ensembles parfaits symétriques & rapport constant £ (0 < £ < }), lorsque

1
—E— est un nombre de Pisot.

PROPOSITION 8. 87 E est de type AA™ (en particulier si B est dénom-
brable), il existe une série (1) tendant uniformément vers +oo sur H.

Preuve. On définit par induction une suite de polyndmes trigono-

métriques
D fuimye™
ni<m<nj+1

tels que ReP;(t) > } sur F; la série Re Y P;(#) répond & la guestion.
7

Pyit) =
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Estimates for singular integral operators
in terms of maximal functions
by
A. P. CALDER GX* (Chicago, 1)

Dedicated to my teacher, Professor Antoni Zygmund.

Abstract. Various maximal functions M (f, z) are associated with certain dis-
tributions in | J L2y, 1< p< co. They are slight modifications and generalizations
x>0

>
of the following function associated with a function f(x) of a single variable

2| f e

It is shown that, if K is a singular integral operator, it is possible to estimate M (Kf, =
in terms of M (f, z) provided the latter is finite and integrable to some power p, p < oo
outside a set of finite measure.

1. Introduction. The purpose of this paper is to obtain estimates
for the distributions of values of singular integrals in such a way that
cancellation due to variability of sign of the funetions involved is taken
into aecount. We accomplish this by using various maximal functions
associated with a given funection. These are defined in terms of primitives
or potentials of the latter. For example

t
M(f,n) = 8‘1:1: %Jf(mw)dsi,

13
where f is a function on the real line, or more generally, if pe —F,. =f

and if Ry(»,!) denotes the remainder of the % term Taylor expansion
of F, at =,
M(f, 2) — sup |t~ Relo, 3)

illustrate the type of maximal functions we have in mind. Actually we will
discuss some variants and generalizations of these and define them also
for certain kinds of distributions. Their interest lies in the fact that if

* This research partially supported by National Science -Foundation grant
NSF GP-28271.
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