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1Ther die reellen Nullstellen der Dirichletschen Z-Reihen®
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I. Einleitmg. Im Jahre 1837 bewies Divichlet ([3), 8. 313 —342,
411 —496) den lange vermuteten Satz, daB jede arithmetische Progression

I+kn (n =1,2,...) mit 0<li<h, (I,k) =1

unendlich viele Primzahlen enthélt. Die Analyse seines Beweises ergibt
drei Hauptgedanken : Die Einfithrung der Charaktere y mod %, die Betrach-
tung der funktionentheoretischen Rigenschaften der zugeordneten I-
Reihen

-]

L8y z) = Z £ ) {8 = o)

%3

Tpem],
und. der Bewels der sogenannten Klassenzallformel.
Mit Hilfe der (%) Charalktere y mod %, die den Bedingungen
y{m) = y(n) fir m =n{(modk),
x(mn) == y(m)yx(n) fir alle ganzen m, «,
) #£0 (k) =1
geniigen, gelingt os, auy der Menge aller Primzahlen diejenigen auszu-

sondern, die == (mod &) sind. DHes zeigt die fir alle o > 1 giltige Tden-
bibdt
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Dabel bezeichnet p oine belichige Primzahl

* Dio vorlingende Arbeit wurde von der Math.-Nat. Falkultit der Universi-

Gt Marburg als IMabilitadionsselrilt angenommon. Herm Prof. Dr, H.-E. Richorb

verdanke ich wertvolle Hinweise sur Gosfaltung diesor Avbeit.



Mit (1.1} erkannte Dirichlet, daB sich sein arithmetisches Problem
qut die nachstehenden funktionentheoretischen Eigenschalten der Funk-
tionen (s, ) zurilckfithren 148%:

Die fitr ¢> 1 kounvergente Produktentwicklung

-1
L, 7) = H (1~ ";f)) fiir alle z mod &

p

und die Relation
(1.2) L1, % #0

wo ¥, den Hauptcharakter mod % bezeichnet.

Ist nun y ein komplexer Charakter mod %, so ergibt sich unmittelbar
aus (1.1), daB L(s, y) an der Stelle s = 1 nicht verschwinden kann. Der
entsprechende Schiuf versagt jedoch im Falle eines reellen Charakters
4 # 3. Diege Tatsache veranlalte Dirichlet, seine Klagsenzahlformel
herzuleiten, um mit deren Hilfe (1.2) vollstindig zu beweisen. Um diese
Formel aufzchreiben zu kénnen, bendtigh man zunfchst einen eigentlichen
Charakter: Hin Charakter y mod & heiBt . eigentlich, wenn kein echter
Teiler K von k existiert, so dafl fir

a=n (mod K), (m k) =(n, % =1

fir alle y mod k&, +# x,,

stets _
xln) = x(n")

ist. Nach {[9], 8. 478, § 125) exigtiert nun zu jedem Charakter y mod %
ein eindeutig bestimmter eigentlicher Charakfer y* mod k* mit k*/k und

*
s, ) =Tty %) [ | (b@)-
pik P
Insbesondere haben L{s, ) und L(s, ¥*) in der Halbebene o > 0 dieselben

- Nullgtellen.

Nun kanm man einen reellen eigentlichen Charvalkter y, # y, mod &
d
folgendermalBen durch das Kroneckersymbol (;) ausdriicken. (vgl. [15],

8. 594, Hilfssatz 1):
Eine passende Zahl

(1.8) de{k, —k}
ist eine Fundamentaldiskriminante, d.h.
(L.4) d =1 (mod 4), d quadratfrei, |d] > 1
oder
d d
(15} @ = 0({mod 4), = 2 oder 3 (mod 4), I quadratfrei

icm

und stellt y,; vermoge

B
(16) xl(n)m(—ﬁ) fir  no=1,2, ..,

dar. _
Wegen (1.3) bis (1.5) ist inghesondere

(1.7) b= |di = 3.

Bezeichnet nun h{d) die Klassonzahl der bindren quadratischen Formen
ax® - bay -+ oy* der Diskriminante 53— due = d,

go besagt Dirichlets Klagsenzahlformel (vgl. [10], S. 132, Satz 209 und
9. 141):

orh{d
2mhid) fir  d< 0,
(L8) 5L, 1) wv' It
. X)) =
N LI R
Vi
mib
6 fiir d = —8,
we=14 fir d= —4,
2 fir d< —4,
(1.9) g = min {b+uVd: &, =1,2,...; B—du? =4} Lix d> 0.

Wegen h{d) = J: By = (ﬂ+ 1)/2 > 1 (vgl. (L.7)) folgt als Verschérfung
von (1.2) sogar -

1
—_— fir d<0
Vi ’
(1.10) L(1, 51 = Vi -1
log =g
e P > 0,
Vi

Mit ilfe der Absehabzung (1..10) konnte erstmalig A, Page [127 im Jahre
1933 fir L.(s, ) cinon groBeron nullstellonfroien Bereieh als Diriehlot:
nachweisen. Seine Iauptidee bostand darvin, (L.10) mit eimer oboren
Abschiitzung der Ableitung L' (#, %) #u verbinden:

Mit

: % -
(1.11) Lo qa) < loghk Mw d—qome<s <L



O

erhielt er (vel. (1.7)) L(s, x) # ¢ filr

1—7]_—:"’“—;, falls  d<0,
t log2hk
(1.12) 8> .
{1o—rr——,  falls  d> 0.
VE logh

Dabei bezeichnen ¢;, ¢;, und spiter e, ¢, ... geeignete positive abgolute
Konstanten, die sich mit einem endlichen Verfalren wirklich nuwmerisch
angeben. lagsen. I folgenden nennen wir derartige absolute Xonstanten
offektiv. Die <-Kongtante in (1.11) und alle weiteren <-und O-Kongtanten,
dieser Arbeit sind absolut und. effektiv. :

. L. Siegel [14] zeigte im Jahre 1935, dafl (1.10) sich wesentlich
~verschirfen 14Bt, wenn % grofer als eine im allgemeinen nicht effektive
Kongtante ist: ‘

Zu jedem s> 0 gibt es eine Zahl ky(e) > L mib

(1.13) LA, g k7" fur k> ky(e).

Der Nachteil dieses fir die Analytische Zahlentheorie hochbedeutsamen
Resultats besteht offenbar darin, daf es lediglich die Existenz einer
TFunktion %,(z) (e> 0) mit der Eigenschafb (1.13) garantiert.

Mit (L.11) schlieBt man aus (1.13), dal eine Funktion O(z) (&> 0)
mit
C(e)
W
exigtiert. Bis heute gind alle Versuche fehlgeschlag'en, 0(s) auch nur
fiir ein 2 <« § wirklich anzugeben.

Die erste effektive Verschirfung von (1.12) erzielte H. Davenport [2]
33 Jabre nach Page: Es ist L(s, ) # 0 fiir

{1.14) L(s, g, 50 fir alle s> 1 e> 0

‘1-«7%, falls @< 0,
(1.18) 8> i
o log ke
2
und, falls & eine Primzahl ist, sogar fiir
Oy
1 ——T/:];—’ falls d << O,
{1.16) 8>
c; logh
C 1— o falls d=> 0.

icm

Dies gelang mit Hilfe der Abschitzung

(unﬂmm<%%ﬂZE%)_2 .

d|2k n<logk
Dl 2<pxy (P)=1

L—r"Me 1),

wo
hid) im. Falle

h{d}log &

i<o,

1.18
{ ) d>0

H(d) = ‘

im Falle
geselzt Ist: Tur

ko, M@ <log'h, L—-FMgegl

stellt nimlich (L.L7) eine Verschirfung von (1.11) dar.

Dag Anliegen dieser Arbeit besteht nun darin, mit einer weiteren
Verbesserung der Absehftzungen (1.11) und (1.17) aus (1.10) ein mog-
lichst groBes nullstellendreies Intervall der reellen Geraden fiir die Funktion.
L(s, x;) herzuleiten, Unsere Xrgebnisse lauten folgendermalien:

SAarzl. Hs gild

I8, y0) <€ log? (H(d)+8) fir 0<1- %

19 & ——,
(1.19) : s log3k

AuBerdem lagsen. sich zu jedem ge (0, ¥) positive, absolute effektive
Kongtanten ¢(s), ¢’ (e} derart angeben, daf

o log(H(4)+3) | \?
(1.20) I (8, %) < (O(El)m%.(.ﬁ-g(.;%—__l_i_ 1)
fitr
1
!, —_——0 05
B o), log(H@)+8)<log® Tk, O<1-s <y

gilt,
SAxz 2. Ist g ein beliehigor rectler Charalter mod &, # xo, so gilt

Lis, z) # 0

S
| "‘*“'"I‘“";‘;:“g f()bz'l;? d - 0, T
1.21 8> |
(1.21) o log & :
1_,___..__;_.’,.;.:__-_ , Jfalls @3> 0.
: .

Tm Saitz 1 wit (1.11) bzw. (LL7) zu vergleichen, merken wir zundchst
die wegen (1.7) gilltige Abpchiitzung

T, x4 €logh



B R L g

an (vgl [13], 8. 140, Lemma 8.1). Wegen (1.8) und (1.18) folgt daraus
gofort o

(1.22) ' - H(d) < VElogk.

Daher ist schon (1.19) fiir alle s aus dem dort angegebenem Intervall
gine Verscharfung von (1.11). Andererseits izt die rechte Seite von (L.17}

) 1 stets,
| 2 _ |
Z gk T17 (Mﬂ_ﬂ%ﬁ) fir  log(H(d)+3) > log,k,
05

(1.20) verbessert also (1.17). Im Falle
log {H (d)+3) < logyk
folgt auns (1.20)
L1, ) €1,
Dies 148t sich biz auf die <-Konstante nicht mehr weiter verscharfen.
Denn nach W. Fluch [5] folgt schon aus der Voraussetzung
Vi

H{a) < log k

die Ungleichung,
r (1, %) = 1.

Mit Satz 2 gewinnen wir ferner eine. Verbesserung der Davenport-
schen Resultate (1.15) und (1.16). Die Bedingung (1.21) unterscheidet
sich ngmlich von (1.16) nur durch die méglicherweise von ¢, verschiedene
Konstante ¢;. H. Davenport muB jedoch zusitzlich fordern, daf % eine
Primzahl ist, um (L.16) als nullstellenfreies Intervall fiir L{s, y,) nach-
zruweisen. Dagegen tritt im allgemeinen Fall (1.15) noch der Faktor
log, k& auf. Andeverseits ist aber (1.21), abgesehen von der Konsgtanten ¢,
die bestmogliche Folgerung aus (1.10): Dies erkennt man unmittelbar
mit der Abschitzung (2.58) aus Hilfssatz 19. Hine wesentliche effektive
Verschiirfung von Satz 2 1408t gich also nur dann gewinnen, wenn es gelingt,
die Klassenzahl k(d) durch eine effektiv berechenbare, mit & streng mono-
ton wachgende Funktion nach unten abzuschétzen.

Hilfssatz 20 und gpeziell (2.70) zeigen, daB (1.14) und Satz 2 fir
héchstens eine reelle Nullstelle 8, einer Funktion L(s, y,) mit reellem
Charalter x, # #, eine nichttriviale Aussage machen. Fiir die von dieser

moglicherweise existierenden “Augnahmenulistelle” g, verschiedenen

Nullstellen § -4y der Funktionen L(s, x) (y mod %) 148t sich, 1L — g erheblich
begser und einfacher als 1 — 8, abschitzen.

Dieges Phénomen spiegelt sich in der Verteilung der Primzahlen
p =l(mod k) ({, %) = 1) wider {13], 8. 136, Satz 7.3:

icm

Mit absoluten, effektiven Konstanten A4,, 4,, 4, gilt

@ — _
N' logp e ——— — B O(we ) iy 1 Jpg o4aV TS
L + O ) fr 1< k<o ,

(Fe)
pnzgfnﬁrfdk)
1y .
ﬂl—(-—)——(-ﬂ——, falls ein reclles p, > 1—*4—2——
= (k) py log &
= Nullgtelle einer ¥unktion L(s, y,) ist,
0 sonst,

Die zahlenthcoretische Bedoutung eines solchen Irimzahlsatzes hémgt
offenbar bauptedchlich von der Qualitét einor oberen Abschitzung des
Ausnabmoewerts ff, ab; inabesondero orkennt man die Auswirkungen hei
der Behandlung zahlreicher additiver Probleme der Analytischen Zahlen-
theorie, die die Irago nach der Darglellungsmiglichlkeit einer natirlichen
Zahl als Summe einer oder mehrerer Primzablen und einer Zahl aus einer
vorgegebenen Menge aufwerfen (vgl. [8], [11], [12], [13], [157).

II. Hiltsmittel. Unger Boweis zerfdllh in einen arithmetischen und
einen analytischen Teil. Zundchst wollen wir die arithmetischon Hilfsssitze
zugammengtellen.

TUm einen Anschluf an die Dirichletsche Klagsenzahlformel zu gewin-
nen, betrachten wir bei vorgegebener Fundamentaldiskriminante d alle
quadratischen Formen.

(21) I = T2, y) = av®+boy+oy® = {a, b, 6} mit bP*—4dac =4

und &> 0 im Falle d < 0.
Aquivalenz zweier Formen

e {a, b0}, T ={a,¥,d}
bedeutet wie iiblich: s gibt gange Zahlen «, 8, y, 6 mit
od~fiy = 1,
T (@, y) = F(aw-- By, yo-I- 3y).
Mit Tilte dor wnimodularen Matiriz

“=(

schreiben, wiv statt desson wueh ko
(2.2) e ME

U die durch (2.2) evldarten h(d) Klasson dquivalenter quadratischer
Formen zu itberschauen, macht man zundéichst ein System sogenannter
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reduzierter Formen ausfindig, so daf jede Form der Gegtalt (2.1) einer

dieser Formen #quivalent ist:
Tm Falle 4 < 0 heiBt T = {a, b, ¢} reduziert, wenn

(2.3 —a<b<a<e oder O0gLb<<a=0¢

ist, und im Falle d > 0 nennt man unter den Voraussetzungen
(2.4) 0<Vi—b<2lal<Vd+b

J reduziert.

‘Mit diesen Verembmrungen gilt nach ([10], 8. 133, Satz 198)

H1LrssATZ 1. Im Falle d < © ist die Anzahl aller veduzierten Formen
gleich h{d).

Tm Falle d > 0 ist dies leider nicht mehr richtig; vielmehr folgt dann
nach H. Davenport ([2], 8. 204, Hilfssatz 1) aus tiefliegenden Ergebnissen
von Gaufl ([6]; art. 183 —198).

HILFSSATZ 2. Im Falle d > 0 ist die Aneahl aller redusziorten Formen

< h(d)log 4.

Die GauBschen Beweise derjenigen Sitze, die dieser Abschitzung
zugrandeliegen, sind von Dirichlet vereintacht worden (vgl. [4], § 72—
§ 85); sie sind aber auch in seiner Darstellung fiir unsere Zwecke zu lang-
wierig. Wir wollen daber Hilfssatz 2 auf einem kiirzeren Wege beweisen.
Dies gelingt mit den nachstehenden Hilissitzen aus der Theorie der
binéiren quadratischen Formen und der Theorie der Kettenbriiche, bei
deren Formuliergng wir gtets ¢ > 0 voraussetzen.

Hirrasarz 3 (vel. [10], 8. 139, Satz 202). Zu woagagabenemlf"
haben alle unimodularer. Matricen .JZ mit

{d, b! 0}

¥F=4F
die Gestalt
t—bu "
—
2
M = _ )
' - 1 b
2

wo 1, w eine belicbige Losung der Pellschen Gleichung
_ —du? = 4
48, .
HrspaTz 4. Ist {a, b, ¢} reduziert, so gilt b > 0 und ac < 0.
Beweis. Wegen '

Ya—b<Vd+b, d>0

icm

also

ist 5> 0, und daraus folgt wegen Vd—b > 0

b < d = b*—4ac,
also
ae < 0,

HILrssATz B. Mit gangen 4, v sei

(2.5) P—dur =4, u<0<i.
Ist dann {a, b, ¢} reduziort und a < 0; so gilt
t4- bie
o = =0,

Beweis. Wegen (2.4), ¢ < 0 und Hilfssatz 4 gilt

d =birdjale, Vd—b<2lal; be>0.
Daraus folgt
(2.6) b2ddlale < (b+2lal)?

oder

— b2+ 4bla| -+ da?

|a|b— a|c+a® > (.

Die linke Seite dieser Ungleichung st also cine positive ganze Zahl und
daher = 1. Die Ungleichung (2.6) 148t sich somit wegen (2.5) zu

# = dut -4 < ut{d 4 4) < ud (D +2 jal),

(b+2al) lu] =
verschirfen. Andererseits folgt ans (2.5) und Hilfssatz 4

>0

£ Va ju] > bul

und damit die Behauptung.

Tiir eine Form 7 = {a, b, ¢} mit der Diskriminante & gilt stets « = 0.
Aus ¢ = 0 wirde nimlich d == b* folgen, und dies wire mit keiner der
Bedingungen. (1.4), {1.5) vertrdglich,

‘Daher gt es sinnvoll, im Talle d > 0 der Form I' die beiden Wurzoln

~b—Vd . =bVd
(g 7= gy e
der Gleichung F{a, 1) == 0 zwzmordnen,

Iliermit bereiten wir den cntrcheidenden Schritt zom Bewels von
Hilfsgatz 2 vor, ndmlich dag Studinn einer Kettenbruchentwicklung
der Zahlen

logl.
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HEFSSATZ 6 (vgl. [1]; 8. 113, Nr. 9). Ist fir eime wunimodulare
Motriz A

P = 4F  und elwa .ﬂ:(a ‘B),

s
o gilt
O = 00 7w —"“ﬁ
x VO g + 4 '
Hrrssarz 7. F ist gemaw dann reduziert, wenn die Ungleichungen

{(2.7) ‘ |lwgl > 1 > ozl
wnd
2.8) . wpwp < 0
gelten.

Bewels. Fir F = {a, b, ¢} ist (2.7) mib
(2.9) Vi—b| < 2lal < Va+b|

Aquivalent. Andererseits ist
, b2—d dao ¢
o) 7 e e — R ——
L Or®r 402 42 a

TIst also F reduziert, so folgen mit Hilfssatz 4 und (2.9) auch (2.7) und
{2.8). Sind umgekehrt (2.7) und (2.8) erfiillt, so ergibt sich

¢
—a—<0, e < 0

und daher
Vd = (% 4ae)* > |b].
Algo ist
Vatd| =ViLth>0,
and mit (2.9} folgh (2.4), d.h. P ist rednziert.

Hivrgsarz 8. Fir F = {a, b, ¢} werds T~ = {f«a,-b, —o} geselet.
Sind wun F,, F, belicbige Formen der Diskriminante d, so folgt aus

{2.10) wp = g, (fefly, ~1}:
. Fz, falls am]_’
YUrr,  falls 6= 1.

Beweis. Aug (2.10) folgt

] boyVd  bva
%2, . 2a,

icm

und daraus unmittelbar
&y = 0“’27 bl = b,.
Andererseits ist
d = b} —4da, 0, = b} —da,c,,
und damit hat man auch
¢, = fe,.

HiLrssaTz 9. Jeder Torm T werde die Foym

- (C}"’ —0]) F o omit  ap = [log]sgn(op)

ougeordmet. Mit I = {a, b, ¢} ist damn auch F* = {a", ", o"} redusiert,
und 68 gill auferdem
(2.11) ¢ = a,

(212) logp! = lap| + —

{A!

Y

ist unimodular, nach Hilfssatz 6 gilt also

Bewein. Die Matrix

1
Wyp =2 Qg
’ W e

(2.13)

Nach (2.2) ergibt sich (2.11) aus ¢* = F(—1,0) = a.
Nun sei # reduziert, nach Hilfssatz 7 (2.7} also [wp| > 1. Mit § =
= sgn.(wy) folgt dann '
1< lagl = opll= 5= < wgll+1,
: O g
ingbegonders algo

(2.14)y 0<

< 1.
0(&)1,14-

Ferner ergibt sich mit (2.7), (2.8) und (2.14)

1
— ‘ fed H it - 0 ’ S N
1< fagp Qo — Bm;r. < 0, 0 g fogp— gw}p
und damit wegen fup 2 1, 8gn (fwy) = —sgn{fuy) = —1

(2.15) 0 << Qe < L.

Nach (2.14) und (2.15) sind (2.7) and (2.8) mit F* an Stelle von F erliillt,
Nach Hilfssatz 7 ist also F™* reduziert.

4 ~ Acta Arithmetica XXIL4
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SchlieBlich folgt aus der Definition von 6 mit (2.13) und (2.14) sofort
(2-12).
BiressaTz 10. (a ¢ ) set eine unimodulare Matriz mit

y 8
(2.16) y >8>0,
und fir etn [ >1 sei '
al-+f
&r = .
yi+ 68

Danm gibt es ganze Zahlen A, ..., 4, mit Ay, vory Ay > 0, o= 1 {mod 2),
so daf die Kettenbrucheniwicklungen

A+ 1 1 1
X = - —
A I T
a 1 1
PR P
B 1 1
Fo=A
8 Ly AL

gellon, _
Beweis. Im Falle y > § wird dies in ([7], 8. 140-141, Nr. 10.10}
bewiesen. Im. Falle y == 6 ist wegen y, 6> 0, ad—fy =1

y=b=1, a=p+1,
und daraus folgt mit 4, =5, 4, =L # =1: ‘
_BANetp 8 YL
e="—pg Tt TP Tt e

L
f_ =A6+1 =Ao+“‘“:
Y a4y

%'= g = A4,
alzo ebenfalls die Behauptung.

Hirrssarz 11 (vel. [7], 8. 142, Theovem 175). Hs seien die einfachen
Ketienbriiche ‘ .

11
2= Ayt —
W
1 i
[ = Bo+

gegeben. Gilt dann fiir eine unimodulare Matrim (; g)
at+8

ptte’
80 g@'bt"es ganse #, Az 0 mit
Ax+v = 'BJM-# .fﬁ’?

HrorssATz 12, Die Menge aller zu einer beliebigen reduzierten Form
dquivalonten reduzierten Formen enthdlt hochstens O(log e;) Blemende.
Beweis., Wir konstruieren zu einer vorgegebenen reduzierten Horm.
F eine Menge Ry reduzierter Formen mit den folgenden Rigenschaften:

y =0,1,2,...

(217)  Jede zu F squivalente reduzierte Form I gehort zu Ry
(2.18) Ry enthilt hochstens O(log s;) Elemente.

Dazu definieren wir geméf Hilfssati~ 9 induktiv

(2.19) =% F =F_

Die Formen. F, sind. dann reduziert, und nach (2.12) hat man die einfachen
Kettenbruchentwicklungen

(»=1).

1 1
2.20 = 4 e — =0,1,2,...
( ) l0g,l vt At Ayat (»=10,1,2,...)
mit '
(2.21) A, =1 fir alle » = 0.
Setzt man '
(222) ' -Fv = {av? bﬂ? 6v}9

go gilt nach (2.11)

o =@, =1,
und nach Hilfseatz 4 ist stets o,0, < 0. Damit haben wir
(2.23) a,a,_ <0 fir »=1,2,..

Nun gibt es hochstens endlich wviele reduzierte Formen, denn aug (2.4)
folpt '
0<b<Vd, 2lal<2Vd,

und durch a, b, b2 —4dac = d izt o eindeutig bestimmt.
Algo existiert eine matiirliche Zahl » mit

(2.24) F,=F; Fy=F fir
(2.25) r =0 (mod 2).

1<ji<r,



‘Wir zeigen nun, daB
{2.26) Bp = {Foy ooy Fosa} W {Fy, ooy iy}

die Higengchaften (2.17) und {2.18) besitzt (vgl. Hilfssatz 8).

Zungchst sei F eine reduzierte zu F dquivalente Form. Analog zu
(2.20) erhalten wir eine einfache Kettenbruchentwicklung

1 1

= Byt ———...
ot B+ By

(2.27) log|

mit einer Periode #, also

(2.28) B; =By fir j=0,1,2..

Nach Hilfssatz 6 gilt mit einer passenden unimodularen Matrix (a ‘Z)
. ¥y

awg + B
v+ 4§ ’

Wgp ==

nach Hilfssatz 11 gibt ez also ganze x, 1 = 0 mit
Ay, =By, fir »=0,1,2,...

Aus {2.28) folgt nun
By = Bippragey = Auspragoy = Any  fr p=1,2,..

und die von z unabhingige Zahl N = %+ A(F —1) > 0.
Mit (2.20) und (2.27) folgt daraus

nach Hilfssatz 8 gilt also
Fe{Fy, Ty}
Nach (2.24) gibt es aber ein je [0, 7) mit
Dies besagt nach (2.26):
FE R.F"

Damit haben wir (2.17) nachgewiesen.
Zum Bewels von (2.18) definieren wir

o =Ay, P =A4,4,+1; P, = AP, +P,, (»=2),

(2.20) |

QO === 1! Ql = Al; Qv = A:Qv~1+@’—2 (l"’ 2 2) .
Nach [7], 8. 131, Theorem 150, ist dann
(2'30) ' PuQu-—l_-Pv—lQ;u = (_‘1)’-1 (1’ == 1, 2, ...).

icm

Andererseits folgt aus (2.24)

.A.‘4=Aj+,. fﬁl‘ j=0’1,2,o..,
algo
1 1 1
o = | = _A + aew -
| .FI 0 A1+ _A,._l-i- w
und daher nach [7], 8. 130, Theorem 149, mit (2.25), (2.29) und (2.30)
'Prw-lm_"Pr-—-z
P P LA ] P O —P R, =1.
Qr“10J+Q,._2, r 1Qf 2 EQT 1

Nach Hilfgsatz 6 und Hilfssatz 8 erfiillt also die unimodulare Matrix

- (Pr—l Pr—z)

Qrul Qrwz
die Voraussetzung I = #F aus Hilfssatz 3.
Fiir
, 1

(2.31) ¢ = Pyt Gl W = {3 (@2 —P,-)
gilt somit
(2.32) o di'd =
Wir zeigen nun, dag

t-‘ / Y
(2.33) M = g4

2
ist, Dazu geien ganze ¢, ¥ mib
{2.34) —dut =4, I>0>u
gegeben. Nach Hilfzsatz 3 ist dann
t—bu o
af 2
{(2.35) =
¥ 4 o t-+bu
2

unimodular, und es gilt

r= (“ s ) 7.

o \y @

Da Ep und Ry gleichviele Elemente besitzen (vgl. (2.24) und (2.26))
und nach (2.22) und (2.23) aug @, > 0 die Ungleichung 4, < 0 folgt, diirfen,
wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

Gy < 0



voraussetzen. Nach Hilfsgatz & gilt dann
vz >0,

und dies ish die Bedingung (2.16) aus Hilfssatz 10.
Ferner ergibt sich it Hilfyzatz 6

- aw+f
o =
yow - §
also mmmehr mit Hilfssatz 10 und, (2.29) bei passendem # = 1 (mod 2)
_ 1 11
(2.36) : @ = Ayt ——— e
L AT o
(2.37) e B £ Pu

7y @ 6 Qu

da gich die Trrationalzahl o nur auf eine Weite in einen. einfachen 11nend11~
chen Kettenbruch entwickeln 143t.
Ingbesondere erhdlt man mit (2.36)

(2.38) A4, =A,.,., fir

Wegen (2.30) ist (P,
ans (2.37)

y =0,1,2,...

y @) =1 fiir alle » > 0. Wegen v, 8 > 0 folgt also

a4 = -Pn!
und damit nach (2.35)
(2.39) t== P Qe
Weiter folgt aus (2.38) und (2.20)

6= Qn—l

by =@, ,—P,

fitr »=0,1,2...,

log,| =

also nach Hilfssatz 8

]wFﬂ-}-n-E-ll

¥, = .F""““ oder B, =F, ...

Wegen # 1 = 0 (m0d 2) und (2.22), (2.23) ist aber

sgnfa,) = Sgn(a,,+ﬂ+1) fir v = 0,12a...,
also mub (vgl. Hilfssatz 8)
F = v-l-ﬂ—l-l fﬁl‘ Y = 0, 1, 2’ paw

gelten Naeh (2 24) folgt; daraug

) ' n+l=0 (mod ),
insbesondere also

(2.40) nz=r—1.

icm

Anderergeits erhilt ‘map mit vollstindiger Induktion unmittelbar aus
(2.21) und (2. 29)

(2.41) Pig_lgfﬂig fir v =1,2,...
wmd ’

{2.42) Qos @1 = 0,=29Q,_, fir »=2,3,.

Mit (2. 31), (2.89), (2. 40) und (2 41) gewinnen wir die Abschatzungen

Ant Grund der Definition von. &, (vgl. (1.9)) erkennt man nun mit (2.32),
(2.34) und (2.43) die Identitét (2.33).
Ang (2.25), (2.31), (2.33), (2.41) und (2:42) folgt sehlieBlich

IR L Qg SV < 26y,
also
7 < log &;.

Damit haben wir auch (2.18) bewiesen.’ : ' ' :

Mit der Einteilung aller Formen der Dlskrlmlnante 4 in h(d) Aqm-
valenzklagsen gewinnt man nun eine Zerlegung der Menge der redu-
zierten Formen in A (d) Teilmengen, die jeweils nach Hilfssatz 12 hochstens
0{log ¢;) Elemente enthalten.

Damit igt aber Hilfssatz 2 vollstindig bewiesen.

Im folgenden. ist d wieder eine beliebige Fundamentaldiskriminante.

Tmrssarz 13 (vgl [10], S. 52, Satz 97). Hs sei v eine natiwrliche, au
4 teilevfremde Zahl. Donn ist. die Losungszahl von

a2 = d (mod 4v»)

‘ d’
2 > [5)
Y
C Lnfy
BN

gleich

Alg abschliefenden und w-ichtigstezi ungerer arithmetischen, Hi]fsst‘iﬁ;ze
beweisen wir
Hrrssarz 14. Mit den Abkiraungen (1. 18), b= [d], z,(n) = (d/n)
{n> 0) gil
D 1< H@).
v V2 I ‘
pl=a(P)=1

Bewels Mit X1(P) =1 fiir alle p]v (v == 1) folgt
d

(-—) =1 fiir alle m|».
m
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Nach Hilfsgatz 13 existiert also eine ganze Zahl b, mit

(2.44) — 2y < by < 20,
(2.45) ¥ = d(mod 4v).
AnBerdem gilt;

(2.46) (by, 2} =1,

denn andernfalls wire (d, ») > 1, und dann gibe es im Widerspruch zur

Voraussetznng ein ply mit y,{p) = 0.
Aus (2.4b) folgt
, (2910, = b} = d (mod 4y)
und aus (2.44) und (2.46)
—»<2y—~b;<v im Falle b; >,
—y<<29b <y im Falle b, < ~v.
Daher gibt es eine ganze Zahl b mit
{2.47) |b| < ¥,
(2.48) b* = d (mod 44).
Im Falle @ > 0 sei b’ die eindeutig durch
(2.49) : b2 = b? (mod 4v),

(2.50) Vi—2 < b < Vd

hestimmte Zahl.
Wir setzen nun auBerdem

(2.51) vvip

voraus und stellen eine wmkehrbar eindeutige Zuordnung der Zahl » zn
einer reduzierten Form F* her. Wir setzen

b2 —g
{v,b, ym } im Falle d < 0,

, b —d .
v,b,—ﬁﬁ im Falle d > 0,

Offenbar ist die Zuordnung v — ¥~ eineindeutig.

F igt wirklich eine Form der Diskriminante d, denn die Zahlen ¢, b, b

b*—d  bE g
dv 7 4y

sind nach Konstruktion und die Zahlen wegen (2.48)

und (2.49) ganz; als Diskriminante ergibt sich 4 wegen

@i
4y

22— 4y =d fir «=2510.

¥ ist aber auch reduziert (vgl. (2.3) und (2.4)): Im Falle d < 0 folgt

dies aus (2.47) und (2.51) und im Falle d > ¢ aus (2.60) wnd (2.51). Mit.

den Hilfsgitzen 1 und 2 erhilt man nun unmittelbar die Behauptung.
‘Wir beginnen nun mit der Formulierung der amnalytischen Hilfssétze.

Dabei ist y, stets ein reeller eigentlicher Charakter mod & und d ist gemés-

(1.3) bis (1.6) gowiblt.

Hirrsgarz 156, Die Reihe

sei i 0> ay > — oo absolut konvergemd. My jedes w = u-+iv gill dann
bei positivem y

(2.52) Zanfn"”e‘”’f = “2—1";,' f]‘(.?-—fw)y"’" f(s)da,

el )

wenn b > max oy, u) 48t
Dabei bezeichnet (b) die Integration lings der vertikalen Geraden

(b—too, b+40s).

Beweigs. Nach [13], 8. 380, erhélt man dies mit Hilfe der Identitab

1 B B
ﬁ-(ﬁf;l“(s)y ds =6  (b,y>0).
1

(2.53)

Setzti man (2.33)} Lfiir b, > max (og—u, 0) und ay an Stelle von y in die
linke Seite von. (2.52) ein, so wird pie auf Grund der abgoluten EKonver-
genz der entstehenden Suwmmen und Integrale

1 j —F éa i) 7
T e de.
i (bf) Fis)y ( ¥ ) *
1

e ],

Hieraus folgt nun mit der Substitution s-+w = g, die Behauptun g.
Hoergsarz 16. In o= 1—c¢ flog k gilt

, g
L' (3, 1) < -'(;Llogsk.
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Beweis. Wegsn x; # y, gilt nach. [13], 3. 140, (8.4}, fiir o > 0

@54 D' ) = ) —:—ji—;@log n+0 ( f k(1 -+ 5| Tog £) 5*“%5).

<k
Bei geniigend kleinem ¢, folgt ans o — ¢, /log T; die Abschatzung
W gl fir w<k '
und daher (vgl. (L.7))

— za{m)
575 s

<l

1
< Zn"ﬂog L < {log 70)2}; < log?k,

n<k w<<k

o

d ke logk
~ollog EdE = —— .
kf g 0g £dt 08 @ |ome ST

Sotzt man dies in (2.54) ein, so ergibt gich wegen |8| =
HivrssaTz 17, Fir 12821 —0,/(2 log k) ¢ilt
I (s, 7,) < log® b.

Beweis. Isteine =1 —0,/(2 log k) gegeben, so Wenden wir die Canchy-
sche Koeffizientenabschitzung a,uf

F&) = I' (o042, 1)

an: f(z) ish in |2] < ¢,/(2 log %) holomorph und geniigt dort nach Hilfssatz
16 der Abschétzung

o die Behauptung.

fl{z) €logk,.
also ist

| F(0) = I"(s, z1) < log'k.
. HivrssArz 18. Ist y ein beliebiger Charakter mod %, so gilt
(2.55)

L(s, ) < (R(Iti+ 1)  far alle smit 6>, s—1| > g
Beweis. Nach [13], 8. 115, Satz 5.4, gilb
L(s, x) < (Bl fix o4, =2
und
)/
s, 1) < me fir o34, <11

Damit ergibt sich sofort (2.55).
Hripgsary 19. Es sei

(2.56) H(d) < o, VE[log k

bei geniigend Tloinem c,. Dann gibé os eine veelle Zahl §, mil

{2.57) LBy 1) =0,
und ‘
H(d)
0<1—8, € =
{2.58) <1-p1 < o

Beweis. Wir befrachten in Anlehnung an die Beweisskizze auas
[13], 8. 148 (8.26) und. 8. 141, 142, die Funktion

Z(s) = {(8).L(8, 1),
die big anf einen einfachen Pol bei ¢ = 1 mit dem Residuam
{2.59) A ow= (1, 31)
in der ganzen Hhene holomorph ist. Fiir ¢ > 1 gilt offenbar

Z(8) = f:lannms ‘it e, ZEXI(‘E):

=1 dln

(2.60)

und aus der Multiplikativitit des reellen Charakters y, folgt sofort

{2.61) , =1, ea,20 fir n=12.
Da nun '
{2.62) f(8) = Z{(8)— —

eine ganze Funktion ist, gilt avf Grund der Caunchyschen Koeffizienten-
abschétzung

(268) f(8) = D' A(s—2r+O0(M@P)") fix N =1,2,..., )52 <3/2
=iV ' '
mit
M = max |f(s)],
[E:F A
1
A ¢ = 0).
4, =2 (2 0)
Nach (2.60) ist aber
—1)
A, = ( v!) Zanﬂ"*’ log'n—(—1Y 2,
]
und aus (2.61) folgt
(2.64) Ay21l—3, (—=1p4,> -2 fir »=1,2,..



Die Voraussetzung (2.56) ergibt in Verbindung mit (2.59) und (1.8)

H(d
(2.65) 0 <a< A o fogh.
vk
Mit Hilfssatz 18 folgt daher (vgl. (2.62}))
(2.66) MLV
Bei geniigend kleinem
(2.67) €y = 4dmo,
"gel mun
y log &
(2.68) 0<l—s<oyflogh =:4, N= .
Aus (2.63}, (2.64), (2.65) und (2.66) folgt dann
‘ - 1, (2—s¥—1
- (P o N R T
foyz1—a—i > ls=2| +OEYY)> 5 —A—
1< N
1 A 24

also nach (2.62)

1 22
2.69 Z(8) > — -~ 3
(.60 (6)> 5 —7—

Nach {2.65), (2.67) und {2.68) ist 41 < A’. 'Wir kénnen also ein § mit

41<1—f < min(X, 5A)
wahlen. Wire nun
CL(s, zy) %0 fir alle se[8, 1),
go miillte )
Zig)<0 fix f<s<]
gelten. Denn nach (1.8) ist L(L, ) > 0, und man hat

5(3)_=;:-1HT+0'(1) e s-1< 4,

also bei geniigend kleinem ¢, nach (2.67) und (2.68)
| L)< 0 fir f<s<l.

Speziell witrde in Verbindung mit (2.69) fir 8 =
1—p <4l

algo ein Widerspruch folgen. Wegen (1.8) und (2.59) ish damit Hilfssatz
19 bewiesen.
Hiressarz 20 (vgl [13], 8. 130, S&Lz 6.9). Die Funkiion

Ls, x)

ymod k
grooll, vy

besitet in
Opy,

" log (it +2)

Lichstens eine Nullstelle. Wonn sie existiert, handell es sich um eine reelle
Nullstelle erster Ordnung.
Ist y ein komplewer Charakier mod k& oder == y,, s0 gilt

g =

. . €12
: 2l —2
(2.70) L(s x)#0 in ozl o5 Tl 2)
HILFSSATE 21. Awus
(2:71) H{d) < 0,V k[log* e

folgt bed geﬂﬁgm& kleinem ey, mit der dureh die Hilfssdtze 19 und 20 eindeutig
definierten Nullstella 8,
Ly x4)
1—f1

Beweig. Der Mittelwertsatz liefert bei passendem o« (fy,1) wegen
(2.67)

0 = LB, 1) = L1, xl)+13'(1, 2 (Br—1)+3L (o 2 (B —1)
Nach Hilfssatz 17 ist also

(2.72) Ll(la 11) €

, el
I, ) = (’[’f‘

4+ O((1—f.)log k).

Mit (2.58) und (2.71) folgt daraus (2.72).
Hrrrgsarsz 22, Aus (2.71) folgt

(2.73) L1, 4 <68
mit
14y {p)
(2.74 8 = BRSO
) 2=

pakt



Beweis, Wir wenden Hilfssatz 15 auf

Fl8) = &( )L(s, ) AZa n= e, = 3 0@,

=1 din

w = ﬁlr Y = k%

an. Da ) a,n~°in o> 1 abgolut konvergiert, dirfen wir ferner gy =1

1
setzen. Wegen §; < 1 (vgl. Hilissatz 21) folgt also

<0

1
Z g e f D(s— Byt (s)L(s, z,)ds
Qi &

n=1

Der hierin anftretende Integrand ist in § <o <2, s—1| = ¢ h010]norph

und dort nach Hilfssatz 18 und der Stirlingschen Formel

(2.75) <& (] 1)orafH2 g2 g1 =2

In l¢—1] < ¢ hat der Integrand hochstens bei ¢ = g, und 8 = 1 eine
ginguldre Stelle. Bel s = §; ist aber L{f;, z;) = 0 und {(s) holomorph,
also gebort auch § = p, zum Holomorphiegebiet. Dagegen entsteht bei
g =1 ein Pol erster Ordnung mit: dem Regiduum

ﬁl_lp(l B x1)-.

Inggesamt folgt mib dem Gauehysehen Integralsatz nnter Beachtung
von {2.75)

(2.76) S i —y IO I, 1)+ 0Py ")

n=1
mib
§=1—F.
Aus (2.71) und. (2.58) folgt weiter

(2.77) (&) = %(1+0(6)), 1< <1

und ‘wegen y =k

-2 iy 8
1\<‘y'—d, y 2 @kﬁ 2 =k 4.

Verwendet man dies zu einer unteren Abschitzung der rechten Seite
von (2.76), so ergibt zich wegen (2.61)

(2.78) L(1, 1) O (™) < Za n—P gy,

N=]

icn

Im Falle n << k“ verwenden wir nun die wegen (2.77) gitltige Abschétzung

%—!5'1 6.—'71?/ £ —
n
und im Falle # > k? schitzen wir e, durch

thy, < O(m) <€ w1
ab. Wegen
~ 1ty

é-—ml & E_a___ < 1, (,y — 70-—3,’2)

nk?

und (2.61) folgt dann avs (2.78) und (2.72)

13(1,x1<2‘

nh?

(2.79)

Bezeichnet p(n) den groften Primteiler von #, so wird andererseits

o fir alle @ > 2

I\ @\ A ule) L
g (l B .17) (1 B .p ) - 1}(2)2’&;717%; Z Z xl(d) ‘
. - ) jJ(u'l)-xm
. L ("'&')ﬁm
Die Summationgbedingung
e
r@i<o, 1)<

ist aber fiir jedes natiirliche d(n mit der Ungleichung

pm)<a
dquivalent. Unter Beachtung von (2.60) und (2.61) folgt daraus insgesamt

- ] —1
o (Sl 2 2 - 3233

1
DD D) neEgL

Setzt man auf der linken Seite dioser Ungleichung die Reihendarstellong

log (L—2)"" = 2-{1 (2] < '.l_).

L M
el :
fir » =—17 baw, 2 == _p_c_%__p) und alle p <o ein und beriteksichtigt die
Abschétzungen
D e Yt <l,  mimI<i,
M=l IS . perm



50 hat man
+
S o Y20,
A=Sw i
Mit & = k?, .(2.74) und (2.79) folgt nunmehr (2.73).
Hrsgarz 23, Far alle v > 0 gili (vgl. (2.74))

(2.80) §< 2 . +0(H(d))+0(1)

=t
21 (D) =1

Beweid, Wegen |y,(p)| <1 haben wir

(2.81) S8 +8,+8
mi}
2 2 2
8. = =, &, = = 8= —
’ g p’ 2 1<1§ﬁ512 »’ a VE2<p<ic? 4
%3 () =1 X (0)=1 '

Nach Hilfssatz 14 ist

el ¥ et

ﬁl”wxl(:p)=-1
und wegen

{2.82) 2}17 =log,w+0(1) (23> 3)

P
{vgl. [13], 8. 20, Satz 4.1) hat man
log %%
log (max (3, I/E/Z)}

In Verbindung mit (2.81) ergeben diese Abschitzungen von §, und
die Ungleichung (2.50).

8; < log

+1<1,

0. Hauptsiitze. Wir beweisen zunichst Satz 1 mit Hile oberer
Abschitzungen der in (2.74) definierten Summe 8. .

LiBt man die Summationsbedingung y,(p) = 1 in der Summe auf
der rechten Seite von (2.80) fort und wendet dann (2.82) an, so folgh

{d))-l-O(l) fir alle 7> 3.

8 < 2log,t+0 (
Mit v = H(d)+3 ergibt sich also

381 8 < 21og, (H (d)+3)+0(1).

Fiir kleine Werte von, H (d) konnen wir 8 schirfer mit einer Verfei-
nerung der in [2], 8. 211, Zeile —1, von Davenport eingefiihrten Ideec
abschitzen: Wir definieren

e @)+
— P log, (H (@) +3)
(38) M={p:p<X n@) =1} ={,..,p} mit p<..<p

und wihlen dabei a;; so grof, daf

(8.2)

B x> max (Y H@ 73, 3
ist.
Triir eine obere Abschitzung von r sei zundchst

(3.5) r>

bei geniigend groflem ¢,, vorausgesetzt.
Nach (1.22), (3.3) und (3.4) ist dann

(3.6) V2 > 3.
Nach Hilfssatz 14 ergibt sich firr jedes natiirliche Ne[1, 7]

-
Z#ay> D 1z Y 1= > 1
n< V2 RIRE R
2| R pelbl 11727}5"<‘/m2 %;,,j]ogp,-<log{1/7r]’1)
N
> D
Py ooy ® pr20 . log (¥F,
N max (lvjlog%c:log(wa/z) LESLES 3:7;1(0;_/:?
LN
und daher
ANY '
@7 H{d) = (Ev") (LN

mit der Abkitrzung

4 = o, 08 VE2)
- Fur logX
Wir setzen weiter
(3.8) 0 < &< 4, 1og(11'(d) +3) < logh—'k
VOrHUs.
Dann lagsen sich effektive Konstanten ¢ = ¢{e), ¢ = ¢'(s} angeben,
g0 daB fir
log (H (&) 4 3)
——"‘lz)—g'g?n

(3.9) ' 0 =0 , kzd

5 — Acta Arithmetlca XXIL4



-folgt also

{vgl. (3. 6)) die Ungleichungen

2} und (3.
log (F (dy -3)

AN [ey (logk)log,k ) | (Gm 2 )———~
— 2 L2 ) = —(log¥ k) log, logy &
(g) (a log2(H(d)+-3)] = \ ¢ (log™ k) logs ’

W

A
— > log* k)log, %, ¢,5loght® ?]
T mm[a(g Yog, &, ¢ g
und damit

A a
(—) > H(d)

3.10
(3.10) o

und
(3.11) Az e(l-+o)
erfiillt sind. Mann wihle etwa
1
=_—— —, % log —
g’ [ o8 018]

Dann wird ndmlich fir % = ¢ wegen k= 3 (vgl. (1.7))

[+
(log® k) 8% — ¢, —;f'—log'Ek =e logh>1, cglogtkza

Aus (3.7) und (3.10) folgt jetzt

A & N
(—) > (“{1_) fitr alle natirlichen ¥ <
g

(3.12) =

' _A- & .
Die Funktion (D(w)-=(?) whchst aber wegen
A
(3.13) D' {w)= @(m)(log—— —1) (> 0)
4

. A
im Intervall ¢ < @< — monoton.
e

Wegen (3.11) und (3.5) igt ferner

v e[ 7]

A
<7 und <—, und g ist sogar < 4 —1. Aus (3.12)
[

(3.14)}

eine natiirliche Zahl <

(3.18)

icm

und damit gewinnen wir die Ungleichung

o
nnter den Voraussetzungen (3.5), (3.8) und (3.9).
Ist (3.5) nicht erfillt, so ist

L Y

trivial. Also haben wir unter den Voranssetzungen (3.8) und % 2= ¢'(e)
die Abgchitzung

) log (H () —1—3)
(3-16) ¥ g G(C) ”W

16
bewiesen.
In Hilfssatz 28 wihlen wir nun wieder

(3.17) v = H{d)+3

und erhalten nach (3.2) und (3.3)
r
2 2
8 2 R

(3.18) Z 1o,
) Xt P

Da wir die Primzahlen p; in der Form p, < ... < p, angeordnet haben,

st
pi=zj fir j=1,...,7r,
. also
* ¥ )
s .
ngz L <ot0g r-1)+001).
= P el j

Nach (3.4), (3.17) und (2.82) ist ferner

log (H (d) - 3)

— et + O (1) € L.

<t P log VE(d)-+8 -

Verbindet man diese Abschiitzungen mit (3.16), (3.17) und (3.18), so

erhélt man ‘ .

log (H(d)+8) ’ |
logzk [«G]C\) 1 O(l)

> 0'(e), log (H(d)+3) < logt="k.

Nach Hilfssatz 22 ergibt sich nun (1.19) mit (3. 1) und (1.20) it (3. 19)
unter den Voranssetzungen s = 1 und (2.71), von denen wir ung nun
noch befreien miizgen:

(3.19) 8« 210g(()

fir O<e<hkz



: ®
Der Mittelwertsatz licfert nach Hilfssatz 17 bei geniigend kleinem o, Im“
fiilr 0 <1 —s<ofloghk

L'{8y 42) = L'(1; 22) +0{1),

also ish Satz 1 unter der Voraussetzung (2.71) richlig.
Wenn aber (2.71) nicht ecfiillt ist, gils

log (H (d)+3) > log &,

und dann folgh Satz 1 bei geniigend Kkleinem ¢, unmittelbar auns (1.11).

Nun sind wir in der Lage, auch Satz 2 su beweisen: Dabei diirfen, wir
ung naeh den Ausfihrungen der Einleitung (vgl 8. 2) auf einen. reellen’
eigentlichen. Charakter y; aus Batz 1 beschrinken. Ferner wihlen wir
in Satz 1

=%
und nehmen an, L(s, y,) besitze eine Nullstelle 8 <2 1 mit
(3.20) 1-fg—2
) = logtk

Nach dem Mittelwertsatz gilt dann bei passendem. e (B, 1)

O =L(B, y1) = L(L, z)+ (1)L (#, x1),
also nach (1.8), (1.10), (1.18), (3.20) und Satz 1

. 1 H{d) 1 falls & < 0

321) I—f» =T H@)s B =1 )
&2 _ ps Vi F{H(d)} (@) > {Iog k, falls d> 0

mit
log®(#+3) fir  log(w-+3) > logk
Flpy =1 /1 IRt .
@ (Ml +1) sonst (@>0)
log.k

Da —la—g—,;&_l_—a) fir # > 1 monoton wichst, folgt fir & > K’
exp (log"*k)
- logt*k
» H
(Iog(H'+3) 1)2
log, k

im Falle log & > log** %,

Fx)

sonst,

also nach (3.21)

+

Vi -

unter der Vorausgetzung (3.20). (8.22) ist aber trivial, wenn (3.20) nicht
erfillt ist.
Damit ist SBatz 2 bewiesen.

(3.22) 1-8»
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